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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Dans un haras, un test génétique de couleur de robe (alezane, baie ou noire) est pratiqué sur les chevaux
de trait de deux races différentes : comtoise et percheronne. On considére les deux propositions suivantes :

P : «ll existe un percheron dont I’échantillon d’ADN est porteur du géne noir.»
Q : «Si l'analyse est pratiquée sur un comtois, alors son échantillon d’ADN est
porteur du géne alezan et du géne bai.»

On note H l'ensemble des chevaux analysés du haras; A, B et N les sous-ensembles de chevaux dont
les échantillons d’ADN sont porteurs des génes alezan, bai et noir (respectivement) ; et enfin C et P les
sous-ensembles de chevaux de races comtoise et percheronne (respectivement). On pourra utiliser la lettre
h pour désigner un cheval analysé (c’est-a-dire un élément générique de H).

1. Réécrire les propositions P et Q en langage mathématique a l’aide de quantificateurs et d’opérateurs
logiques.

Réécrire la proposition Q en langage mathématique a ’aide d’opérations sur des ensembles.
Donner, en frangais, la négation de P et la négation de Q.

Donner, en francais, la contraposée et la réciproque de Q.

A

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse (les justifications ne sont
pas demandées) :

(a) Pour prouver que P est vraie, il est suffisant de prouver que tous les échantillons d’ADN du
haras sont porteurs du geéne noir.

(b) Pour prouver que P est fausse, il est nécessaire de prouver l'existence d'un percheron dont
I’échantillon d’ADN n’est pas porteur du géne noir.

(¢) Pour prouver que Q est fausse, il est suffisant de prouver que tous les échantillons d’ADN des

comtois sont porteurs du géne noir.

(d) Pour prouver que Q est vraie, il est nécessaire de prouver que tous les échantillons d’ADN
neutres (c’est-a-dire porteurs d’aucun géne : ni alezan, ni bai, ni noir) ont été prélevés sur des
percherons.

Exercice 2
On considére la série harmonique (H,,),,>1 définie pour tout nombre entier m > 1 par :

1 1 1 1 1 e
H,=1+-4+~-+-+- - 4= E:
+2+3+4+5+ o+ — +— 2

?vll—

On propose de démontrer que la suite (H,,),>1 diverge vers +oo.

1. Démontrer que la suite (H,,)mn>1 est strictement croissante.

2. Pour tout nombre entier m > 1, on pose l'entier N,, “I; (g))J .
(a) Montrer que lim,, o N, = 400.
(b) Montrer que Ym > 1, 2 < 2= < m et en déduire que Vm > 1, H,, > Honp.

(¢) Démontrer qu’il est sufﬁsant de prouver que la suite (Han),>o tend vers +oo pour prouver que
la suite (H,,)m>1 tend vers +oo.

3. Pour cette question, on fixe un nombre entier n > 0.
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(a) Donner le nombre d’¢léments de 'ensemble E, = {k € N / k> 2"+ 1 et k < 2"},
(b) Montrer que Vk € E,, 1 =21,

(¢) En déduire que :
2n+1

2.

k=241

V

x| =
DO | —

4. Démontrer que Vn > 0, Hon > 1+

)3

5. Conclure.

Exercice 3

On considére les nombres réels a = /2 + /5 et B = v/2 — /5 (on rappelle que pour tout nombre réel y,
on note ¢y I'unique solution de I'équation 2* = y d’inconnue = € R). On propose de simplifier I’expression

de a et 3.
1. (a) Calculer af et o® + 3.
(b) Verifier que ¥(a,b) € R?, (a+ b)® = a® + 3a*b + 3ab* + V°.
(c) En déduire une expression simple de (« + 3)3 en fonction de « et 3.
2. On pose u = a + f3 et on considére la fonction polynomiale P : z + P(z) = 2° + 3z — 4.
(a) A l’aide de la question précédente, montrer que u est une racine de P, c’est-a-dire que P(u) = 0.
(b) Trouver une racine évidente de P.
(c) Trouver trois nombres réels a, b et ¢ tels que Vo € R, P(z) = (x — 1)(ax? + bx + ¢).
(d) Résoudre I'équation P(z) = 0 d’inconnue x € R.
(e) En déduire la valeur de u.
3. On considére la fonction polynomiale @ : x — Q(z) = (z — a)(x — B).
(a) A T'aide des questions précédentes, développer et simplifier Q(x) pour tout nombre réel x.

(b) En déduire que « et 3 sont solutions de 1'équation 2z — z — 1 = 0 d’inconnue z € R.

(c) Déterminer des expressions plus simples de « et f5.

Exercice 4
On considére Iéquation (E) d’inconnue z € [0, 5] définie par :

Vcos(z) + /sin(z) = 1. (E)

On propose de résoudre cette équation de deux maniéres différentes. Les questions A) et B) suivantes sont
donc totalement indépendantes.

A) Premiére méthode :
1. Vérifier que V(a,b) € R?, (a + b)* = a* + 4a3b + 6a*b* + 4ab® + V™.

2. Démontrer que I'équation (E) est équivalente a I’équation (E’) suivante :

cos(x) sin(x) (2 cos(x) + 34/ cos(x) sin(x) + 2 sin(x)) = 0. (E)
3. Justifier que Vx € [0, 5], 2cos(z) + 34/cos(z) sin(z) + 2sin(x) > 0.

4. En déduire les solutions de I'équation (E).
B) Deuxiéme méthode :
1. Démontrer que Va €]0,1[, /a > a*.
2. En déduire que Va €]0, [, \/cos(z) + /sin(z) > 1.

3. Retrouver les solutions de ’équation (E).
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1
Dans un haras, un test génétique de couleur de robe (alezane, baie ou noire) est pratiqué sur les chevaux
de trait de deux races différentes : comtoise et percheronne. On considere les deuz propositions suivantes :

P : «ll existe un percheron dont I’échantillon d’ADN est porteur du gene noir.»
Q : «Si l'analyse est pratiquée sur un comtois, alors son échantillon d’ADN est
porteur du gene alezan et du géne bai.»

On note H [l’ensemble des chevaux analysés du haras; A, B et N les sous-ensembles de chevaux dont
les échantillons d’ADN sont porteurs des génes alezan, bai et noir (respectivement); et enfin C' et P les
sous-ensembles de chevaux de races comtoise et percheronne (respectivement). On pourra utiliser la lettre
h pour désigner un cheval analysé (c’est-a-dire un élément générique de H ).

1. Réécrire les propositions P et Q en langage mathématique a ['aide de quantificateurs et d’opérateurs
logiques.

» On a en langage mathématique avec des quantificateurs et des opérateurs logiques :

P « [3he P, heN)| <<:>3hEH, hEPetheN>

Q « [VheH, heC— (heActheB) ((z)VhGC, heAetheB>

Attention : la proposition «h € AN By est équivalente a «<h € A et h € B» mais elle utilise
une opération sur des ensembles (l'intersection M) et non un opérateur logique (le «et»)
comme demandé par l’énoncé.

2. Réécrire la proposition Q en langage mathématique a ’aide d’opérations sur des ensembles.
» On a en langage mathématique avec des opérations sur des ensembles :

Q («=vheC, heANnB) «

3. Donner, en francais, la négation de P et la négation de Q.
» On a en langage mathématique :
non (P) <= Vhe P, non(heN)
VheP, hgN (<:>VheH, hg;‘PouhgéN)

dhe H, non(heC = (heAetheB))
dhe H, heCetnon(he AetheB)

JheH, heCet (hd Aouh¢ B) <<:>Elh€(], h¢A0uh§éB>

non (Q)

[

Ecrire les négations de P et Q en langage mathématique n’est pas demandé, mais ¢a aide
pour les traduire ensuite en frangais.

On en déduit donc en frangais que la négation de P est | « Aucun échantillon d’ADN des percherons

‘n’est porteur du géne noir.» ‘, et la négation de Q est | «Il existe un échantillon d’ADN qui, d’une

‘part, a été prélevé sur un comtois et, d’autre part, n’est pas porteur du géne alezan ou n’est pas

porteur du géne bai (ou n’est pas porteur des deux génes).» |.
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4. Donner, en francais, la contraposée et la réciproque de Q.
» La contraposée de Q est donnée en langage mathématique par :

Vhe H, non(he€ Aethe B)= non(heC)
<= VheH (h¢Aouh¢B)=—=h¢C

ce qui donne en francais : | «Si un échantillon d’ADN n’est pas porteur du géne alezan ou n’est pas

porteur du géne bai (ou n’est pas porteur des deux génes), alors 'analyse n’a pas été pratiquée

\sur un comtois.» \ La réciproque de Q est donnée en langage mathématique par :

Vhe H, (h€eAetheB)=—heC(C

ce qui donne en frangais : ‘ «Si un échantillon d’ADN est porteur du gene alezan et du géne bai,

‘alors I’analyse a été pratiquée sur un comtois.» ‘

5. Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse (les justifications ne sont
pas demandées) :

(a) Pour prouver que P est vraie, il est suffisant de prouver que tous les échantillons d’ADN du
haras sont porteurs du gene noir.

> [ Vraic |

(b) Pour prouver que P est fausse, il est nécessaire de prouver l'existence d’un percheron dont
I’échantillon d’ADN n’est pas porteur du géne noir.

> [Vraic |

En toute rigueur, les propositions 5(a) et 5(b) sont fausses si l’ensemble des percherons
est vide (dans ce cas, la proposition P est toujours fausse). Mais la premiére phrase de
I’énoncé sous-entend qu’il existe au moins un percheron.

(¢) Pour prouver que Q est fausse, il est suffisant de prouver que tous les échantillons d’ADN des
comtois sont porteurs du gene noir.

> [Fausse|

(d) Pour prouver que Q est vraie, il est nécessaire de prouver que tous les échantillons d’ADN
neutres (c’est-a-dire porteurs d’aucun géne : ni alezan, ni bai, ni noir) ont été prélevés sur des
percherons.

> [ Vraic |

Exercice 2
On considére la série harmonique (H,,)m>1 définie pour tout nombre entier m > 1 par :

11 1 1 1 1 1
Hy =14 4 - oo —— 4 — — -
+2+3+4+5+ +m—1+m Zk
On propose de démontrer que la suite (H,,)m>1 diverge vers +oo.

1. Démontrer que la suite (H,,)m>1 est strictement croissante.
» On a pour un entier m > 1 fixé :

Hpr —Hy= (14042 Ly 1 TELITIL L
mtl "o 2 3 m  m+1 2 3 m) m+1 '

1
m+1

> 0 quand m > 1, c’est évident.

Inutile de perdre du temps a justifier que

Par conséquent H,,.; > H,, pour tout m > 1 et donc |la suite (H,,),>1 est strictement croissante |.
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2. Pour tout nombre entier m > 1, on pose l’entier N, = LI&((%)J :

(a) Montrer que lim,, ., N, = +00.
» D’apres la définition de la partie entiére, on a pour tout entier m > 1 :

In(m)
™S @)

<N, +1

ce qui peut aussi s’écrire :
In(m) o In(m)

m2) TS TE) ()

In(m)
In(2)

comparaison, on en déduit que ‘Nm tend vers +oo0 quand m tend vers +oo |.

Or lim,, 4 o — 1 = o0 car lim,, 1o In(m) = 400 et In(2) > 0. D’aprés le théoréme de

Attention de ne pas oublier de préciser que In(2) > 0. Par contre, il est inutile de justifier
que le membre de droite des inégalités (x) tend aussi vers +o0o quand m — +oo.

(b) Montrer que Ym > 1, % < 2Nn < m et en déduire que Ym =1, H,, > Hon,, .
» En multipliant les inégalités (x) par In(2) > 0, on obtient pour tout entier m > 1 :

In(m) —In(2) < N,In(2) < In(m)
In (2) < In(2¥) < In(m).
Puis en utilisant le fait que la fonction exponentielle est strictement croissante, on a pour tout
entier m > 1 : exp (In (%)) < exp(In(2™)) < exp(In(m))
5 < 2Nm < m.

Les justifications nécessaires et suffisantes ici sont In(2) > 0 et x +— exp(x) strictement
croissante. Elles doiwent apparaitre explicitement.

En utilisant I'inégalité a droite ci-dessus, et la croissance de la suite (H,,)m>1 démontrée a la

question 1, on en déduit que ‘Hm > Hyn,, pour tout entier m > 1 ‘

(c) Démontrer qu’il est suffisant de prouver que la suite (Han),>o tend vers +o0o pour prouver que
la suite (Hyy)m>1 tend vers +oc.
» Supposons que la suite (Han),>0 tende vers +00, c’est-a-~dire que lim,,_, | o, Hon = +00. Puisque
lim,, 1o N,y = +00 d’aprés le résultat de la question 2(a), on obtient avec le changement de
variable n = N, que lim,, ., Hon, = +o00. Et puisque Vm > 1, Hyn, < H,, d’apres le
résultat de la question 2(b), on en déduit que lim,, , o H,, = +oc (en utilisant le théoréme de
comparaison). Finalement, on a montré que :

lim Hyn = 400 = lim H,, = +0|

n—-+o0o m——+0o0

La condition «(Han),>o tend vers +o0o» est donc suffisante pour prouver que «(H,,)m>1 tend
vers +oo».

Attention a la rédaction ici. Il ne s’agit pas de démontrer que la proposition «(Han),>o
tend vers 400y est vraie (questions suivantes) mais de démontrer que si elle est vraie
alors «(Hp,)ms1 tend vers +00» est aussi vraie, c’est-a-dire que 'implication ci-dessus
est vraze.

3. Pour cette question, on fixe un nombre entier n = 0.

(a) Donner le nombre d’éléments de l’ensemble E,, ={k € N / k> 2"+ 1 et k < 2"},

» L'ensemble E, = {k € N / k > 2"+ 1 et k < 2""'} peut aussi s’écrire (en décrivant ses
éléments par une liste croissante) :

E,={2"4+1,2"+2, 2" +3, 2" +4, ... 2"}
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Or 2ntl = 92l — 97 2 =27 4+ 27 Donc :

E, = {2"4+1, 2" 42, 2" 43, 2" +4, ..., 2"+ 2"}
= {2"+k /ke{l,2,3,...,2"}}.

On en déduit que E,, a le méme nombre d’éléments que {1,2,3,...,2"}, c’est-a-dire éléments.

On verra bientot en cours qu’on peut tout simplement dire qu’entre 2" +1 et 2" il y a
exactement 2" — (2" + 1) + 1 =2 x 2" — 2" = 2" éléments.

1 —(n
(b) Montrer que Vk € E,, + > 2",

» Soit k € E,. On a en particulier 0 < k < 2", donc en inversant cette inégalité : % > 2n1+1
On en déduit le résultat pour tout k € E, car 5 = (2nt1) 7! = 9=(ntD),
(c) En déduire que Zin;url =1

» En utilisant les résultats des deux questions précédentes, on obtient :

2n+1

Z Z > Z 27(n+1) — 27(714’1) Z 1 — 2*(%4’1) oL

L = __ ——
k= 2"+1 keE, question 3(b) kekn, k€En  question 3(a)

Or 27(mF1) 5 on = 97n=1+n = 9=1 = 1 Finalement, on a bien I'inégalité : ij;md T=1l

Inutile de quantifier 'entier n dans les questions 3(a), 3(b) et 3(c) puisqu’il est fixé par
[’énoncé pour toute la question 3.

4. Démontrer que Vn = 0, Hon =1+ 5.
» On procede par récurrence. Pour n = 0 on a Hypo = H; =1 et 1 + g = 1. Donc la proposition
«Han = 1+ 5» est vraie au rang n = 0. On suppose maintenant la proposition «Hyn > 1+ §» vraie
pour un certain rang n > 0 fixé. On cherche a démontrer qu’elle est également vraie au rang n + 1.

On a:
1 1 1
Hypn = 1+5+o+ 455
—1+1+1++1+ 1+1+1++1
N 2 3 on m4 1 242 2m 43 on+l
2n+1
= Hy ot Z k
k=2"41

2 d’apres I’ 5 4 4 .2ttt 14 .
Or Hyn > 1+ § d’aprés 'hypothése de récurrence, et on a démontré » ..., ¢ = 5 a la question
précédente. Donc :

n 1 n+1

Ainsi, la proposition « Hy» > 1+ %5» est héréditaire pour tout entier n > 0. On conclut par récurrence

que | Hon > 1+ 5 pour tout entler n=0]|

5. Conclure.

» On vient de démontrer Vn > 0, 1+ 5 < Han. Or limy, s o 1+ 5 = +00, donc lim,, 4 o Hon = 400
(en utilisant le théoréme de comparaison). De plus on a demontre a la question 2(c) que I'implication

lim Hon = +o0o=— lim H,, =+

n—-+o0o m——+00

est vraie. Par conséquent, |la suite (H,,)>1 diverge vers 400 |.
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Inutile de perdre du temps a détailler le calcul de la limite lim,, o1+ § = +00 qui est
évident.

Exercice 3
On considére les nombres réels o = v/2++/5 et f=v/2— 5 (on rappelle que pour tout nombre réel y,

on note ¥y l'unique solution de I’équation 23 =y d’inconnue x € R). On propose de simplifier l’expression
de o et (.

1. (a) Calculer afB et o + 33.

> OnaVy>0, yy=yetVy<0, yy=—(—y)/3. Comme2++5>0et2—+5<0,on
obtient o = (2 4 v/5)Y/3 et f = —(—2 4 /5)"/3, puis :

af = —(2+VE)(=2+ VB = — |2+ VE)(~2 + VB)
= vEras-2)] = [vEr -2 " = =

o+ = [+ VB [~ VB = 24 VB - (2 V)
= (2+V5) — (-2+V5) =[4]

1/3

i|1/3

Attention : y'/° = exp (% ln(y)) est défini seulement pour y > 0, alors que ¥y est défini
pour tout y € R. On peut également faire les calculs en gardant la notation ¥y et sans
utiliser la notation y*/® (dans ce cas, il n’y a pas de probléeme de signe).

(b) Vérifier que ¥(a,b) € R?, (a+ b)® = a® + 3a*b + 3ab? + b>.
» Soient a et b deux nombres réels. On a en développant :
(a+0)? = (a+b)"? = (a+b)(a+b)?=(a+b)(a*+ 2ab+ b?)
= |d® + 20° + ab® + ba® + 2bab + V® = a® + 3ab + 3ab® + 1P |

(¢) En déduire une expression simple de (o + 3)* en fonction de o et 3.

» En utilisant le résultat précédent on a :
(a+B)? =a®+ 30’8 +3ap* + ° = (a3 + 53) + 3af(a+ p).

Puis en utilisant les résultats de la question 1(a) on obtient :

(a+B)°=|4—3(a+p8)|

N’oubliez pas d’utiliser vos résultats des questions précédentes. Quand l’énoncé demande
de simplifier, il faut le faire au mazimum.

2. On pose u = a+ B et on considere la fonction polynomiale P : x — P(x) = 23 + 3z — 4.

(a) A laide de la question précédente, montrer que u est une racine de P, ¢’est-a-dire que P(u) = 0.

» D’apreés le résultat de la question précédente : u? = 4 — 3u et donc | P(u) = u® +3u —4 =0/|

(b) Trouver une racine évidente de P.
» Ona P(1) =13 +3 x 1 —4 =0 donc |1 est une racine de P|.

’N’oubliez pas de justifier rapidement pourquoi 1 est racine de P.
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(¢) Trouver trois nombres réels a, b et ¢ tels que Vr € R, P(z) = (z — 1)(ax® + bz + ¢).
» Analyse : On suppose qu'il existe un triplet (a,b,c¢) € R3 tel que Vo € R, P(x) = (v —
1)(az? + bx + ¢). On a alors en développant :

Ve eR, Px)=2*4+32—-4 = (z—1)(az®+br+c)
= ar® + b’ +cr—ar® —br—c
= ar’+ (b—a)z* + (c—b)x —c.

On en déduit que a =1,b—a =0, c — b= 3 et ¢ =4, c’est-a-dire (a,b,c) = (1,1,4).
Synthése : On pose a =1, b=1 et ¢ = 4. On a alors en développant :

Ve eR, (z—1)(ax®+bzx+c) = (x—1)(2*+z+4)

= P+ +dr - —x—4
= 2°+3r —4 = P(2).

D’ou le résultat avec | (a,b,c) = (1,1,4)].

La synthése est suffisante, on peut faire ['analyse sur un brouillon et ne pas [’écrire sur
sa copie. Par contre, la synthése est nécessaire : elle doit apparaitre explicitement.

(d) Résoudre I'équation P(x) =0 d’inconnue = € R.
» D’aprés le résultat précédent, on a pour tout z € R :

Pl)=0 <= (z—-1)(2*+2+4)=0
— =1 ou 2’+zx+4=0.

Pour la deuxiéme proposition, on reconnait un polynéme de degré 2 de discriminant A =
12 —4x1x4 = —15 < 0. L'équation 22 + x + 4 = 0 n’a donc pas de solution réelle, et
I’équation P(z) = 0 admet pour unique solution z = 1|,

(e) En déduire la valeur de u.
» D’aprés le résultat de la question 2(a), u est solution de I’équation P(x) = 0. Or on vient de dé-
montrer que cette équation n’a qu'une seule solution qui est 1. Par conséquent, ‘a +8=u=1 ‘

3. On considére la fonction polynomiale Q : x — Q(z) = (x — a)(z — ).
(a) A Uaide des questions précédentes, développer et simplifier Q(x) pour tout nombre réel x.
» On a pour tout x € R (en développant) :

Qz) = (z—a)(x - f) =2 —ar - fr+af =2° — (a+ Bz + ap,

Or a+ 8 = u =1 d’aprés le résultat de la question précédente, et a5 = —1 d’aprés un des
résultats de la question 1(a). Donc :

VreR, |Q(z)=2"—z—1|

(b) En déduire que o et B sont solutions de l’équation x*> —x — 1 =0 d’inconnue = € R.
» « est solution de 'équation Q(z) = 0 car Q(a) = (o — a)(a — ) = 0 X (a — ) =
0. Puisque Q(z) = x*> — x — 1 pour tout x € R d’aprés le résultat précédent,

solution de I’équation 22> — x — 1 = 0|. On obtient ‘de méme pour 3 ‘

(c) Déterminer des expressions plus simples de « et 3.

» On commence par résoudre 1'équation 22 — z — 1 = 0 d’inconnue z € R. On reconnait un

polynéome de degré 2 de discriminant A = (=1)? —4 x 1 x (=1) = 5. Cette équation a donc
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exactement deux solutions : z; = —CL-vVA _ 1= f et Ty = —CU+VA 1+2\/5. D’aprés le

2x1 2x1
résultat précédent, ces deux solutions correspondent a «a et 3, il suffit donc de les identifier. Or

1*—2\/5<0<%5et6: V2 -5 <0< V2++5 = a. Par conséquent :

1++5 1-+v5
5 et |f= 5 |

Attention de bien justifier l'identification. A priori, on a seulement démontré que {«, 5} =
{x1, 29} mais on ne sait pas si («, B) = (x1,x2) ou si («, B) = (x2,x1).

o =

Exercice 4
On considere ’équation (E) d’inconnue x € [0, 3] définie par :

V/cos(z) + /sin(x) = 1. (E)

On propose de résoudre cette équation de deux maniéres différentes. Les questions A) et B) suivantes sont
donc totalement indépendantes.

A) Premiére méthode :
1. Vérifier que ¥(a,b) € R?, (a+ b)* = a* + 4ab + 6a®b? + 4ab® + b*.

» Soient a et b deux nombres réels. On a en utilisant le résultat de la question 1(b) de 'exercice
3 et en développant :

(a+b)* = (a+Db)(a+b)?=(a+Db)(a®+ 3a®b+ 3ab® + b°)
= a* 4 3a°b + 3a%b® + ab® + b + 3a%b® + 3ab® + b*
= ‘a4 + 4a®b + 6a°b? + 4ab® + v* ‘

On pourra bientot s’épargner ces calculs pénibles a l'aide de la formule du binome de
Newton.

2. Démontrer que l’équation (E) est équivalente a ’équation (E’) suivante :

cos(x) sin(x) (2 cos(x) + 34/cos(x) sin(z) + QSin(x)> = 0. (E”)

» L’équation est bien définie pour tout x € [0, 7] car cos(z) > 0 et sin(z) > 0. On a donc pour
tout = € [0, 5] en élevant I'équation (E) & la puissance 4 (d’apres le résultat précédent) :

(\/cos(x) + \/Sin(x)>4 =1
= (Vo) +4(Veos@) Ve +6 (veosm) (Van@) ..
-+ 4+/cos(z) <\/sin x ) + ( sin(x))4 =1

<= cos’(w) +4cos(x)\/cos \/sm ) + 6 cos(z)sin(z) . ..
- 4 4+/cos(z)/sin(z) sin(z) + sin ( )=1

< 2y/cos(z)sin(x) (2 cos(x) + 34/ cos(x) sin(x) + 2sin(z )

+ (cos®(z) + sin*(z)) =1

’Le plus important ici est de bien organiser ces calculs pour ne pas perdre de temps.

Or Vz € R, cos?(x) + sin?(x) = 1 (d’aprés le théoréme de Pythagore), donc on obtient pour
tout = € [0, 5] que I'équation (E) est équivalente a :

cos(x) sin(x) (2 cos(x) + 34/ cos(x) sin(x) + 2sin(z > =0]| (E)
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3. Justifier que Vo € [0, 3], 2cos(z) + 3y/cos(x) sin(x) + 2sin(x) > 0.

» On raisonne par dlSJOIlCthIl des cas de v € [0, 5] = {O}U] 5lU{S )
Premier cas : x = 0. Alors cos(z) = 1 et sin(z) = 0, donc :

2 cos(x) + 34/ cos(x) sin(z) + 2sin(z) =2+04+0=2 > 0.

Deuxiéme cas : x €0, 5[. Alors cos(z) > 0 et sin(z) > 0, donc :

2 cos(x) + 34/cos(z) sin(z) + 2sin(z) >0+ 0+ 0= 0.

Troiséme cas : z = 7. Alors cos(z) = 0 et sin(z) = 1, donc :

2 cos(z) + 34/cos(x) sin(z) + 2sin(z) =0+ 04+2=2 > 0.

Dans tous les cas on a |2 cos(z) + 34/cos(z) sin(x) 4+ 2sin(xz) > 0|, donc cette inégalité est vraie

pour tout x € [0

il

4. En déduire les solutions de l’équation (E).
» Pour tout € [0, 7], I'équation (E’) est équivalente a :

cos(z)sin(x) =0 ou 2cos(x) 4 34/cos(x)sin(z) + 2sin(x) = 0.
D’apreés le résultat précédent 2 cos(x) + 3+/cos(z) sin(x) + 2sin(z) # 0 pour tout x € [0, §]. De
plus on a :

Par conséquent, I'’équation (E’) d'inconnue = € [0, 7] admet deux solutions : |0 et 7 | Et puisque

I'équation (E) est équivalente a I’équation (E’) (voir question 2), I’ensemble des solutions est le
méme.
B) Deuziéme méthode :
1. Démontrer que Ya €)0,1[, v/a > a®.
» Pour tout @ > 0, on a :
Va>d <= a>ad=1>d

(pour la premiére équivalence : le sens direct est vrai car x — z? est strictement croissante sur
R, et la réciproque est vraie car x — /x est strictement croissante sur R, pour la deuxiéme
équivalence : on simplifie par a > 0). Or pour a €]0, 1[, a® < 1 est toujours vraie car x — x* est

strictement croissante (sur R). Finalement, [1/a > a* pour tout a €]0, 1[|.

Il y a de nombreuses maniéres de démontrer cette inégalité. Mais quelle que soit la mé-
thode choisie, les justiﬁcatiom dowwent étre précises.

2. En déduire que Yz €]0 Veos(z) + /sin(z) > 1.
» Soit z €0, 3. Pu1sque Cos( ) €]0, 1[ et sin(x) €]0, 1], on a en utilisant le résultat de la question

précédente : y/cos(z)+/sin(z) > cos®(z)+sin®*(z). Or le membre de droite est égal a 1 (d’aprés

le théoreme de Pythagore). D’ou | /cos(z) + /sin(z) > 1 pour tout z €]0, 5[|.

N’oubliez pas de justifier que cos(x) €]0,1[ et sin(x) €0, 1[ pour pouvoir utiliser la ques-
tion précédente.

3. Retrouver les solutions de [’équation (E).
» D’aprés le résultat précédent, I'équation (£) d’inconnue z € [0, 5] n’a pas de solution dans
10, 5[. 11 reste donc a vérifier les cas x =0 et z = 7. Oron a :

{x:() = cos(z) = let sin(z) =0 = /cos(z)++/sin(z) =1+0=1

r=7 = cos(z) =0et sin(z) =1 = /cos(x)+ /sin(z) =0+1=1

Par conséquent, I'’équation (E) d’inconnue z € [0, 5] admet deux solutions : |0 et 7 |
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DS n° 2 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Soit un n € N* fixé pour tout l'exercice. On rappelle que les racines n-iémes de I'unité sont les solutions
de I’équation z" = 1 d’inconnue z € C. On propose de calculer la somme et le produit des racines n-iémes
de T'unité.

1. (a) Résoudre I’équation 2™ = 1 en exprimant les solutions sous forme exponentielle.

(b) En déduire la liste des racines n-iémes de 1'unité sous forme algébrique pour n =1, n =2, n = 3
et n =4.

2. On pose w, = e>7™/",

(
(

a) Montrer que w, = 1 <=n = 1.

b) Montrer que w,, est une racine n-iéme de 'uniteé.

(¢) Donner la liste des racines n-iémes de 1'unité en fonction de w,,.
3. (a) Calculer 37—, (w,)*.

(b) En déduire la somme des racines n-iémes de 'unité.

(c) Vérifier le résultat précédent pour n =1, n =2, n = 3 et n = 4 (sous forme algébrique).

4. Calculer 377} (w%)k

5. (a) Montrer que []7—g(w,)* est une racine 2-iéme de I'unité.
(b

(c

(

) Que peut-on en déduire pour le produit des racines n-iémes de 1'unité ?
)

d) Calculer [[7—, (w,)* dans le cas ot n est pair, c’est-a-dire si n = 2¢ avec £ € N*,
)

Calculer []7~} (w,)* dans le cas ou n est impair, c¢’est-a-dire si n = 2¢ — 1 avec £ € N*.
k 0 p
(e) En déduire le produit des racines n-iémes de 1'unité dans le cas général.
f) Vérifier le résultat précédent pour n =1, n =2, n = 3 et n = 4 (sous forme algébrique).
g
6. Calculer T[}—} (—w, )k
Exercice 2

Pour tout (n,p) € N* x N on définit SP(n) = > 7_, k. Le but de cet exercice est de présenter une méthode
pour calculer S?(n).

1. Soit n € N*. Rappeler les expressions de S%(n), S*(n) et S*(n).
2. Montrer que Vn € N*, S3(n) = W.
3. On fixe (n,p) € (N*)? pour cette question.
(a) Montrer que > _ (k+ 1)P*! = SP*(n) + (n + 1)P™ — 1.
(b) Soit k& € N*. Développer l'expression (k + 1)?*! en vous servant du symbole .
(c) En déduire que Y ,_ (k + 1P+t = SeH(n) + 30 (P41 54 (n).
)

(d) A T'aide des questions précédentes, montrer que

sp<n>=]ﬁ<<n+ ::(p“) >>.

4. Soit n € N*. Utiliser le résultat précédent pour retrouver 'expression de S?(n) donnée a la question
2 puis donner une expression simplifice de S*(n).
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Exercice 3
On propose de résoudre 1’équation suivante d’inconnue z € C :

22— 62+4=0 (E)

1. On considére z € C une solution de (E). Soient (u,v) € C? tel que u +v = z et uv = 2.
(
(
(c) Montrer que u? et v* sont solutions de I'équation Z% +4Z + 8 = 0 d’inconnue Z € C.

(d) Résoudre I'équation Z2 +4Z + 8 = 0.
2. On pose w = —2 + 21.

a) Calculer (u + v)® de deux maniéres différentes.

b) En déduire les valeurs de u?® + v et u?v?.

(a) Ecrire w sous la forme exponentielle.

(b) Résoudre I'équation Z3 = w d’inconnue Z € C en exprimant les solutions sous forme exponen-
tielle.

(c) On pose j = e*™/3. Montrer que I’ensemble des solutions de I'équation Z% = w est {141, (1 +
0)j, (1 +14)j%}.
3. En utilisant les questions précédentes, déterminer les valeurs possibles de u et v, puis de z.
4. En déduire les solutions de (E).

Exercice 4
Soit n € N et z € R. On propose de calculer les sommes A, = >} cos’(kx) et B, = >, _,sin®(kx).

1. Calculer A, + B,,.
2. (a) Montrer que A,, — B, = > _, cos(2kx).
(b) Rappeler et démontrer 'expression de Y ;_, cos(k#) pour tout 6 € R.

(¢) En déduire une expression simplifiée de A,, — B,, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
de z € R).

3. En déduire des expressions simplifiées de A,, et B,, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
de z € R).

Exercice 5 '
Soit n € N. On propose de calculer la somme double » , <ij<n (Z)
1. Montrer que Zlgi,jgn (Z) = ZKKK” (z)
n+1

2. Pour cette question, on fixe i € {0,1,2,...,n}. Montrer que Z?:Z (z) = (i+1) (indication : on
pourra raisonner par récurrence).

j LBN (T~
3. Calculer 37, ., (7) de deux maniéres différentes.
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Corrigé du DS n° 2 de mathématiques

Exercice 1
Soit un n € N* fixé pour tout l’exercice. On rappelle que les racines n-iémes de l'unité sont les solutions
de léquation 2" = 1 d’inconnue z € C. On propose de calculer la somme et le produit des racines n-iémes

de lunité.

1. (a)

(b)

2. On pose w, = e

(a)

Résoudre 'équation 2™ =1 en exprimant les solutions sous forme exponentielle.
» 0 n’est pas solution de 2" = 1. Pour z € C*, on écrit z sous forme exponentielle : z = re®

avec r > 0 et 0 € [0,27[. On a alors :

n __ 7 n _inb r=1 r=1
=1+ (re)" =1 <= 1" 1:){71650[2%]@{050[%]
0=0 [%’r] si et seulement si § = =% ou k € Z. Mais puisqu’on a choisi l’argument 6 dans [0, 27,
I’ensemble des 6 tel que # =0 [27”} est {O 2;, 4;, o 2("71} {2’” |k e {0,1 R 1}}
On en déduit ’ensemble des solutions de 2" =1 :
{e%k”/” ke{0,1,2,...,n— 1}} .

N’oubliez pas de justifier que z # 0 avant d’utiliser la forme exponentielle. Le choix
de Uintervalle [0, 27| pour Uargument principal est arbitraire, on peut trés bien choisir
| = m, 7] (choisissez lintervalle avec lequel vous étes le plus a l'aise pour ne pas perdre
de temps). Les racines n-iémes de l'unité ne sont pas au programme de BCPST, mais
lexercice est tellement classique qu’il faut le connaitre par coeur.

En déduire la liste des racines n-iemes de ['unité sous forme algébrique pourn =1, n=2,n=3
et n =4.
» La liste des racines n-iemes de l'unité est pour n=1 :

{2/ ke {0} } = {e°} =[{1}]:
pour n=2 :
{22 ke 0.1} = {e e} = [{1, -1}
pour n=3 :
. . . . 1 1
{621k7r/3 ‘ k e {0, 172}} _ {61076217r/3’€4z7r/3} _ {17 -3 I i?, -5 - Z?} :

et pour n=4 :

{e2ik7r/4 ’ k € {0, 17273}} — {eiO’eiﬂ/2761w7€3iﬂ/2} =[{1,i,—1,—i}|

2im/n

Montrer que w,, =1 <

>Siwn:1alors%50
Donc 27” = 271 et n = 1. Réciproquement, si n = 1 alors w, = e

‘l’équivalence par double implication ‘

1.
[27] en identifiant les arguments. Or 2% €]0,27] car n € N*.
2w/l _ 622'7r = 1. D’ou
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‘N’oubliez pas de justifier les deux sens de l’équivalence.

(b) Montrer que w,, est une racine n-iéme de l'unité.
> Ona: (w,)" = (e¥™/n)" = e2inm/n = %7 = 1. Donc w, est solution de 'équation 2" = 1, par

conséquent ’wn est bien une racine n-iéme de I'unité ‘

(c) Donner la liste des racines n-iémes de l'unité en fonction de w,.
» D’apreés le résultat de la question 1.(a), les racines n-iémes de I'unité sont de la forme e
(ezm/”)k = (w,)f otk € {0,1,2,...,n—1}. Donc la liste des racines n-iémes de I'unité est donnée
par :

2ikm/n

(w,)? =1, (wn)', (wn)?, ..., (wy)" .

3. (a) Calculer 31— (w,)*,
> ZZ;& (w,)* est une somme des termes d’une suite géométrique de raison w,. Pour n = 1, on
a w, = 1 et donc Y1) (w,)* = 1° = [1]. Pour n > 2, on a w, # 1 d’aprés le résultat de la

question 2.(a), et donc :

Sf(wnﬁ==<uM)w_D+l_]= (w)-1_1-1 _m

w, — 1 w, — 1 wn—lz
k=0

car w,, est une racine n-iéme de I'unité (question 2.(b)).

Il ne faut pas oublier de séparer le cas ou la raison est égale a 1. Pensez a utiliser les
résultats des questions précédentes, le sujet suit toujours une progression logique.

(b) En déduire la somme des racines n-iémes de ['unité.

» D’aprés le résultat de la question 2.(c), la somme des racines n-iémes de I'unité est donnée

-1 2 . . . . o
par > .o (w,)*. En utilisant le résultat précédent, la somme des racines n-iémes de l'unité est

donc égale‘al pournzletéOpourn}Q‘.

(c) Vérifier le résultat précédent pourn =1, n =2, n=3 et n =4 (sous forme algébrique).
» En utilisant le résultat de la question 1.(b), la somme des racines n-iémes de 'unité est pour

n=1:
1]
pour n =2 :
14+ (-1)=1-1=]0];
pour n =3 :
/3 1 V3 1 V3 V3
”(‘5“? flrpmig ) =togatily — 5 ) =l

et pour n=4 :

4. Caleuler S0, ﬁ

» Puisque |w,| = [e*™/"| =

|20, |2
n—1 1 n—1 1 k n—1 i n—1 n—1
_ . _ o _ k — k
=Y (w) =S @) =3 = 3w
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

car la somme de conjugués de nombres complexes est égale au conjugué de la somme de nombres
complexes. D’aprés le résultat de la question 3.(b), Z;é ﬁ est donc égale ‘ alpourn=1eta0

pour n = 2|
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5. (a)

(b)

(d)

(¢)

Un exemple type de question astucieuse ou on peut perdre énormément de temps st on n'a
pas la bonne idée. Il ne faut surtout pas hésiter a laisser des questions de coté pour aller
chercher des points ailleurs au lieu de perdre son temps a s’obstiner. Parfois, ['astuce peut
méme surgir a notre esprit pendant qu’on est en train de faire quelque chose de completement
différent.

1 . N iy
Montrer que [[}_,(w,)* est une racine 2-ieme de l'unité.
» On a:

(ﬁ(wn)k> — ((wn>0 X (wn)l « (wn>2 NI (wn)n,1)2

_ ((wn>0+1+2+--~+(n71))2

(
= (n)"F) (ear Ty = )

Les détails de la transformation du produit en somme n’ont pas besoin d’étre indiqués.
On peut directement écrire [’égalité de la troisiéme ligne.

. -1 : ) . . =
Par conséquent [[,_, (w, )" est une solution de 'équation 2% = 1, c’est donc ‘ une racine 2-iéme de‘
[Punite]

Que peut-on en déduire pour le produit des racines n-iemes de ['unité ¢

» D’aprés le résultat de la question 1.(b), les racines 2-iémes de l'unité sont 1 et —1. Et
d’aprés le résultat de la question 2.(c), le produit des racines nm-iémes de 'unité est donné
par HZ;& (wy)*. En utilisant le résultat précédent, le produit des racines n-iémes de I'unité est

done égal 3 Lon a 1]

Calculer [[}—y(wn)* dans le cas ot n est impair, ¢’est-a-dire sin = 20 — 1 avec £ € N*.
» On suppose que n est impair, donc que n = 2¢ — 1 avec ¢ € N*. En procédant comme pour la
question 5.(a), on obtient :

n—1 20—2

20-2 (2¢-2)(2¢-1) nyf—1
[T (wn)* = TT (wa)¥ = (wa) "% = (w,) 2 = ((w)) ™~ =[1]
k=0 k=0

Calculer [[}Zg(wn)* dans le cas ot n est pair, c’est-a-dire sin =20 avec £ € N*.
» On suppose que n est pair, donc que n = 2¢ avec ¢ € N*. En procédant comme pour la
question 5.(a), on obtient :

n—1 20—1
H(wn)k _ H (wn)k _ (wn)zii_olk _ (wn)(2£—21)2£ _ ((wn)é)%_l-
k=0 k=0

Or (wn)e _ (w%)é _ (621'77/(26))4 — gilm/t — gim — —1, donc Hz;é(wn)k _ (_1)26—1 _ car
2¢ — 1 est impair.
En déduire le produit des racines n-iemes de l'unité dans le cas général.

» En utilisant les résultats précédents, le produit des racines n-iémes de I'unité est donc égal
\a 1 si n est impair et & —1 si n est pair ‘
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(f) Vérifier le résultat précédent pour n =1, n =2, n =3 et n =4 (sous forme algébrique).
» En utilisant le résultat de la question 1.(b), le produit des racines n-iémes de 'unité est pour

n=1:
11];
pour n =2 :
1 (=1) = [1];
pour n =3
V3 1 V3 1 3 V3 V3
1 — 4 i— — ) =4+ - ——— 1] =1
x( ~|—z2 X 5 5 <4+4>—|—z 1 1 7

et pour n=4 :

6. Calculer T[4 (—w,)k.

» On a:
TT(-wa)* = [T~1F x [ = (~DEE0F x TJwn)* = (—1)“F x [[(wn)*

D’aprés le résultat de la question 5.(e), [[7—g(—w,)" est donc égal |a (—1)""~D/2 si n est impair et &

—(—=1)"»=1/2 §i n est pair |

On peut encore simplifier ce résultat en fonction des congruences modulo 4 de n mais ce n’est
pas au programme de BCPST.

Exercice 2
Pour tout (n,p) € N* x N on définit S*(n) = > ,_, kP. Le but de cet exercice est de présenter une méthode

pour calculer SP(n).
1. Soit n € N*. Rappeler les expressions de S°(n), S'(n) et S?(n).
» Soit n € N*. On a :

( S%n) = ZZ:1 1 = [n]
n n(n+1)
S = Yik = |
n n(n+1)(2n+ 1)
S%(n) = YK = 6
\
2. Montrer que ¥n € N*, S3(n) = M
» On va démontrer par récurrence que Vn € N*, S3(n) = n(”TH Pour n = 1, on a S3(1) =
Z;lg:1 B =13 =1cet w = % = 1. Donc la formule est vraie pour n = 1. On suppose
maintenant la formule vraie pour un n € N* fixé. On a alors :
A 2(n +1)2
S8 1) = k= 1) k= 1)+ ———
(n+1) Z (n+1)°+ Z (n + 1
1) 1)
(n+1)%(n+2)?
1 )

Par conséquent la formule est vraie au rang n+ 1 lorsqu’elle est vraie au rang n, et cette implication
est vraie pour tout n € N*. ‘On conclut d’aprés le principe de récurrence ‘
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La récurrence est le moyen le plus rapide pour démontrer ce résultat... a condition de
connaitre la formule ou qu’elle soit donnée dans [’énoncé comme ici. Il faut désormais savoir
rédiger précisément et rapidement ce type de récurrence non difficile.

3. On fize (n,p) € (N*)? pour cette question.
(a) Montrer que > ,_ (k+ 1)P™ = SPH(n) + (n+ 1)PH — 1.
» On a en utilisant un décalage d’indice :

n n+1 n

S (k+ P =R =R 4 (i )P = 1P = 8P () (n+ 1P — 1

k=1 k=2 k=1

(b) Soit k € N*. Développer Uexpression (k + 1)P™! en vous servant du symbole .
» Soit £ € N*. On a en utilisant la formule du binéme de Newton :

p+1 p+1
(k+1rt=3" (p Jg 1) Rt = |30 (p Jg 1) i

=0 =0

(¢) En déduire que Y ,_ (k+ 1Pt = S (n) + 30 (73154 (n).

» On a en sommant le résultat précédent de k =1a k=n:

- +1 L (pH1 :
Z(kz + 1) = Z Z ’ k*  (on reconnait une somme double)

k=1 k=1 (=0

(d) A Uaide des questions précédentes, montrer que

SP(n) = Zﬁ <(n+ 1Pt — :: (p+ 1) ) .

» En égalisant les résultat des questions 3.(a) et 3.(c) on obtient :

SP(n) + (n+ 1)PH —1 = i(k L= ) 1S (p; 1) S(n)
k=1 £=0
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et donc :

p p—1
1 1 1
=0 = p
Or <p;1) - p!((}f)jllz!p)! — ;1)! = p + 1. Par conséquent, on a bien :
1 = 1
SP(n) = —— [ (n+ 1) — <p+ ) .
p+l =0

4. Soit n € N*. Utiliser le résultat précédent pour retrouver l'expression de S*(n) donnée a la question

2 puis donner une expression simplifice de S*(n).

» Soit n € N*. En utilisant le résultat précédent pour p =3, on a :

S3(n) — % ((n+ Do1-% @ sf(n>>
(=0
_ i ( n1)yi—1— (3)50(77,) _ G‘>51<n) _ (‘21)52(71))
_ i( —1—1><n—4><—n<n2+1)—6><n(n+1)6(2n+1))
_ i((n“) —(n+1) - 2n(n+1) —n(n +1)(2n+ 1))
_ (”Il) (n® +3n% +3n+1—1—2n—2n° —n)
_ (”1‘1) (n3—|—n2)
| nP(n+1)?
N 4

En utilisant maintenant le résultat de la question précédente pour p = 4, on obtient :

Si(n) — % ((n+ 1P —1 —g @ sf<n>>
_ % <(n+ 1P -1 <g> SO(n) — @ S'(n) — @s%) _ (g) S3(n)>
= %((n+1)5—1—1xn—5xw—10x”(”+1>(2”+1>...
.—1OXM>
= %<n+1 (n+1)—gn(n—i—l)—gn(n+1)(2n+l)—gn2(n+1)2>
_ ;1) <n + 4n® + 6n? +4n+1—1—gn—?rﬂ—gn—gn?’—gn?)
_ @@u;nu%nhén)
_ (n+1)(6n*+9n* +n —1)
30 '
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Ces calculs ne sont pas si difficiles st on s’organise bien. Ecrivez soigneusement, aérez votre
copie et organisez vos calculs. On perd un peu de temps a mettre des calculs en forme, mais
on en gagne énormément si tout est clair. De méme, évitez le plus possible les calculs de téte
qui sont tres chronophages.

Exercice 3
On propose de résoudre ’équation suivante d’inconnue z € C :

22— 62+4=0 (E)

1. On considere z € C une solution de (E). Soient (u,v) € C* tel que u+v = z et uv = 2.

(a) Calculer (u+v)* de deux maniéres différentes.
» En utilisant I’équation (E), on a :

(u+v)?=2"=62—4=6(u+v)—4|

De plus, d’apreés la formule du bindme de Newton et car uv = 2, on a :

(u+v)* = |u® + 3u?v + 3uv® +v* = u® + 6u + 6v+v° = v’ +0* +6(u+v)|.

(b) En déduire les valeurs de u® + v et uv®.
» En égalisant les deux résultats précédents, on obtient 6(u + v) — 4 = u® + v* + 6(u + v) et
donc ’us +v3=—4 ‘ De plus, |u?v® = (uv)? = (2)® =8|

(c) Montrer que u® et v3 sont solutions de l’équation Z*? + 47 + 8 = 0 d’inconnue Z € C.
» v et v3 sont solutions de '¢quation (Z —u?®)(Z —v?) = 0 d’inconnue Z € C. Or pour tout Z €
C,ona (Z—u?)(Z—1v3) = Z%—(u®+v3) —udv® = Z2+47 +8 d’aprés les résultats de la question
précédente. Donc |u? et v3 sont solutions de 'équation Z2? + 42 + 8 = 0 d’inconnue Z € C|.
(d) Résoudre 'équation Z? +47Z +8 = 0.

» L’équation Z2? +4Z + 8 = 0 est une équation du second degré de discriminant A = 42 — 4 x
1 x 8 =—16 < 0. Donc elle admet deux solutions complexes conjuguées qui sont :

(~4+iV=B) = 2 (~4+4i) = ot i (~a-iv=B)=[2-2]

1
2x1

MI»—A

2. On pose w = —2 + 2.
(a) Ecrire w sous la forme exponentielle.
» On a |w| = /(—2)2 + 22 = v/8 = 2y/2. Puisque Im(w) = 2 > 0, on obtient un argument de

W par arccos (%) = arccos (2\[) = arccos <—‘/7§> = 3% Finalement, |w = 24/2e3m/4 |

(b) Résoudre l'équation Z* = w d’inconnue Z € C en exprimant les solutions sous forme exponen-
tielle.
» 0 n’est pas solution de Z3 = w (car w # 0). On écrit donc Z € C* sous forme exponentielle :
Z =re' avec r > 0 et 0 € [0,27[. On a alors :

, 3 _ 3 —
73 —'LU<:>7"3€310 2\/§€3Z7T/4 <:>{ r 2\/§ (\/5) <:>{ p \/§2ﬂ_

3= [ox

T _ 2 mo 2 _ lr 1l 2r _ 197 o 1%, 2n _ 9 ; -
Or 1 —F <0, 5+5 =5 95 t3 =55 ¢t 55 +5 = T > 27m. L’ensemble des solutions de

73 — w est donc {\/§€m/4’ \/_611171'/12’ \/56191'7#12} '
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(c) On pose j = e*™/3. Montrer que ensemble des solutions de l’équation Z°> = w est {1 +1, (1 +
i)j, (1 +1)5%}.
» On a |1 +i| =124 12 et arccos (M> = arccos <\/L§) = arccos (‘?) = 7, donc 1 +i =

\/Eeiw/4

(car Im(1 +

[144]

(1+ )] _ \/_6171'/4 2im/3 _
et (1+ )] _\/_em/4 4im/3 _

i) =1>0). On en déduit en posant j = e

— V25 %) =
— V2ci(5+)

2im/3 que

/2l in/12

— /2e19i/12,

D’aprés le résultat de la question précédente, ’ensemble des solutions de Z3 = w est donc bien

{144, (1+4)7,(1+1)5%}|

3. En utilisant les questions précédentes, déterminer les valeurs possibles de u et v, puis de z.

» D’aprés les résultats des questions 1.(c) et 1.(d), on a u

3

= —2+42i=wouu’

= —-2—21 =w.

Dans le premier cas, u est solution de ’équation Z3 = w et donc, d’aprés le résultat de la question

2.(c),u=1+4u=(1+1)jouu=(1+1i)j>
2 -w e (2)°
u=(1+1)j=(1-1i)j?(car j = e 2™/3 =¢

4im/3

On obtient donc six valeurs possibles pour .

= w donc W est solution de Z3 = w. On en déduit que u
=73 ouu=(1+1)j2=

(1—1)j (car 2= =

. Dans le deuxiéme cas, u est solution de I’équation

=T1+i=1-1i
7)-

Pour chacune des six valeurs possibles de u, on obtient une seule valeur possible de v car uv =

2 &0 = 2 . On calcule les valeurs possibles de v grace aux relations
217r/3

1_ 6—21%/3
J

—j—j et

—4z7r/3

=J

2

1+

—l—i-z

Pour chacun des six couples possibles (u,v), on en déduit la valeur possible de z = u 4 v grace aux
relations j+j% = j+j = 2Re(j) = 2cos (&) = —let j — 52 = j— j = 2im(j) = 2isin () = iv/3.
Finalement, les valeurs possibles de u, v et z sont résumées dans le tableau suivant.

v u+v==z
1—1 2
(+0j 1= | —1-3
(1+40)52| 1—i)j || —1+3
] 14+ 2
(1—d)2| A+i)j || -1 -3
(1—d)j | (A+i)j% | —1+3
Il y a donc trois valeurs possibles de z.
4. En déduire les solutions de (E).
» D’aprés le résultat précédent, si z € C est solution de (E) alors z = 2, z = —1 — V3 ou
z = —1 4 /3. Réciproquement, on a (en utilisant la formule du binéme de Newton) :

—6x24+4=8—12+4=0,

(=1 =3P —=6x (=1 =v3)+4=-1-3V3-3x3-3/3+6+6/3+4=0

et (=143 —6x(—1+v3)+4=-1+3vV3-3x3+3V3+6—-6V3+4=0.

Donc 'ensemble des solutions de (E) est

{2,—-1—

V3, -1+ 3}

Cet exercice n’était pas difficile mais on peut perdre du temps a le rédiger si on manque d’or-
ganisation. Beaucoup de calculs sont identiques (ou différent seulement de quelques signes),
il ne faut surtout pas perdre du temps a refaire plusieurs fois le méme.

Exercice 4

Soit n € N et x € R. On propose de calculer les sommes A,

= Y h_gcos®(kx) et B, = Y _osin’(kx).
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1. Calculer A, + B,,.
» En utilisant le théoréme de Pythagore, on a :

n

A, + B, = Z cos?(kx) + Z sin?(kz) = (cos?(kx) + sin®(kz)) = 1=[n+1|
k=0 k=0 k=0 k=0

n n

2. (a) Montrer que A, — B, =Y, _,cos(2kz).
» D’aprés la formule de duplication du cosinus, on a Vk € N, cos?(2kz) = cos?(kx) — sin?(kz).
Donc :

n

A, — B, = Z cos? (kx) — Z sin?(kz) = Z (cos?(kz) — sin®(kz)) = Z cos(2kz) |.

k=0 k=0

(b) Rappeler et démontrer Uexpression de Y, _, cos(kl) pour tout § € R.
> Soit # € R. On a Y,_,cos(kd) = >} Re(e*?) = Re (3_;_, ") et on reconnait la somme
des termes d’une suite géométrique de raison . Si ¢ = 1, c’est-a-dire si § = 0 [27], alors
S o€ =31 _y1=n+1etdonc|>_,cos(kf) = Re(n+ 1) =n+ 1| Sinon € # 1, c’est-a-
dire 6 # 0 [27], et alors :

n i(n+1)6 _ 1
e
E COS(]CG) = Re (ez@—_l)
k=0
(ei(n+1)9/2 ei(n+1)6/2 o 6—i(n+1)9/2)
Re

- i0/2 X ci0/2 _ o—i0]2
_ Re (om0 o 2isin ((n +1)0/2)
2isin (0/2)

sin ((n + 1)%) ‘

sin (7

= | COS (ng)

(¢c) En déduire une expression simplifiée de A, — B,, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs

dex € R).
» En remplacant € dans le résultat précédent par 2x, on obtient :
n+1 si 2e =027 < x=0 [n]
A, — B, = cos(nz)sin((n + 1)z)

si 2x#Z0 2n] @ x Z£0 [7]

sin(x)

3. En déduire des expressions simplifiées de A, et B, (on distinguera plusieurs cas selon les valeurs
dex € R).
» Pour obtenir des expressions de A, et B,, on écrit A, = %(An + B,) + % (A, — B,) et B, =
> (A, + B,) — 5 (A, — B,) puis on utilise les résultats des questions 1 et 2. On obtient donc si

i =0 [n] :
Av= g+ 1)+ (b D) =[aF 1] et By= g ((n+ 1)~ (1) =[0)
et siz #0 [n]:
A= ((n 1)+ COS(M);T((;;‘ - 1)x>) ot Bu=|; ((n+ 1) - COS(M);?{X i 1)‘5)) |
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Exercice 5 ’
Soit n € N. On propose de calculer la somme double 3, ., (7).

3
1. Montrer que 21@‘,;'@ (i) = 21<i<j<n (i)
» D’apreés la définition des coefficients binomiaux, on a (Z) = 0 dés que j < i. Donc :

> 0)-2.0 2 0-2 0 2 ()

I<i,j<n I<i<jsn 1Igg<isn 1<i<jsn 1Igy<isn I<igjsn

2. Pour cette question, on fize i € {0,1,2,...,n}. Montrer que Z?:Z (z) = (’;:11) (indication : on
POUTTA TAISONNET AT TéCUrTEnCe).

» On va démontrer par récurrence que ¥n € N, Vi € {0,1,2,...,n}, Z;L:z (z) = (’Zill) Sin=0

alors i € {0} cest-a-dire 1 = 0, 37, () = Z?:o () = () =1et (?Ill) = (gﬁ) =(}) =L
Donc 'égalité est vraie pour n = 0. On suppose maintenant 1’égalité vraie pour un certain n € N

et on veut la démontrer au rang n + 1. Soit ¢ € {0,1,2,... NINUEE 1}. On distingue deux cas :
i€40,1,2,...,n} oui=n+ 1. Dans le deuxiéme cas, Z?;l () = Z?;iﬂ (nil) = (ZE) =1et
(("ﬁ)lﬂ) = ((HTIL)QH) = (Zi;) = 1 donc I'égalité est vraie au rang n + 1. Dans le premier cas, on

utilise 'hypothése de récurrence :
% j _Z“: P\ (D (nt 1, (nH ) (nt2) (D)4
—\i) —=\i i ) \i+1 i ) \i+1) | i+1

d’aprés la formule de Pascal. Donc 1'égalité est vraie au rang n + 1 lorsqu’elle est vraie au rang n,
et cette implication est vraie pour tout n € N. ‘On conclut d’apres le principe de récurrence ‘

7 N - rp .
8. Calculer 37,4 i (7) de deuz manicres différentes.

» En utilisant les deux questions précédentes, on obtient en sommant sur les lignes :

> ()- % ()-S50 500

1<i,j<n 1<i<j<n i=1 j=i i=2

Or S} (") = (1 + 1)"*+! = 27*1 Qaprés la formule du bindme de Newton. Done :

=0

AR AAgyZ | n+1 n+1
> ()-x()-0a)-00) (et ) "
1<i,j<n =0

De méme, on obtient en utilisant la question 1 et sommant sur les colonnes :

() - % ()-2x(0)

1<i,j<n 1<i<j<n j=1 i=1
n 7 . . n
J J j
“E(20)-()-se-
7=1 =0 7=1

n

D DTS SR
j=1 j=1 j=0
ol ]
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DS n°3 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
On désigne par F 'ensemble des suites (u,)nen définies par la donnée de trois réels ug, uq et ug, et par la
relation suivante :
Vn € N, tpi3 — 3ty1 + 2u, = 0. (R)
1. Dans cette question, on considére la suite (u,)n,en de E telle que ug = 4, uy = —5 et ug = 13. Soit
(Un)nen la suite de terme général v,, = Uy 41 + 2uy,.

(a) Calculer vy et v;.
(b) Exprimer v, 5 en fonction de v, 11 et v,,.
(¢) Montrer par récurrence que (v, )nen est constante. En déduire : Vn € N, u,1 = —2u, + 3.
(d) Exprimer u, en fonction de n € N.
(e) Pour tout n € N, calculer Y, uy.

2. Dans cette question, on considére la suite (u,)nen de E telle que ug = 2, uy = —2 et uy = 3. Soit

(wn)nen la suite de terme général w,, = u, — (—2)".

(a) Vérifier que wy — 2wy + wy = 0.
(b) Montrer que Vn € N, w19 — 2wy 41 + w, = 0.
(¢) Exprimer w, en fonction de n € N.
(d)
)

(e) Pour tout n € N, calculer » ;" uy.

En déduire I'expression de u,, en fonction de n € N.

Exercice 2

Soient n et p deux entiers strictement positifs. On dit qu'une p-liste d’entiers (aq, as, ..., a,) est :

— croissante siVk € {1,2,...,p— 1}, ar < ags1;

— strictement croissante siVk € {1,2,...,p— 1}, ar < apy1.
On désigne par E I'ensemble des p-listes croissantes d’éléments de {1,2,...,n} et par F' 'ensembles des
p-listes strictement croissantes d’éléments de {1,2,...,n+p — 1}.

1. Déterminer le cardinal de F'.

2. Si (ay,ag,...,a,) est une p-liste d’éléments de {1,2,...,n}, on définit la p-liste (by, ba, ..., b,) par
VkE{l,Q,,p}, bk:ak—i—k—l (1)

Montrer que si (ay,as, ..., a,) € E alors (by,bs,...,b,) € F.

3. Si (b1, b, ...,b,) est une p-liste d’éléments de {1,2,...,n+p—1}, on définit la p-liste (a1, as, ..., a,)
par
VKG{l,Q,,p}, ak:bk—k—l—l (2)

Montrer que si (b, ba, ..., b,) € F alors (a1, as,...,a,) € E.
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4. Montrer que 'application

Q: E — F
(a1,as,...,a,) — p(a1,a9,...,a,) = (by,be,...,b,) définie par (1)
est bijective.

5. En déduire le nombre de p-listes croissantes d’éléments de {1,2,...,n}.

Exercice 3
On considére une protéine constituée de la succession linéaire d’acides aminés de cystéine, d’aspartate
et de glutamate que l'on désignera respectivement par les lettres C, D et E. Cette protéine vérifie de
plus la propriété suivante : sa structure primaire peut-étre représentée par des séquences successives de
lettres telles que chaque séquence commence par la lettre C et ne comporte jamais deux lettres
consécutives identiques. Pour chaque entier n > 1, on note S,, I’ensemble des séquences possibles de n
lettres et on considére les sous-ensembles C,,, D,, et &, de séquences de S,, qui se terminent respectivement
par C, D et E. On pose ¢, = card(C,,), d,, = card(D,,) et e,, = card(E&,).
1. (a) Justifier que ¢; =1, dy =0 et e; = 0.
(b) Justifier que co =0, dy = 1 et ey = 1.
(c¢) Déterminer cs, ds et es.
2. Déterminer card(S,) et en déduire que ¢, + d, + e, = 2" L.
3. (a) En étudiant I’avant-derniére lettre des séquences de C,1, démontrer que ¢,11 = d,, + €,.
(b) En s’inspirant de la question précédente, démontrer deux autres relations.
Justifier que d,, = e,,.
A T'aide des questions précédentes, démontrer que Vn > 1, ¢,10 = Cpi1 + 2¢,.

En déduire I'expression de ¢, en fonction de n > 1 puis celles de d,, et e,.

No o

On remarque que le résultat précédent permet de calculer cg = 42 et dg = 43. Pour la question
suivante, donner les résultats sous forme de produits d’entiers, de factorielles et /ou de coefficients bi-
nomiaux sans chercher & les calculer. Combien existe-t-il de structures primaires différentes formées
par la succession de :

(a) cing séquences identiques de Cg 7
(b) cinq séquences différentes de Cg ?

(c) trois séquences identiques de Cg et deux séquences identiques de Dg (pas nécessairement dans
cet ordre) ?

(d) trois séquences différentes de Cg et deux séquences différentes de Dy (pas nécessairement dans
cet ordre) 7

Exercice 4
Déterminer un équivalent et calculer la limite de chacune des suites suivantes :

1. up, =vVn2+4n+5—+v/n2+ 1.

20 (s ()

3wy = (7 2sim () + 5) (6522 + 3tan (1)),
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques

Exercice 1
On désigne par E ’ensemble des suites (uy,)nen définies par la donnée de trois réels ug, uy et us, et par la

relation suivante :
Vn €N, upi3 — 3ty + 2u, = 0. (R)

1. Dans cette question, on considére la suite (u,)nen de E telle que ug = 4, uy = —5 et uy = 13. Soit
(Un)nen la suite de terme général v, = Upq1 + 2uy,.
(a) Calculer vy et vy.
> Onavozu1+2u0:—5+2x4:et v = Uy +2u; =13+ 2 % (—5):.
(b) Exprimer v,.s en fonction de v, et vy,.
» Soit n € N. En utilisant la définition de la suite (v,)nen et la relation (R), on obtient :

Unt2 = Upy3 T+ 2un+2
= (Unt3 — 3Upy1 + 2up) + upr1 — 2Uy + 2Up o
04 2(upto + 2ups1) — (Upt1 + 2uy)

2Up11 — Up |

(c) Montrer par récurrence que (v,)nen est constante. En déduire : ¥n € N, wu,11 = —2u, + 3.
» On démontre le résultat par récurrence double. Plus précisément, on considére pour tout
n € N la proposition P(n) : «v, = 3 et v,41 = 3». P(0) est vraie d’aprés le résultat de la
question 1.(a). On suppose maintenant que P(n) est vraie pour un certain n € N fixé. Alors
v, = 3 et v,41 = 3 par hypotheése de récurrence. D’apres le résultat de la question précédente,
on obtient :
Upto = 2Up41 — U, =2 X 3—3=3.

Ainsi v,41 = 3 et v,42 = 3, donc P(n + 1) est vraie si P(n) est vraie, et cette implication est
vraie pour tout n € N. On conclut d’aprés le principe de récurrence que P(n) est vraie pour

tout n € N. Par conséquent | (v, )nen est la suite constante égale a 3|.

Rédigez précisément et soigneusement vos raisonnements par récurrence, a fortiori les
récurrences doubles.

On en déduit pour tout n € N que u, 1 + 2u, = v, = 3 et donc |u, 1 = —2u, + 3 ‘

(d) Exprimer u, en fonction de n € N.
» D’apreés le résultat précédent, (u,),en est une suite arithmético-géométrique. On cherche done
a € R tel que la suite (u, — a),en soit une suite géométrique. Or on a :

VneN, u,p —a=—-2u,+3—-a=-2(u, —a)—2a+3—a=—-2(u, —a) —3a+ 3.

En posant @« = 1, on a —3a+ 3 = 0 et donc (u, — 1),en est une suite géométrique de raison —2.
On en déduit pour tout n € N que u, —1 = (ug—1)(—2)" = (4—1)(—2)" = 3(—2)". Finalement,

VneN, |u, =14 3(-2)"|
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(e) Pour toutn € N, calculer "} _, uy.
» D’aprés le résultat précédent, on a pour tout n € N :

n

g;uk = Z(1+3(—2)k) 221—1—3;(—2)’“:71—1—1—1—3%

k=0

= n+1—((-2)""'=1) =|n+2—(-2)"""|

2. Dans cette question, on considére la suite (uy)nen de E telle que ug = 2, uy = —2 et ug = 3. Soit

(Wp)nen la suite de terme général w,, = u, — (—2)".

(a) Vérifier que wy — 2wy + wy = 0.
> Onawy=u —(-2)°0=2-1=1w =u —(-2)' = -2+2=0¢et wy = uy — (-2) =
3—4=—1.Doncwy — 2w, +wy=—-1-2x0+1=[0]

(b) Montrer que ¥Yn € N, w19 — 2w, 11 + w, = 0.
» On démontre le résultat par récurrence. Le résultat de la question précédente justifie que la
proposition est vraie pour n = 0. On suppose que Wy o — 2w, +1 +w, = 0 pour un certain n € N

fixé. En utilisant I’hypothése de récurrence puis la définition de la suite (w,),en et la relation
(R), on obtient :

Wnig — 2Wnio + Wny1 = Wngs — 2(Wpgo — 2Wnp1 + Wy) — 4Wnp1 + 2w, + Wyt
= Wpi3+ 0 — 3w,y + 2w,
= (unys = (=2)""%) = 3(uns1 = (=2)"") + 2(up — (=2)")
= (tns3 = Btps1 + 2u,) — ((—2)° = 3(=2)" +2(=2)")(-2)"
= 0—(—8+6+2)(—2)"=0.

On conclut d’aprés le principe de récurrence que ‘Vn eN, wyo — 2wy +w, =0 ‘

(c) Exprimer w, en fonction de n € N.

» D’aprés le résultat précédent, (wy,),en est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation
caractéristique associée est I'équation 7 —2r+r = (r—1)2 = 0 d’inconnue r € C. Cette équation
a pour unique solution 7y = 1. Le terme général de la suite (w,)nen est donc de la forme :

Vn e N, w, = A+ pun)(ro)" =X+ un

ol A et p sont deux nombres réels. On obtient pour n =0: A=A+ pu x 0= wy = 1, et pour
n=1:A+pu=A+pux1l=w =0donc p=—-\=—1. Finalement,“v’neN, w, =1-—n|

(d) En déduire l’expression de u, en fonction de n € N.

» Puisque (w,)nen a pour terme général w,, = u, — (—2)", on en déduit que :

VneN, lu,=1—n+(-2)"

(e) Pour toutn € N, calculer "} _ uy.
» D’aprés le résultat précédent, on a pour tout n € N :

n

Dup = Y (I—k+ (=25 =>1->k+> (-2

k=0 k=0 k=0
nn+1) (=2 -1 [@-n)n+1) 1- (-2
ne 5 T o1 2 + 3
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Exercice 2

Soient n et p deux entiers strictement positifs. On dit qu’une p-liste d’entiers (a1, as, ..., a,) est :

— croissante siVk € {1,2,...,p— 1}, ap < agyq;

— strictement croissante si Yk € {1,2,...,p— 1}, ax < agy1.
On désigne par E 'ensemble des p-listes croissantes d’éléments de {1,2,...,n} et par F ’ensembles des
p-listes strictement croissantes d’éléments de {1,2,... ,n+p—1}.

1. Déterminer le cardinal de F'.

» Puisqu’il n’y a qu’une seule facon d’ordonner par ordre croissant les éléments d’une partie de
{1,2,...,n 4+ p— 1}, le nombre de p-listes strictement croissantes de {1,2,...,n+ p — 1} est égal
au nombre de parties a p éléments de {1,2,...,n+p— 1}. Autrement dit,

n—i—p—l)
) .

card(F) = (

2. 8t (ay,ay,...,a,) est une p-liste d’éléments de {1,2,...,n}, on définit la p-liste (by, b, ..., b,) par
VkE{l,Z,,p}, bk:ak—i—k—l (1)

Montrer que si (a1, as,...,a,) € E alors (by,bs,...,b,) € F.
» Si (a1, as,...,a,) est une p-liste d’éléments de {1,2,...,n}, on définit la p-liste (b, bo, ..., b,) par

Vke{l,?,...,p}, by =ar +k— 1. (1)

On suppose que (aj,as,...,a,) € E, c’est-a-dire que (ay,as,...,a,) est une p-liste croissante
d’éléments de {1,2,...,n}. Soit k € {1,2,...,p — 1}. Puisque (ay,as,...,a,) est croissante, on
a ar < axy1. Par conséquent,

bk:ak—i-k—lgak+1+k—1:ak+1+(k+1)—1—1:bk+1—1<bk+1

c'est-a~dire b, < bgyq pour tout k € {1,2,...,p — 1}. Soit maintenant k € {1,2,...,p}. Puisque
I1<ar,<netl<k<p ona

c’est-a-dire b, € {1,2,...,n+p—1} pour tout k € {1,2,...,p}. Ainsi (b1, ba, ..., b,) est une p-liste
strictement croissante d’éléments de {1,2,...,n+ p — 1}, c’est-a-dire | (b1, ba, ..., b,) € F'|.

3. 80 (b1, ba, ..., by) est une p-liste d’éléments de {1,2,...,n+p—1}, on définit la p-liste (a1, ag, . .., ap)
par
V/{?E{I,Z,...,p}, ap =by — k+ 1. (2)
Montrer que si (by,ba,...,b,) € F alors (a1, as,...,a,) € E.
» Si(by,bo,...,b,) est une p-liste d’éléments de {1, 2, ..., n+p—1}, on définit la p-liste (aq, as, . . ., a,)
par
Vke{l,?,...,p}, ap = by — k+ 1. (2)

On suppose que (by, b, ..., b,) € F, c’est-a-dire que (by, by, ..., b,) est une p-liste strictement crois-

sante d’éléments de {1,2,...,n 4+ p — 1}. Soit k € {1,2,...,p — 1}. Puisque (by1,bs,...,b,) est
strictement croissante, on a by < byy1. Par conséquent,

ar=by—k+1<bpg—k+1=b1—(k+1)+1+1=ap +1

Or ay et a1 sont des nombres entiers, donc ay < agr1 + 1 = a < agq1. Ainsi (ag, a9, ..., ap) est
croissante. Montrons maintenant que (ay, as, ..., a,) est une p-liste d’éléments de {1,2,...,n}.

Onaa;=b—14+1=b>1leta,=b,—p+1<n+p—1—p+1=n.Puisque (a1,as,...,a,)
est croissante, on a a; < aj < a, et donc a, € {1,2,...,n} pour tout k € {1,2,...,p}. Finalement
(ai,as,...,a,) € E|
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4. Montrer que ['application

P E — F
(a1,az,...,ay) — p(ar,ag, ... a,) = (by,be,...,b,) définie par (1)

est bijective.
» On considére 'application

Q: E — F
(a1, ag,...,a,) = @(ai,as,...,a,) = (b1,be,...,b,) définie par (1).
Montrons tout d’abord que ¢ est injective. Soient (a1, as,. .., a,) et (a},ay, ..., a,) deux p-listes de
E. On note ¢(ay, as, ..., a,) = (b1,by,...,by) et p(ay,ay, ... a,) = (b], b, ..., b)) leurs images par

¢. On suppose que (a1, ay, ..., a,) = @(ay, dy, ..., a,), d’ott (b, by, ...,b,) = (by,b,...,b,). Soit
ke {l,2,...,p}. On a donc by = b et d’aprés (1) :

ag+k—1=by=0,=a,+k—1=a,=aj.

Donc (a1, as, ..., a,) = (ay,ay, ..., a,) et @ est injective.
Montrons maintenant que ¢ est surjective. Soit (by, b, ..., b,) une p-liste de F. On considere la
p-liste (a1, aq,...,a,) définie par (2) et on va prouver que (ai,as,...,a,) est un antécédent de
(b1, ba,...,b,) par . Tout d’abord (ay, as,...,a,) est bien une p-liste de E d’aprés le résultat de la
question précédente. On note donc ¢(ay, as, ..., a,) = (b}, by, ..., b)) son image par ¢ et on a :

Vke{1,2,....p}, b, = ap+k—-1 = by —k+1)+k—1=b.

{ p} K d’apres (1) Bt d’aprés (2) ( b + ) * F

Ainsi @(ay, ag, ..., a,) = (b}, 05, ..., b)) = (b1, ba, ..., by), autrement dit (a1, as, .. .,ap) est un anté-
cédent de (b1, bs,...,b,), et  est surjective.

Finalement, ‘90 est injective et surjective, donc bijective ‘

Une autre méthode possible est de considérer Uapplication ¢ : F — E définie par (2) et de
prouver que Yo = Idg et o1 = Idp. Dans ce cas, on montre que p : E — F' est bijective
et de plus que ¢ : F' — FE et sa bijection réciproque.

5. En déduire le nombre de p-listes croissantes d’éléments de {1,2,... ,n}.
» D’aprés le résultat précédent on a card(E) = card(F). Or E désigne I'ensemble des p-listes
croissantes d’éléments de {1,2,...,n} et card(F') a été déterminé a la question 1. Donc le nombre
de p-listes croissantes d’éléments de {1,2,...,n} est
n+p—1
card(E) = < b ) :
p

Exercice 3

On considere une protéine constituée de la succession linéaire d’acides aminés de cystéine, d’aspartate et
de glutamate que 'on désignera respectivement par les lettres C, D et E. Cette protéine vérifie de plus la
propriété suivante : sa structure primaire peut-étre représentée par des séquences successives de lettres telles
que chaque séquence commence par la lettre C et ne comporte jamais deuzx lettres consécutives
identiques. Pour chaque entier n > 1, on note S, l'ensemble des séquences possibles de n lettres et on
considere les sous-ensembles C,,, D,, et &, de séquences de S, qui se terminent respectivement par C, D et

E. On pose ¢, = card(C,), d,, = card(D,,) et e, = card(&,).

1. (a) Justifier que ¢y =1, d; =0 et e; = 0.
» Il existe une seule séquence possible de une lettre qui est «C» (car chaque séquence doit
commencer par la lettre C). Puisque cette séquence finit par C, on a ‘ c1=1 ‘, ‘dl =0 ‘ et ’ e =0 ‘
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(b) Justifier que co =0, dy =1 et es = 1.
» Il existe deux séquences possibles de deux lettres qui sont «CD» et «CE» (car la lettre C ne
peut pas apparaitre deux fois consécutivement). Donc ‘02 =0 ‘, ‘d? =1 ‘ et ‘62 =1 ‘

(c) Déterminer cs, ds et es.
» Il existe quatre séquences possibles de trois lettres : «CDC», «CDE», «CEC» et «CED». Donc
‘03 :2‘, ‘dg = 1‘6'0‘63 = 1‘.
2. Déterminer card(S,,) et en déduire que ¢, + d, + e, = 2""1.
» Chaque séquence de S,, est une n-liste de lettres (¢1,0,...,¢,) telle que ¢; = C et Vk €
{2,3,...,n}, lp # lx_1. Il y a donc deux choix possibles pour chaque lettre ¢ on k € {2,3,...,n}.
Puisque card({2,3,...,n}) =n — 1, on obtient :

card(Sn):1x2x2><~-><g:.

~
n—1 fois

Or §,, est 'union disjointe des séquences possibles qui se terminent par C, D ou E. Donc

2" ! = card(S,,) = card(C, UD, UE,) = card(C,) + card(D,,) + card(&,) = .

3. (a) En étudiant 'avant-derniére lettre des séquences de C,y1, démontrer que ¢,y = d,, + €.
» [’avant-derniére lettre des séquences de C, .1 est D ou E, mais pas C car sinon la lettre C
apparaitrait deux fois consécutivement & la fin de la séquence. Chaque séquence de C,,; est
donc formée par une séquence de D,, ou de &, a laquelle on ajoute la lettre C finale. Puisque
D, et &, sont des ensembles disjoints, on obtient :

Cni1 = card(Cpy1) = card(D,, U E,,) = card(D,,) + card(&,) = .

Plus précisément, on peut montrer que l'application ¢ : C,y1 — D, UE, qui a chaque
séquence de Cpiq associe la séquence de n lettres obtenue par suppression de la derniere
lettre est une bijection.

(b) En s’inspirant de la question précédente, démontrer deux autres relations.

» En étudiant 'avant-derniére lettre des séquences de D,, .1 et celle des séquences de &,,1, on
obtient de méme que |d,+1 = ¢, + €, ‘ et ‘enﬂ =c, +d,|

4. Justifier que d, = e,.

» Les lettes D et E jouent un role symétrique dans les séquences de S,,. Donc :

d, = card(D,,) = card(&,) = e, |.

Plus précisément, on peut montrer que l'application ¢ : D, — &, qui a chaque séquence
de D,, associe la séquence de &, obtenue en remplacant chaque lettre D par une lettre E et
chaque lettre E par une lettre D est une bijection. On peut également démontrer le résultat
par récurrence en utilisant les deux résultats de la question précédente.

5. A laide des questions précédentes, démontrer que ¥n > 1, ¢yi0 = Cpa1 + 2¢,.
» En utilisant les résultats de la question 3, on a pour tout n > 1 :

Cn42 = dn+1 + epnr1 = (Cn + en) + (Cn + dn) - 2Cn + (dn + en) = -
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6. En déduire 'expression de c, en fonction de n > 1 puis celles de d,, et e,.

» D’aprés le résultat précédent, (c,),>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation
caractéristique associée est I’équation 7?2 —r — 2 = 0 d’inconnue r € C. Cette équation a pour
discriminant A = (—1)?—4x1x(=2) =9 > 0, et admet donc deux solutions réelles 7, = %g =-1

et ry = %g = 2. Par conséquent, le terme général de la suite (c,),>1 est de la forme :
Vn 2 1, Cp = )\1(7"1)” + )\Q(T’Q)n = )\1(—1)” + )\2 X 2n

ol A1 et Ay sont deux nombres réels. Or ¢; = 1 et ¢; = 0 d’aprés les résultats des questions 1.(a) et

1.(b), donc
L = =A+2X% Moo= 20 -1 L[ M= 3
0 = A +4) 0 = (2 —1)+4Xy =61 —1 Ay = 1L
Par conséquent :
2 2"
v > 17 n— T 5 —-1)" —_ .
B =~
De plus, en utilisant les résultats des questions 2 et 4, on a Vn > 1, 27! = ¢, + 2d, = ¢, + 2e,,.
Donc :
1 1 2 2"
21 dn:n — _Qn—l_n:_ 2n—1 __1n__
Wzl d—e = 3 —a) = (e S - T
(=™ 1/1 1 (=)™ 2
(22 )on = 2
3 + 2\2 6 3 + 6

On peut également déterminer les expressions de d, et e, a l'aide de suites récurrentes
linéaires d’ordre 2 de la méme maniére que pour [’expression de c,, mais cette méthode est

plus longue.

7. On remarque que le résultat précédent permet de calculer cg = 42 et dg = 43. Pour la question
suivante, donner les résultats sous forme de produits d’entiers, de factorielles et/ou de coefficients
binomiaux sans chercher a les calculer. Combien existe-t-il de structures primaires différentes for-
mées par la succession de :

(a) cing séquences identiques de Cg ¢
» Pour construire une structure primaire formée par la succession de cing séquences identiques
de Cg, il suffit de choisir une séquence de Cg parmi card(Cs) = cg = 42 séquences. D’ou
structures primaires possibles.

(b) cing séquences différentes de Cg ¢
» Pour construire une structure primaire formée par la succession de cinq séquences diffé-
rentes de Cg, il suffit de compter le nombre de 5-listes sans répétition d’éléments de Cg. D’ou

( 4;13!5)! =42 x 41 x 40 x 39 x 38| structures primaires possibles.

(c) trois séquences identiques de Cg et deux séquences identiques de Dg (pas nécessairement dans cet
ordre) ¢
» Pour construire une structure primaire formée par la succession de trois séquences identiques
de Cg et deux séquences identiques de Dg (pas nécessairement dans cet ordre), il suffit de choisir
une séquence de Cg parmi card(Cs) = cg = 42 séquences et une séquence de Dg parmi card(Dg) =
dg = 43 séquences, puis de placer les trois séquences identiques de Cg dans la succession des cing
séquences, ce qui donne (2) choix possibles, et enfin de placer les deux séquences identiques

de Dy dans les deux places restantes de la succession des cing séquences. D’ou |42 X 43 X (g)

structures primaires possibles.
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(d) trois séquences différentes de Cg et deux séquences différentes de Dg (pas nécessairement dans
cet ordre) ?
» Pour construire une structure primaire formée par la succession de trois séquences différentes
de Cg et deux séquences différentes de Dy (pas nécessairement dans cet ordre), il suffit de choisir
une 3-liste sans répétition d’éléments de Cg parmi (43—3!3)! = 42 x 41 x 40 et une 2-liste sans
répétition d’éléments de Dg parmi (4?%—3!2)! = 43 x 42, puis de placer la 3-liste sans répétition
d’éléments de Cg dans la succession des cing séquences, ce qui donne (g) choix possibles, et
enfin de placer la 2-liste sans répétition d’éléments de Dy dans les deux places restantes de la

succession de cing séquences. D’ot1 |42 x 41 x 40 x 42 x 43 X (g) structures primaires possibles.

Exercice 4
Déterminer un équivalent et calculer la limite de chacune des suites suivantes :

1. up, =vn2+4n+5—vVn2+ 1.
» On a pour tout n > 0 :

244 5
U, = \/n2—|—4n+5—\/n2+1:\/n2+1(\/nt—n+—1>
n+1
241414 4 1
= Vn?2+1 \/n+ tant -1 =vn2+1 1+4n+ —11.
n?+1 n2+1

. /n2 . .
Or vn?2+1 ~ vn? = n car lim, . \7}”;;1 = lim, 4100 4/1+ # = 1et lim, ,, o 4:2111 = 0 car

n+1 n 1 213
T ™ = o On en déduit que

40 n>+n _n?
Up ~n—tL =2 ~2—: et lim un:.
n2 n—-+oo

2 Tn241
2. u, = (COS (\/Lﬁ))n

» On a pour tout n > 1 :

(o)) - oo () oo () ])
1

Or lim,, 4 \/iﬁ =0 et lim, [cos (\%) — 1| =0 donc

(i ) ) - b))

En particulier lim,, , ., nIn (1 + [cos <\/Lﬁ> — 1]) =lim,, 100 —5- = —%. On en déduit que

. 1 1 ; 1
1m U, = ex — = =|—= € Up ~ | —F—= |
n—-4o00 b 2 \/E \/E

Attention de ne pas composer des équivalents avec la fonction exponentielle!!
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3. Uy = (7—25111(6_")4—;—2) (6—5M+3tan(%)>,

\/ﬁ
» On a lim, , sin(e™”) = 0 (car lim, ;e = 0 et lim, ,osin(x) = 0) et lim, ;L—j =0
par comparaison de limites. Donc lim,, <7 —2sin(e™™) + g—:) = 7. Pour le deuxiéme facteur,

on a lim, % = 0 par comparaison de limites et lim,_,,, tan (%) =0 (car lim, % =0et

In(

lim,_,o tan(z) = 0). Donc lim,, (6 — 572) + 3tan (%)) = 6. Finalement,

lim u, =7x6=[42] et wu, ~[42]

n—-+o0o
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DS n°4 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Cet exercice propose d’étudier un modéle de croissance de population proposé par Verhulst en 1840 en
réponse a l'insatisfaisant modéle de croissance exponentielle introduit par Malthus en 1798. L’idée est
de remplacer le taux d’accroissement constant du modéle de Malthus par la différence entre un taux de
natalité n(N) et un taux de mortalité m(N) qui varient en fonction de la taille de la population N. Plus
précisément, le modeéle de Verhulst conduit a I’équation différentielle : N = [n(N) — m(N)].N.

1. Montrer que si le taux de natalité décroit avec la population et si le taux de mortalité croit avec la

population alors le taux d’accroissement N +— n(N) — m(N) est décroissant.

Pour simplifier le modéle, Verhulst a fait I’hypothése que les taux de natalité et de mortalité sont des
fonctions affines de N. L’équation différentielle devient alors :

Vt e Ry, N'(t) = [a - b.N(t)} N(#) (1)

oll a et b sont deux constantes réelles fixées avec @ > 0 et b > 0. On note Ny la taille initiale de la
population (a ¢ = 0) et on suppose que N(t) > 0 pour tout ¢ € R, (en particulier Ny = N(0) > 0).
2. Résoudre (2) dans le cas ou b = 0 puis décrire I’évolution de la population (c’est-a-dire les variations
de t — N(t) et la limite éventuelle lorsque ¢t — +00).

a
3. On suppose désormais que b > 0 et on note K la constante 7 (appelée capacité d’accueil).

(a) Sans chercher a résoudre (2), étudier le signe de N’ selon différentes valeurs de N. Que peut-on
en déduire pour I’évolution instantanée de la taille N(¢) & un instant ¢t € R,.

1
N(t)
i. Exprimer N et N’ en fonction de y et ¢/

(b) Pour tout t € Ry, on pose y(t) =

ii. En utilisant (2), démontrer que y est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1
a coefficients constants qu’on déterminera.

iii. Résoudre I’équation différentielle obtenue a la question précédente.

iv. En déduire que V& € Ry, N(t) = o=l 71 ot C € R est une constante réelle qu’on
e—(l

exprimera en fonction de la capacité d’accueil K et de la taille initiale Ny.

(c) Décrire 'évolution de la population selon différentes valeurs de la taille initiale Nj.

Exercice 2

—11 —28 20
Cet exercice propose de calculer les puissances successives de la matrice A = -5 —10 8
—14 -32 24
3 4 —4
1. Calculer le rang de la matrice P=| 1 3 —2 | et en déduire qu’elle est inversible.
2 4 =3

2. On cherche a calculer 'inverse de la matrice P. Pour cela, on va utiliser deux méthodes. Les deux
questions suivantes sont donc indépendantes.

(a) Calculer P~! a l'aide de la méthode du pivot de Gauss.
(b) Calculer P? et exprimer le résultat en fonction de P et I3. En déduire P~L.
3. Calculer D = PAP™L.

4. Justifier que A" = P~1D"P puis exprimer la matrice A" en fonction de n € N*.

BCPST1A lycée Hoche 2014-2015 35 sur 109 Sébastien Godillon



Probléme

Pour Noél, une classe d’éléves et leurs professeurs décide d’organiser un échange de cadeaux au hasard au
cours duquel chaque personne recoit un cadeau d’une autre personne. Pour ce faire, tous les noms sont
placés dans un chapeau et chaque personne tire au hasard le nom de la personne & qui elle offrira son
cadeau. Si une personne tire son propre nom, elle en tire un autre puis remet son nom dans le chapeau.
On propose d’étudier le nombre de fagons possibles d’attribuer tous les cadeaux.

1. On désigne par n > 2 le nombre total de personnes et par a, le nombre de facons possibles
d’attribuer les n cadeaux sans que quelqu’un regoive son propre cadeau. Le but de cette question
est de déterminer une relation de récurrence vérifiée par a,,.

(a) Déterminer ay et as.

(b) On fixe n > 4. Soit x le professeur de mathématiques. On désigne par y la personne qui regoit
le cadeau de x et par z la personne qui recoit le cadeau de y. On exprimera les réponses aux
trois questions suivantes en fonction de n, a,,_1 et a,_s.

i. Combien y a-t-il de choix possibles pour y 7
ii. Si z =z, combien y a-t-il de fagons possibles d’attribuer les n cadeaux?

iii. Si z # x, combien y a-t-il de fagons possibles d’attribuer les n cadeaux? (Indication : on
pourra étudier le cas ou y se désiste et x donne directement son cadeau a z.)

(¢) En déduire que |a,, = (n — 1)(ay—1 + a,—2) | pour tout n > 4.

(d) Déterminer a4 et as a I'aide du résultat précédent.

2. Le but de cette question est de déterminer une expression de a,, en fonction de n. On désigne par
b, le nombre de facons possibles d’attribuer les n cadeaux sans se soucier que quelqu’un regoive son
propre cadeau (on ne change rien si une personne tire son propre nom du chapeau).

(a) Déterminer b, en fonction de n.
(b) En désignant par j le nombre de personnes qui regoivent bien le cadeau d’une autre personne,
justifier que Yn > 2, b, =1+ 7, (?)aj.
(¢) On fixe n > 2. On cherche a «inverser» la formule précédente, c’est-a-dire a exprimer a,, a 'aide
d’une somme de termes contenant les nombres b; pour i € {2,3,...,n}.
i. Montrer que Y7, (7)(=1)""" = —n(=1)""" — (=1)™.
ii. Montrer que V(i,j) € {2,3,...,n}?, (7) (;) = (?) (™).
L. . noonN fi nei ) 1 sig=n
iii. En déduire que Vj € {2,3,...,n}, >, ™) (j)(—l) = { 0 sij<n’
iv. En déduire que Y7, (7)(=1)""" Z;ZQ (;) aj = ay.
v. Conclure que a, = n(—1)"""+ (=1)" + Y7, () (=1)" ;.

(d) A Taide du résultat de la question 2.(a), prouver que |a, =n!> }_, (_k—l,)k pour tout n > 2.

(e) Montrer que cette expression de a,, vérifie bien la relation obtenue a la question 1.(c).

3. On désigne par p, = = Yo (_k—l,)k la probabilité qu'une attribution des n cadeaux au hasard
donne une répartition ou chaque personne recoit bien le cadeau d’une autre personne. Le but de
cette question est d’étudier la nature de la suite (py,),>o.

(a) Prouver que les suites extraites (pa,)n>1 €t (Poni1)n>1 sont adjacentes.

11

(b) En déduire que (p,)n>2 converge vers une limite £ €]3, 5[.

On admet désormais que | = % (pour les curieux : nous démontrerons ga... en 20151).

(c) On fixe n =49 (46 éléves et 3 professeurs) et on souhaite calculer une valeur approchée de pyg.
Soit un entier N tel que 49! > 10V. Montrer que ¢ est une valeur approchée de pgg & 10~ prés.
Proposer une valeur pertinente de N et justifier votre choix.
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques

Exercice 1

Cet exercice propose d’étudier un modele de croissance de population proposé par Verhulst en 1840 en
réponse a l'insatisfaisant modele de croissance exponentielle introduit par Malthus en 1798. L’idée est
de remplacer le tauxr d’accroissement constant du modéle de Malthus par la différence entre un taux de
natalité n(N) et un tauz de mortalité m(N) qui varient en fonction de la taille de la population N. Plus
précisément, le modeéle de Verhulst conduit a 'équation différentielle : N' = [n(N) — m(N)].N.

1. Montrer que si le taux de natalité décroit avec la population et si le taux de mortalité croit avec la
population alors le tauz d’accroissement N +— n(N) —m(N) est décroissant.

» On suppose que le taux de natalité N +— n(N) est décroissant et que le taux de mortalité
N +— m(N) est croissant. Montrons que le taux d’accroissement N +— n(N) — m(N) est dé-
croissant. Soient N; et N, deux tailles de population telles que N; < N,. Puisque le taux de
natalité décroit avec la population on a n(Ny) > n(Nz), et puisque le taux de mortalité croit
avec la population on a m(N;) < m(Nz) et donc —m(Ny) = —m(Nz). En sommant ces deux
inégalités, on obtient n(Ny) — m(Ny) = n(N2) — m(Ny) pour tout Ny < Ny. Par conséquent
le taux d’accroissement N +— n(N) — m(N) est décroissant |.

Attention, on ne peut pas €étudier le signe de la dérivée du taux d’accroissement ici car on
ne sait pas a priori si les fonctions N — n(N) et N — m(N) sont dérivables. Il faut donc
revenir a la définition d’une fonction décroissante.

Pour simplifier le modele, Verhulst a fait ’hypothése que les taux de matalité et de mortalité sont des
fonctions affines de N. L’équation différentielle devient alors :

Vt e Ry, N'(t) = [a - b.N(t)} N(1) 2)

ot a et b sont deux constantes réelles fixées avec a > 0 et b > 0. On note Ny la taille initiale de la
population (@t =0) et on suppose que N(t) > 0 pour tout t € Ry (en particulier Ng = N(0) > 0).
2. Résoudre (2) dans le cas ot b = 0 puis décrire [’évolution de la population (c’est-a-dire les variations
de t — N(t) et la limite éventuelle lorsque t — +00).
» Si b = 0, alors 'équation différentielle (2) peut s’écrire N’ — aN = 0. On reconnait une
équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 & coefficients constants dont les solutions sont
de la forme t +— Ce® oit C € R est une constante. En ¢ = 0 on obtient Ce® = C, donc
C' = N(0) = N est la taille initiale de la population. Ainsi, la taille de la population est don-

née par | N(t) = Noe™ | pour tout ¢t € Ry. Puisque a > 0 et Ny > 0, la taille de la population est

donc ‘strictement croissante et tend vers +oo lorsque t — +o00 ‘

Sib=0, le taux d’accroissement N — n(N)—m(N) est constant égal & a > 0. On reconnait
donc le modele de Malthus qui donne une croissance exponentielle de la population.

a
3. On suppose désormais que b > 0 et on note K la constante 7 (appelée capacité d’accueil).

(a) Sans chercher a résoudre (2), étudier le signe de N' selon différentes valeurs de N. Que peut-on
en déduire pour l’évolution instantanée de la taille N(t) a un instant t € R,..
» Ona N’ = [a —b.N].N. Puisque N > 0, la dérivée N’ est du signe de a —b.N =b.(} —N) =
b.(K — N). Or b > 0 donc pour tout t € R, :
— si|N(t) < K |alors N'(t) > 0 et la population est |strictement croissante | a I'instant #;

— si|N(t) = K |alors N'(t) = 0 et la population est a linstant ¢ ;
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— si|N(t) > K | alors N'(t) < 0 et la population est |strictement décroissante | & Iinstant ¢.

Dire que la fonction N est «constantey & un instant t € R, n’a pas vraiment de sens (car
N(t) est une constante pourt fixé), le résultat mathématiquement précis est l’affirmation
N'(t) = 0 (pensez a la fonction x — x® dont la dérivée est nulle en 0). Par contre, le
résultat de cette question permet d’anticiper le résultat de la question (c) : si Ny = K
alors on peut conjecturer que la taille de population N wva rester constante égale a K, st
Ny < K alors N wva croitre et tendre vers K sans jamais dépasser cette taille limaite, et
mversement si No < K alors N va décroitre et tendre vers K.

1
(b) Pour tout t € R, on pose y(t) = N@

i. Ezprimer N et N’ en fonction de y et y'.
» Puisque Vi € Ry, N(t) > 0, on a en particulier que V¢ € Ry, y(t) # 0 et y = + est déri-
N=1
Ty

vable (comme l'inverse d'une fonction dérivable et non nulle). Donc et |N' = -4 |

<

N’oubliez pas de justifier que le dénominateur est non nul dés que vous passez a
['inverse.

ii. En utilisant (2), démontrer que y est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1
a coefficients constants qu’on déterminera.

» On remplace dans (2) les expressions de N et N’ obtenues a la question précédente. On a
donc :

17 1 y? I
e R e P S Ty
yl vy Yy yl oy

/

& -y :a.y—b.g
Y

&S —y =ay—>

& |y +ay=0b|

Ainsi y est bien solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

iti. Résoudre [’équation différentielle obtenue a la question précédente.
» Les solutions de I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 a coefficients constants
y' +ay = 0 sont de la forme yy : t = Ce * ou C € R est une constante. De plus, yp : t — g
(car a # 0) est une solution particuliére de I’équation différentielle ¢ + ay = b. On en déduit
d’apreés le principe de superposition que les solutions de ’équation différentielle v’ + ay = b
sont de la forme |y : ¢ — yu(t) + yp(t) = Ce™® + 2| ou C' € R est une constante.

K
iv. En déduire que ¥t € Ry, N(t) = Coairl ot C' € R est une constante réelle qu’on
e a
exprimera en fonction de la capacité d’accueil K et de la taille initiale Ny.
» D’aprés le résultat précédent, on en déduit que la taille de la population est de la forme :
1 1 K

VieR,, N(t) = —— — _ _
* ®) y(t) Ce—at + % gCe™ g Cle—at 41

Salls]

~+

_|_

Salis]

ou C' = 4C = KC € R est une constante. En ¢ = 0, on obtient Ny = N(0) = z£5 donc
C' = Nﬁo — 1 (car Ny # 0). Finalement :

D’oit le résultat en posant |C' = £ — 1|,
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(c) Décrire I’évolution de la population selon différentes valeurs de la taille initiale Ny.
» D’apres le résultat précédent, on a :

K —a
—aK(m—l)e t _ aK(K_NO)e—at
2 2"
(e en) w6 1)ee)

On peut également remplacer l'expression de N(t) dans l'équation différentielle (2) pour
obtenir l’expression de N'(t) sans avoir besoin de dériver. Par contre, il faudra factoriser
le résultat obtenu pour faciliter I’étude du signe de N'.

Puisque a > 0, K = ¢ > 0 et Ny > 0, la dérivée N’ est du signe de K — Ny, donc :
— si| Ny < K|, alors N’ > 0 et la population est \stricternent croissante\;

— 81| Ng = K| alors N’ = 0 et la population est ;

— si| Ny > K |alors N’ < 0 et la population est \strictement décroissante \

Dans tous les cas, |lim;_,, o N(t) = K | car lim;_, o, e~ = 0 (puisque a > 0).

Le modele de Verhulst conduit donc a une taille de population qui tend vers une valeur
d’équilibre, un comportement radicalement différente du modele de Malthus ou la taille
de la population explose (question 2).

Exercice 2

—11 —28 20
Cet exercice propose de calculer les puissances successives de la matrice A = -5 —-10 8
—14 —-32 24
3 4 —4
1. Calculer le rang de la matrice P= | 1 3 =2 | et en déduire qu’elle est inversible.
2 4 -3

3 4 —4
» Soit P=| 1 3 —2 |. Pour calculer le rang de P, on utilise la méthode du pivot de Gauss.
2 4 -3
3 4 —4 1 3 =2 1 3 =2
P=|(13 -2 firde 34 —4 | B Lo 5 2
2 4 =3 2 4 =3 2 4 -3
1 3 =2 1 3 -2 1 3 -2
faclaz2h 0 -5 2 faclagdba g 1 1 | Pl g1
0 -2 1 0 -2 1 0 0 -1

L opération Ls <— Ls + 2L, permet d’obtenir un pivot égal a 1 sur la deuzieme ligne sans
avoir o diviser par —5 et se retrouver avec des calculs compliqués de fractions.

On obtient une matrice échelonnée dont le nombre de lignes non nulles est égal a 3. Ainsi|Rg(P) = 3

et | P est inversible| car c¢’est une matrice carré d’ordre 3.

2. On cherche a calculer linverse de la matrice P. Pour cela, on va utiliser deux méthodes. Les deux
questions suivantes sont donc indépendantes.
(a) Calculer P~ & l’aide de la méthode du pivot de Gauss.

» On commence par effectuer les mémes opérations sur les lignes de la matrice identité I3 que
celles utilisées a la question précédente.

100 010 0 1 0
L=[010 Lroge 100 Laelagdl 1 -3 0

00 1 00 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0 01 0

faclagzh 1 -3 0 Poclagsbe 1 30 g | PR [ 103 -3
0 -2 1 0 -2 1 2 4 -5
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Inutile de refaire les calculs de la question précédente. Il ne faut surtout pas perdre du
temps a faire ou écrire plusieurs fois la méme chose.

Puis on continue de manipuler les lignes de la matrice échelonnée obtenue a la question précé-
dente pour arriver & la matrice identité.

1 3 —2 1 3 —2 1 3 —2
01 —1 Lo ls 01 —1 Paclafls g 1
00 —1 00 1 00 1
130 100

AT 010 behigsbe g 1 0 | = I,
001 001

Enfin on effectue les mémes opérations sur les lignes de la matrice obtenue a partir de la matrice
identité I3 pour arriver & la matrice inverse P~ 1.

01 0 0 1 0 0 1 0
13 —3 Lo s 1 3 -3 Lalafls [ 1 1 9
2 4 —5 9 —4 5 —92 —4 5
—4 —7 10 —1 —4 4

L Lag2ls 1 -1 2 L Lagle 1 -1 2 | =P

-2 -4 5 -2 -4 5

(b) Calculer P? et exprimer le résultat en fonction de P et I3. En déduire P~".

» On a
3 4 —4 3 4 —4 5 8 —8 6 8 —8 100
P2:13—2x13—2:25—4:26—4—010:.

2 4 -3 2 4 -3 4 8 -7 4 8 —6 00 1

En particulier I3 = 2P — P? = P x (213 — P). On en déduit donc que
2.0 0 3 4 —4 1 —4 4
Pl=2,—P=(020]|-]|13 -2 |= -1 -1 2
00 2 2 4 -3 —2 —4 5§

Vous devez bien sar obtenir le méme résultat aux questions 2.(a) et 2.(b). Ca vous permet
aussi de vérifier vos calculs.

3. Calculer D = PAP!.

» On a
3 4 —4 —11 —28 20 ~1 —4 4
PAP™' = (PxA)x P '= 13 -2 |x[|[ -5 —-10 8 x| -1 -1 2
2 4 -3 —14 —32 24 -2 —4 5
3 4 —4 -1 —4 4 100
=26 -4 |x[ -1 -12]|=/l020]=D
00 0 -2 —4 5 000

Par associativité du produit matriciel, on aboutit au méme résultat si on calcule PAP™! avec
Uordre suivant : P x (A x P71).
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4. Justifier que A™ = P7YD"P puis exprimer la matrice A™ en fonction de n € N*.

» Soit n € N*. En multipliant ’égalité D = PAP~! & gauche par P~! et & droite par P on obtient
P'DP = P7'PAP'P = A car P™'P = I;. Par conséquent

A" = (P7'DP)" = (P"'DP)(P"'DP)(P"'DP)...(P"'DP)

J

n}gis

= P 'DpP'DPP'DPP'.. . PP 'DP =P 'D"P
I I I I
=13 =13 =13 =13

On peut également démontrer ce résultat plus rigoureusement par récurrence.

puis
A" = P'D"P=(P'xD")x P
-1 —4 4 100\" 34 —4
= -1 -1 2 | x| 020 x| 1 3 =2
-2 -4 5 000 2 4 =3
-1 —4 4 1 0 0 3 4 —4
= -1 -1 2 | x| 0 2 0 x| 1 3 =2 car D est une matrice diagonale
-2 -4 5 0 0 0 2 4 =3
-1 —4x2" 0 3 4 —4
= -1 —2" 0O | x| 1 3 -2
-2 —4x2" 0 2 4 -3
—3—4x2" —4—-12x2" 448x2"
= -3 -2" —4—3x2" 442x2"

—6—-4x2" —8-12x2" 848x2"

On peut vérifier ces résultats en prenant n = 1 pour retrouver l’expression de la matrice A.
100
Par contre, la formule n’est pas valable pour n =0 car D* =13 # [ 010 | (le coefficient

000

0° apparait dans les formules alors qu’il n'est pas défini).

Probléme

Pour Noél, une classe d’éléves et leurs professeurs décide d’organiser un échange de cadeaux au hasard au
cours duquel chaque personne recoit un cadeau d’une autre personne. Pour ce faire, tous les noms sont
placés dans un chapeau et chaque personne tire au hasard le nom de la personne a qui elle offrira son
cadeau. Si une personne tire son propre nom, elle en tire un autre puis remet son nom dans le chapeau.
On propose d’étudier le nombre de facons possibles d’attribuer tous les cadeau.

1. On désigne par n = 2 le nombre total de personnes et par a, le nombre de fagons possibles d’at-
tribuer les n cadeaux sans que quelqu’un regoive son propre cadeau. Le but de cette question est de
déterminer une relation de récurrence vérifiée par a,,.

(a) Déterminer as et as.

» S’il n'y a que deux personnes, appelées x et y, alors il n'y a que facon d’attribuer
les deux cadeaux : x recoit le cadeau de y et y regoit le cadeau de x. Par contre, s’il y a trois
personnes, appelées x, y et z, alors il y a fagons d’attribuer les trois cadeaux :
— x recoit le cadeau de y qui recoit le cadeau de 2z qui regoit le cadeau de x;
— ou bien x recgoit le cadeau de z qui regoit le cadeau de y qui regoit le cadeau de .

(b) On fixze n > 4. Soit x le professeur de mathématiques. On désigne par y la personne qui regoit le
cadeau de x et par z la personne qui recoit le cadeau de y. On exprimera les réponses auz trois
questions sutvantes en fonction de n, a,_1 €t a,_s.
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i. Combien y a-t-il de choizx possibles pour y ¢
» x ne peut pas recevoir de cadeau de lui-méme, mais toutes les autres personnes peuvent
recevoir le cadeau de z. Il y a donc choix possibles pour y.

it. St z = x, combien y a-t-il de facons possibles d’attribuer les n cadeaux ?

» Si z = x, l'attribution des n cadeaux revient a choisir la personne y qui échange son
cadeau avec celui de x, puis a choisir une attribution de n — 2 cadeaux parmi les personnes
restantes. Il y a donc | (n — 1) X a,_o | fagons possibles d’attribuer les n cadeaux.

iii. Si z # x, combien y a-t-il de fagons possibles d’attribuer les n cadeaux ¢ (Indication : on
pourra étudier le cas oty se désiste et x donne directement son cadeau a z.)
» Si z # z, Vattribution des n cadeaux se déroule comme si y était absent et que x donnait
directement son cadeau a z. L’attribution des n cadeaux revient donc a choisir la personne
y absente, puis & choisir une attribution de n — 1 cadeaux parmi les personnes restantes. Il
y a donc | (n — 1) x a,_1 | fagons possibles d’attribuer les n cadeaux.

(c) En déduire que |a, = (n — 1)(an—1 + an—2) | pour tout n > 4.

» Les deux cas précédents sont disjoints et couvrent tous les cas possibles d’attribution des n

cadeaux. On en déduit que : a, = (n—1) X ap_ o+ (n—1) X a1 =|(n— 1)(an_1 + an_2) |

(d) Déterminer ay et as a l'aide du résultat précédent.
» A l'aide du résultat précédent et de la question 1.(a) on obtient :
— ay=(4—1)(azs+ay) =3 x (2+1) =[9];
— a5 = (5—1)(as + as) = 4 x (9 +2) =[44].
2. Le but de cette question est de déterminer une expression de a, en fonction de n. On désigne par
b, le nombre de facons possibles d’attribuer les n cadeaux sans se soucier que quelqu’un recoive son
propre cadeau (on ne change rien si une personne tire son propre nom du chapeau,).

(a) Déterminer b, en fonction de n.

» Une attribution des n cadeaux sans se soucier que quelqu’un recoive son propre cadeau revient
a choisir une permutation des n cadeaux. Il y a donc facons possibles d’attribuer les n
cadeaux.

Dit autrement : b, correspond au nombres d’applications bijectives de [’ensemble des per-
sonnes vers l’ensemble des cadeaur. Puisque ces deux ensembles ont pour cardinal n, on
retrouve le nombre de bijections de {1,2,...,n}, c’est-a-dire le nombre de permutations
de n éléments. Notez que a, correspond au nombre de bijections ¢ : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} telles que Yk € {1,2,...,n}, (k) # k. Ces permutations particuliéres sont
appelées «dérangementsy de n éléments.

(b) En désignant par j le nombre de personnes qui regoivent bien le cadeau d’une autre personne,
justifier que Vn =2, b, =1+, (?)aj.
» On désigne par j € {0,1,2,...,n} le nombre de personnes qui regoivent bien le cadeau d’une
autre personne. Si 7 = 0, alors toutes les personnes regoivent leur propre cadeau (il n'y a pas
d’échange de cadeaux) et il n'y a qu'une seule fagon d’attribuer les n cadeaux. Le cas j = 1
n’est pas possible car cela signifie qu'une seule personne échange son cadeau pendant que les
n — 1 autres personnes regoivent leur propre cadeau, ce qui est absurde. Si j € {2,3,...,n},
alors il y a (") fagons de choisir le groupe de j personnes qui s’échangent des cadeaux et a;
facons d’attribuer les j cadeaux dans ce groupe, toutes les personnes restantes regoivent leur
propre cadeau (elles ne font pas d’échange). En sommant ces trois cas disjointes (j =0, j = 1
et j € {2,3,...,n}), on obtient le nombre b, de fagons possibles d’attribuer les n cadeaux,

c’est-a-dire : | b, = 1 + 2222 (?) a; | pour tout n > 2.

(¢) On fire n = 2. On cherche a «inversery la formule précédente, c’est-a-dire a exprimer a, a
Paide d’une somme de termes contenant les nombres b; pour i € {2,3,...,n}.
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i. Montrer que Y, (%) (=1)""" = —n(=1)""' — (=1)".
» On a d’apres la formule du bindéme de Newton :

(e = 3 (Mo (- (e

=2

A chaque fois que vous voyez une somme avec des coefficients binomiauz et des puis-
sances dont [’exposant dépend de l'indice de la somme, il faut toujours essayer de faire
apparaitre un binéme de Newton pour simplifier les expressions.

ii. Montrer que V(i,j) € {2,3,...,n}?, (7) (;) = (’;) (’:L:i)

» Soit (7,7) € {2,3,...,n}? On a par définition des coefficients binomiaux :

@ @ - z'!(nni 5l j!(ij)!

iti. En déduire que Vj € {2,3,...,n}, Y (") (;)(—1)”_1 = {
» Soit j € {2,3,...,n}. Si j =n alors
_1 n— — _1 n—1 — _1 n—m — 1‘
> (1) Q) =2 () ()= () )
Si j < n alors on obtient en utilisant la question précédente :
" /n\ (i . " /n n—j . n\ — n—yJ .
_1 n—t _ _1 n—t _ _1 n—1
()G =2 ()= ()2 G

puis on fait le changement d’indice k =n —i € {0,1,...,n — j} lorsque i € {j,...,n} :

n—j . n—j .
n n—7 k n n-—Jj kqn—ji—k
= . D)= —1)*1"
<])§<k)( ) (])%(k>( )
enfin on reconnait un binéme de Newton :
— (7)(—1“)”_] —0.
J

1 sij=n
0 sijg<n

Finalement, on a bien | Y7 (") (1) (=1)" " = {

i=j \i/\j

Attention de bien distinguer le cas ot j = n comme c’est précisé dans l’énoncé. Si
j = n, la formule du binéme de Newton fait apparaitre l’expression 0° qui n’est pas

définie.
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w. En déduire que Y, (?)(—1)”*1 Z;: (;)aj = a,.
» On a: n i . no ,
n 72- i n\ [ o
2 @H)n <j)‘” B (z) (J) A
1=2 j=2 i=2 j=2

ce qui donne en passant d’'une somme sur les lignes & une somme sur les colonnes (puisque
les indices i et j vérifient 2 < j <1< n):

Yy ( ) ( ) —1)"a; = ; (;‘ (?) C) (—1)"—2) .

Jj=2 i=j
(Z)'_
ja]—an

D i (?)(_1)714 2322
D"+ 300, () (=1)" i

Conclure que a, =n(—1)""' 4+ (—
» D’apreés les résultats des questions précédentes, on a :

1 ,
5 (e (150w
=2 7=2

3 (7) v Z (1) v

(=" = (1) + ay.

D"+ 3005, (1) (=

(d) A Uaide du résultat de la question 2.(a), prouver que

D’ou d’aprés le résultat de la question précédente.

n

3 (ZL) (1),

1=2

()

a, =n(=1)""1+ (- 1), |.

Par conséquent

a, = 2.

~—— | pour tout n =

» D’apreés le résultat de la question 2.(a), on peut remplacer b; par i! dans I’égalité précédente,
ce qui donne :

G

+Z() 1y,

n

(=t (=" n! nei

= e T P

B GV G VA Y o

B n!_(n—l)!+ n! +;(n—i)!]

= n! E;l_)”l_)ll + (—nll)” + :Z% (_]j)k] avec k =n —1
'_n (_1)k

= n. £ ]{' .

(e) Montrer que cette expression de a, vérifie bien la relation obtenue a la question 1.(c).

» On a :
_ — _ _ |n_1 'n—2 (1"
(n—1)(an-1+a,2) = (n—=1)((n-1) Z k' 2)2 k!
— (n—1)(n—2) ((n—l)z _k! Ly (—k1!)>

BCPST1A lycée Hoche 2014-2015

44 sur 109

Sébastien Godillon



PR (n (_/f:)k .\ Z (_kll)k B (_;:n)k)
- o (S5 £5)
oS o)
= (:Z_: <_/<:1!)k * (—n1!)n> = ,:0 (_kl!)k =[an]

Donc l'expression de a, obtenue & la question précédente vérifie bien la relation obtenue a la
question 1.(c).

Ces manipulations de sommes sont assez techniques, il faut étre soigneux, précis et ri-
goureux pour ne pas faire d’erreurs.

3. On désigne par p, = Z—: => 0 (;—1,)k la probabilité qu’une attribution des n cadeaux au hasard
donne une répartition ou chaque personne recoit bien le cadeau d’une autre personne. Le but de
cette question est d’étudier la nature de la suite (pp)n>2-

(a) Prouver que les suites extraites (pan)ns1 €t (Pani1)n>1 Sont adjacentes.
» Soit n > 1. On a:
1—(2n42)

( _ 242 (—DF 2n  (=DF _ (D22 (—1pAl
DP2(nt1) = P2n = 2uk=0 R T 2uk=0 R (2ni2)! @Cn+D) T (2n+2)! <0
_\2n+3 (—1)* 2n+1 (=Dk _ (=1)2+3 (122 —14(2n43)
\ P2(nt1)+1 —P2nt1=2 k=0 B~ 2ek=0 B — @ni3) @nt2)] —  (2n+3)! >0
_x2n (=D)F 2n+1 (=Dk (=1t
L Pon = Pont1 = 2uk=0 k1~ 2uk=0 "R (@niD!  (@niD)!

donc (pon)n>1 est décroissante, (pa,i1)n>1 est croissante et lim,, | o pon, — pons1 = 0. Par consé-
quent, | (pon)n>1 €t (P2nt1)n>1 sont adjacentes |.

(b) En déduire que (pn)ns2 converge vers une limite { €]3, 3|.
» D’aprés le théoréme des suites adjacentes, (pon)n>1 €t (Poni1)n>1 convergent vers une méme
limite ¢ € R. Et d’aprés le théoréme des suites extraites, (p,)n>2 converge aussi vers £. De plus,
puisque (pan)n>1 est décroissante et (pa,11)n>1 est croissante, on a

1—1 1+1 1— <l <pyo=1 1+1—1
3 2 ¢ 3 P2 = 272

11[

c’est-a-dire | £ €]3, 5[}

. .. T . . . 1)k .
Les deuz questions précédentes sont similaires a [’étude de la suite ( o ( k) > qui
. >

était en question de cours dans le programme de kholles sur les suites réelles.

On admet désormais que |{ = % (pour les curieux : nous démontrerons ¢a... en 2015!).

(¢c) On fize n =49 (406 éleves et 3 professeurs) et on souhaite calculer une valeur approchée de pyg.
Soit un entier N tel que 49! > 10V. Montrer que { est une valeur approchée de pyy a 107N prés.
Proposer une valeur pertinente de N et justifier votre choiz.

» On fixe n = 49. Soit un entier N tel que 49! > 10V. Puisque (pa,)n>1 est décroissante et
(P2n+1)n>1 est croissante, on a
-1 49

1
<l < psy = Pag = Pag — = — < 107N,
Pag P50 = P4g = Pag 191 Pag + 191 Pag +
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D’ott £ — 107" < pyg < £ et par conséquent | £ est une valeur approchée de pyo & 10~V prés| On
cherche donc la plus grande valeur possible de N. Or il y a 49 — 10+ 1 = 40 nombres plus grand
ou égal & 10 dans P’ensemble des nombres {1,2,...,49}, donc 49! > 10" et est une
valeur pertinente de N qui prouve que la valeur de ¢ = % est une approximation de py9 avec une
précision plus petite que 10740 (précision largement suffisante).

Ainsi pyg ~ % ~ 0.367879441. En fait, la valeur de { = é est une approrimation de pag
avec une précision de 1072 car 49! ~ 6 x 10°2.
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DS n°5 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Factoriser le polynome P = X% + 1 dans R[X].

Exercice 2
L’espace est muni d’un repére orthonormé. Pour tout n € N, on note P,, 'ensemble des points M (z,y, 2)
dont les coordonnées vérifient la relation suivante :

Po:(x+y+z+1)+n(zx—>5y+4z—2)=0.
On note également P, I'ensemble des points M (z,y, z) dont les coordonnées sont de la forme :

r = 1+s—1t
Peo:{ y = —1+s+3t ,(s,t) €R%

z = —14+s+4+4t
Quelle est la nature géométrique des ensembles P,, et Py, ?
Déterminer une représentation cartésienne de I’ensemble Py.
Montrer que D = Py N Py est une droite dont on déterminera une représentation paramétrique.
Montrer que Vn € N, D C P,.
En déduire l'intersection de P,, et P,, pour tout n € N.
Calculer la distance d,, du point A(1,2,3) a P, en fonction du paramétre n € N.
Etudier la convergence de la suite (d,,)nen-
Calculer la distance d., du point A(1,2,3) & Px.

® N O W

Exercice 3
Le but de cet exercice est de déterminer le sous-ensemble £ C C[X] des polynomes factorisables par leur

dérivée. Plus précisément, un polynome P € C[X] appartient a & si et seulement s’il existe un polynéme
Q € C[X] tel que P=Q x P'.
1. Montrer que Co[X]NE = {0}.
2. Soient A € C*, a € C et n > 1. Montrer que le polynéme A\(X — «)™ appartient a &.
3. Soit P € & tel que deg(P) > 1. Pour alléger les notations, on pose n = deg(P).
(a) On note @ le polynome de C[X] tel que P = @ x P’. Déterminer le degré de Q.
(b) Montrer qu'’il existe v € C (sans chercher a le calculer) tel que P = (X — ) x P".
(¢) Montrer par récurrence que Vk € {0,1,2,...,n — 1}, P¥ = L (X — a) x Pk,
(d) En déduire les valeurs de P(a), P'(a), P"(a), ..., P™Y(a). Que peut-on dire de a ?
(e) Déterminer 1’ensemble des racines de P ainsi que l'ordre de multiplicité de chaque racine.
(f) En déduire qu'il existe A € C* tel que P = A\(X — a)™.

4. Conclure en donnant les éléments de ’ensemble £.
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Exercice 4
Le but de cet exercice est de (re)démontrer que les médianes, les médiatrices ou les hauteurs d’un triangle
du plan sont concourantes, et surtout de prouver que si ces trois points de concours ne sont pas confondus
alors ils sont alignés (la droite ainsi définie est appelée droite d’Euler). On propose deux démonstrations
différentes, les deux parties de I'exercice sont donc indépendantes.
Soit ABC un triangle du plan. On désigne par I le milieu de [BC], par J le milieu de [AC] et par K
le milieu de [AB].
Premiére méthode : calcul vectoriel
1. Justifier que G = Bar ((A, 1), (B, 1), (C, 1)) appartient a chaque médiane de ABC'
2. Soit € le point d’intersection de la médiatrice de [AB] et de la médiatrice de [AC].
— —
(a) Montrer que QA.@ = —%AB2 et prouver une expression similaire pour QA.%@.
(b) Rappeler que AB* = AC? + BC? + 2AC.CB.
(c) En déduire que Q1.BC =0 et justifier que Q appartient a la médiatrice de [BC.
——
3. Soit H le point défini par H = Q + 7 ot @ = QA + QB + QC.
(a) Montrer que AH =201
(b) En déduire que /ﬁ J_B? et justifier que H appartient a la hauteur issue de A.
(c) Prouver des résultats similaires pour les hauteurs issues de B et C.
4. En utilisant les définitions de G' et H ci-dessus, montrer que (ﬁ = 3@.
5. Conclure en distinguant les cas ot au moins deux des trois points G, €2 et H sont confondus.
Deuxiéme méthode : coordonnées cartésiennes

On munit le plan d’un repére orthonormé dont l'origine est placée en A(0,0). On désigne les coor-
données de B et C par B(xpg,ygp) et C(xzc,yc).

0. Déterminer les coordonnées de I, J et K.

1. (a) Déterminer les coordonnées de G = Bar ((4, 1), (B,1),(C,1)).
(b) Montrer z@ est colinéaire a z?[} et justifier que G appartient a la médiane issue de A.
(c) Prouver des résultats similaires pour les médianes issues de B et C.

2. Soit Q(zq, yq) le point d’intersection de la médiatrice de [AB] et de la médiatrice de [AC].
(a) Déterminer des représentations cartésiennes des médiatrices de [AB] et [AC].

(b) Montrer que les coordonnées de €2 vérifient I’équation

() =2 (00
Yo 2\ 2o+ Yo

ot M est une matrice de Ms(R) qu’on déterminera.
(c¢) En utilisant que AB et AC ne sont pas colinéaires, montrer que M € Gl5(R).
(d) En déduire les coordonnées de ).

(e) Montrer que mB? = 0 et justifier que 2 appartient a la médiatrice de [BC].
3. Soit H(zy,yn) le point d’intersection de la hauteur issue de C' et de la hauteur issue B.
(a) Déterminer des représentations cartésiennes des hauteurs issues de C' et B.

(b) Montrer que les coordonnées de H vérifient I’équation

v TE ) = ( TBTCc T YBYC
() TrpTc +YpYc )
(c¢) En déduire les coordonnées de H.
(d) Montrer que zﬁ[ B46>” = 0 et justifier que H appartient a la hauteur issue de A.

4. Montrer que C?Ij[} et Gﬁ sont colinéaires.

5. Conclure en distinguant les cas ot au moins deux des trois points G, €2 et H sont confondus.
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Corrigé du DS n°5 de mathématiques

Exercice 1
Factoriser le polynéme P = X°® + 1 dans R[X].

» Soit P = X%+1. On commence par factoriser P dans C[X]. D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss,
P = H?Zl(X — ;) ol (®)ieq1,....6) sont les six racines complexes de P (non nécessairement distinctes). Ces
racines sont les solutions de 1'équation P(z) = 0 d’inconnue z € C. Puisque P(0) =1 #0,on a z # 0 et
on peut écrire z = e avec r > 0 et § € [0,27[. Donc :

‘N’oublz’ez pas de justifier que z # 0 avant de [’écrire sous forme exponentielle. ‘

P(z)=0 < 26—|—1:0
4
o ( ZG)
Py 7" 6i _ i7r
N r¢ =1
60 = w [27]
{r = 1 (carr >0)
g g = =« 27
i %]
N r =1
0 < {g,%,%,%,%,%ﬂ} (car 0 € [0, 27
o {7“ -
T ™ 57 7w 3m 1llw
0 € &2% 597
o ZE{GM/G ewr/2 5ZTF/6 717r/6 3@71'/2 1117r/6}

o Tghth Ty g T T gh T

Par conséquent la factorisation de P dans C[X] est :

p- (X—?—%z’) (X — i) <X+§—%i> <X+§+%i) (X +1) (X-?%@).

Ensuite on regroupe les mondmes par paires de racines complexes conjuguées, ce qui donne la factorisation

de P dans R[X] :
b [(Xé) (Xé) (Xé) (Xﬁ)

- (X2—x/§X+1> (X2+1) <X2+\/§X+1>.

Pour développer chacun des trois crochets sans perdre de temps, il faut utiliser la formule
(X —a)(X —@) = X? — 2Re(a)X + |af?. Ici chaque racine est de module 1 et leurs parties
réelles sont égales a \/g, 0, —/3.
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Exercice 2

L’espace est muni d’un repére orthonormé. Pour tout n € N, on note P,, l'ensemble des points M(x,y, )
dont les coordonnées vérifient la relation suivante :

Po:(z+y+z+1)+n(zr—>5y+4z—2)=0.
On note également Py, 'ensemble des points M(x,y,z) dont les coordonnées sont de la forme :

r = l+s—1
Po:il y = —1+s+3t (s,t) €R%
z = —1+s+4t

1. Quelle est la nature géométrique des ensembles P,, et Py ¢

» La relation vérifiée par les coordonnées des points de P,, peut aussi s’écrire :

Po:(1+n)z+(1-5n)y+(1+4n)z+ (1 —2n)=0.

_%
En particulier si y = 2 = 0 alors x = —111277 (14+mn # 0 car n € N). De plus le vecteur N,, =
1+n
1 —5n | est non nul (car 1 +n # 0). On en déduit que ’Pn est le plan passant par le point de
144n

_ —
coordonnées (— 11 fn”, 0, O) et de vecteur normal N, |.

g 5
N’oubliez pas de préciser que le vecteur normal N,, est non nul pour justifier que P, est un
plan. Si N,, était le vecteur nul alors P, serait soit l’ensemble vide (si 1 — 2n # 0) soit
Uespace tout entier (si 1 —2n =0, ce qui est absurde ici car n € N).

1 -1
Pour P, les vecteurs 17{ = 1 et u_% = 3 ne sont pas colinéaires (car 175 # 0 etil
1 4

n’existe pas A € R tel que up = /\@) On reconnait donc la représentation paramétrique d’un

passant par le point de coordonnées (1, —1, —1) et de vecteurs directeurs ui et uj |

N’oubliez pas de préciser que les vecteurs directeurs ui et uh ne sont pas colinéaires pour
Justifier que Py est un plan. Si Ui était colinéaire & wh alors Pso serait soit une droite (si
u £ 0 ouws # 0) soit un point (siuj = up = 0 ).

2. Déterminer une représentation cartésienne de [’ensemble Py .
» En utilisant les deux premiéres équations de la représentation paramétrique de P, on a :

ro= 1+S_t PN s—t = o—1
s—t = x—1
=
4 = —ax+y+2 Lo Ly— 14
s = t4qp—1==2tut2 1 3zty=2
A {t _ —zty+2 4 4
o 4

On utilise ensuite ces expressions des paramétres dans la troisiéme équation de la représentation
paramétrique de P,, pour obtenir une représentation cartésienne :

P z=—1+<%)+4<%“2)

& de+4—-Br+y—2)—(—4x+4y+8)=0
& ‘x—5y+4z—2=0‘.
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3. Montrer que D = Py N Py est une droite dont on déterminera une représentation paramétrique.

1
» D’aprés le résultat précédent, ]TOZ = -5 est un vecteur normal au plan P.. Puisque
4
o ! — — =
Ny = 1 et N, ne sont pas colinéaires (car No, # 0 et il n’existe pas A € R tel que
1

— ~
No = AN4), on en déduit que |les plans Py et Py, se coupent selon une droite | de représentation

cartésienne :
r+y+z+1 =

0
r—5+42—2 = 0
Pour z =0 et 2z = 1, on obtient les systémes linéaires suivants :

{x—5y—2 =0 < {

'DZP()Q'POOZ{

r—95y = 2
N r+y = —1
—6y = 3 LQFLQ—Ll
N {x = —y-1=i-1=-4
y = —3

et
r+y = —2
r—95y = -2

{
{x+y —
{

rry+1l4+1l = 0
r—5y+4—-2 = 0
—6y = 0 LQ(—LQ—Ll

r = —y—2=-2
y =0

Ainsi les points de coordonnées (—%, %, 0) et (—2,0,1) appartiennent a la droite D et le vecteur

—2_ (=1 _3
de coordonnées 0— ((—%2)) = ( %2 est un vecteur directeur de D. On en déduit une
1-0 1
représentation paramétrique :
r = —% - %t
z =1

On peut également poser le parameétre z = t puis remplacer cette expression de z dans les
deuz équations cartésiennes de D pour obtenir un systéme linéaire de deux équations dont
la résolution donne les expressions de x et y en fonction du paramétre t. Les deux méthodes

sont équivalentes.

4. Montrer que Yn € N, D C P,.
» Soient n € N et M(x,y, z) un point appartenant & D = Py N P,. Puisque M € Py et M € P,
les coordonnées de M vérifient les relations suivantes :

r4+y+2—1=0 et xz—-5y+42-2=0.

En particulier (x4+y+2—1)+n(z —5y+42—2)=0+nx0=0 et donc M € P,. Ceci étant
vrai pour tout M € D, on a démontré que "D C P, pour tout n € N|.

Attention de ne pas tomber dans le piege de cette question : utiliser la représentation para-
métrique de D obtenue a la question précédente va aboutir au méme résultat mais les calculs
seront beaucoup plus longs. Ici le résultat est immédiat a 'aide des représentations carté-

stennes de Py et Ps.
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5. En déduire "intersection de P,, et Py pour tout n € N.
— =
» Soient n € Net A € R tel que N,, = AN,,. On a :

1+n 1
—
N o=AN. o | 1=50 | =x] =5

14+4n 4

1+n = A

1—5n = =5\

14+4n = 4\

14+n = A

4 6 = 0 Lo« Ly+5I1,4
-3 =0 Lg(—L3—4L1

(3

— — o ~ o :
donc N,, et N, ne sont pas colinéaires (car No, # 0). On en déduit que les plans P, et Py
se coupent selon une droite. Or D C P, (d’apres le résultat de la question précédente) et D =
Po NPy C Ps. Par conséquent, ‘Pn NPy = D‘ pour tout n € N.

- | —
N’oubliez pas de justifier que les vecteurs normaux N, et N, ne sont pas colinéaires. En
fait, c’est le point le plus difficile de cette question facile.

6. Calculer la distance d,, du point A(1,2,3) a P, en fonction du paramétre n € N.
» Soit n € N. La distance de A(1,2,3) a P, : (1 +n)x+ (1 =5n)y + (1 +4n)z + (1 —2n) = 0 est
donnée par :

|(1+n)x1+(1=5n)x2+ (1+4n) x 3+ (1 —2n)|
V(L +n)2+ (1 —5n)2+ (1+4n)?
1+n+2—-10n+ 3+ 12n + 1 — 2n|
V(1 +2n+n2) + (1 — 10n 4 25n2) + (1 + 8n + 16n2)
n+7 | n+7
VA2n2 +3 | /422 43

Inutile de démontrer la formule de la distance d’un point a un plan, ce n’est pas demandé
par l’énoncé. Par contre, il faut penser a simplifier ses résultats.

d, =

(car n € N).

7. Etudier la convergence de la suite (dy,)nen-
» On a pour tout n € N :

n+17 n 1

n
dn = ~Y pu— pu— .
VA2n2 +3  V42n?2  nv42 /42

En particulier, la suite (d,)nen est convergente et |lim,, 4o d,, = ol

8. Calculer la distance d, du point A(1,2,3) @ Peo.
» La distance de A(1,2,3) & P : * — 5y + 4z — 2 = 0 est donnée par :

1x1-5x2+4x3—2| 11 1
dOO: pu— pu— .
V12 + (=5)2 + 42 V1+25+16 |42

Exercice 3

Le but de cet exercice est de déterminer le sous-ensemble £ C C[X] des polynomes factorisables par leur
dérivée. Plus précisément, un polynome P € C[X]| appartient a € si et seulement s’il existe un polyndome
Q € C[X] tel que P=Q x P'.
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1. Montrer que Co[X]NE = {0}.
» Soit P € Cy[X]NE. P € Cy[X] signifie que deg(P) < 0 c’est-a-dire que P est un polynome
constant. En particulier P’ = 0. Puisque P € £, on a donc P = Q x P/ = @ x 0 = 0. Ainsi
Co[X] N E C {0}. Soit maintenant P € {0}, c’est-a-dire P = 0. On a deg(P) — oo < 0 donc
P € Cy[X]. De plus, P = @Q x P’ pour n'importe quel polynéome @) € C[X] car P = P’ = 0, d’on
P e £ Par conséquent P € Cy[X]NE et donc {0} C Cy[X]NE. On en déduit que | Co[X]NE = {0}
par double inclusion.

Cette question est trés facile. Profitez-en pour montrer que vous étes précis et rigoureur dans
vos raisonnements. En particulier, n’oubliez de justifier [’inclusion réciproque

2. Soient A € C*, a € C et n > 1. Montrer que le polynéme A\(X — «)™ appartient a E.
» On pose P = A\(X — «)". Puisque n > 1, on a :

1 A
P =X —a)" ! etdonc —(X —a)xP = An

- ” (X —a)(X —a)"'=XX —-a)"=P.

Ainsi P = @ x P avec Q = (X — a) € C[X], et par conséquent |le polynome P = A(X — a)"
‘appartient a & ‘

3. Soit P € & tel que deg(P) > 1. Pour alléger les notations, on pose n = deg(P).
(a) On note Q le polynome de C[X]| tel que P = @Q x P'. Déterminer le degré de Q.
» Soit @ € C[X] tel que P = @ x P’. Puisque deg(P) > 1, on a deg(P’) = deg(P) — 1 et donc :

deg(P) = det(Q x P') = deg(Q) + deg(P’') = deg(Q) + deg(P) — 1.

Par conséquent, |deg(Q) = deg(P) — deg(P) + 1 =1}

(b) Montrer qu’il existe a € C (sans chercher a le calculer) tel que P = (X —a) x P
» D’aprés le résultat précédent, @ est de la forme Q = aX + b avec (a,b) € C? et a # 0. De
plus, P est de la forme P = >} a . X* avec (ag, a1,as,...,a,) € C" et a, # 0. En particulier,
le coefficient dominant de P est a,. Or P’ = Zzzl arkX*1 donc le coefficient dominant de
P’ est a,n et le coefficient dominant de @ x P’ = (aX + b) X P’ est a X a,n. En égalisant les
coefficients dominants de P = () x P’, on obtient :

a, = a X an & a = (car a, #0).

Donc @ est de la forme @ = aX +b=1X +b = L(X —nb) = L(X — a) avec |a =
conséquent, il existe bien o € C tel que P = ) x P’ %(X —a) x P
(c) Montrer par récurrence que Vk € {0,1,2,...,n— 1}, P® = — (X —a) x ple+1),

» Montrons par récurrence que Vk € {0,1,2,...,n — 1}, P® = L (X — a) x P**)_ D’apres
le résultat précédent on a :

. Par

3o

£

‘H
o

1 1
P(O):P:—X— XP/: X— XP(0+1)
(X =) x P'= ——(X —a)
donc le résultat est vrai pour & = 0. On suppose le résultat vrai pour un k € {0,1,2,...,n—2}

fixé. On a alors :

p+l) (p(k))/

1 !/
= ( (X —a) x P(k+1)) (par hypothése de récurrence)

n—k
_ 1 1 x pk+D) +L(X—a) % (P(k+1))/
n—=k n—k
1 1
_ _P(k+1) (X - P(k+2).
n—=k +n—k( @) X
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Donc :

1
n—=k

(X — ) x PO+ — pern _ L peesn) _ <1 _ %) pl+n _ M=k =1 600

n—k n— n—=k
puis :

n—k y 1
n—k—1 n-—k

1
n—(k+1)

P(k+1) _ (X . Oé) % P(k+2) — (X o Oé) % P((k+1)+1).

Par conséquent, le résultat est héréditaire. On en déduit donc d’apreés le principe de récurrence

que |I'égalité est vraie pour tout k € {0,1,2,...,n —1}|.

Attention dans ce genre de récurrence sur un nombre fini d’entiers seulement, il faut
prouver U’hérédité pour k € {0,1,2,...,n— 2} mais pas pour k =n— 1, sinon on démon-
trerait que [’égalité est vraie aussi au rang k+1 = (n— 1)+ 1 =n (ce qui est faux ici

S | e N P e e —
car — n'est pas défini pour k =n).

(d) En déduire les valeurs de P(a), P'(a), P"(a), ..., P™ Y (a). Que peut-on dire de o ?
» D’aprés le résultat précédent, on a pour tout k € {0,1,2,...,n— 1} :
1

P®(q) = — k(a —a) x P*(a) =0 x PV (q) =0

donc | P(a) = P'(a) = P"(a) = --- = P D(a) = 0| On en déduit que |« est une racine de P|

‘d’ordre de multiplicité au moins égal a n ‘

Cette question comporte un piege !l On peut seulement dire pour l'instant que o est d’ordre
AU MOINS n. Pour justifier que 'ordre de o est EXACTEMENT n, il faudrait en plus
justifier que P™(a) # 0, ce qui n'est pas demandé.

(e) Déterminer l’ensemble des racines de P ainsi que [’ordre de multiplicité de chaque racine.
» D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, P € C[X] posséde exactement n = deg(P) racines
comptées avec multiplicité. Or a est une racine d’ordre de multiplicité au moins égal & n, donc
‘oz est la seule racine de P et son ordre de multiplicité est exactement n ‘

Soyez concis et précis pour ce genre de question. Le mot-clef ici est le théoréme de
d’Alembert-Gauss. Impossible de justifier précisément votre réponse sans le citer.
(f) En déduire qu’il existe X\ € C* tel que P = (X — a)".
» D’aprés le résultat précédent, a est la seule racine de P € C[X]. D’aprés le théoréme de
d’Alembert-Gauss, P est donc de la forme :

P=MX-a)(X-a)(X—a)...(X —a)=AX —a)"

ol \)\ € C* est le coefficient dominant de P ‘

4. Conclure en donnant les éléments de ’ensemble £.

» Soit P € £. On a deux cas possibles selon le degré de P :

— soit deg(P) < 0 alors P € Co[X] N E et donc P = 0 d’apres le résultat de la question 1;

— soit deg(P) > 1 alors P = AM(X —a)” avec A € C*, o € C et n > 1 d’aprés le résultat de la
question 3.

Donc & C {0}U{ANX —a)"| X € C*, o € C et n > 1}. Réciproquement {0} C & d’apreés le résultat

de la question 1 et {A(X —a)"| A€ C*, a€ Cetn>1} C £ d’aprés le résultat de la question 2.

Finalement, on obtient par double inclusion :

E={0JU{MX —a)"[AeC*, acCetn>1}|
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Le correcteur attend de vous que vous ayez compris ['objectif de [’exercice et la structure de
la démonstration. Faites-en un résumé succinct et précis en vous référant a chaque question
pour en illustrer l’intérét.

Exercice 4
Le but de cet exercice est de (re)démontrer que les médianes, les médiatrices ou les hauteurs d’un triangle
du plan sont concourantes, et surtout de prouver que si ces trois points de concours ne sont pas confondus
alors ils sont alignés (la droite ainsi définie est appelée droite d’Euler). On propose deux démonstrations
différentes, les deux parties de l’exercice sont donc indépendantes.

Soit ABC' un triangle du plan. On désigne par I le milieu de [BC], par J le milieu de [AC] et par K
le milieu de [AB].

Premiére méthode : calcul vectoriel

1. Justifier que G = Bar ((A, 1), (B, 1), (C,1)) appartient a chaque médiane de ABC.
» Soit G = Bar ((A,1),(B,1),(C,1)). On a I = Bar((B,1),(C,1)) car I est le milieu de [BC.
Par associativité du barycentre, on obtient G = Bar ((A, 1), (/,2)) donc G appartient a la droite
(AI), c’est-a-dire a la médiane issue de A. De méme, on obtient G = Bar ((B,1),(./J,2)) =
Bar ((C,1), (K,2)) donc G appartient |aux médianes issues de B et C'|

2. Soit Q le point d’intersection de la médiatrice de [AB] et de la médiatrice de [AC].

s -
(a) Montrer que QA.@ = —%AB2 et prouver une expression similaire pour QA.I@.
» On a :

QA.AB

((7( + ﬂ) AB (d’apreés la relation de Chasles)
— QK.AB + KAAB (par linéarité du produit scalaire).

—

Or K est le milieu de [AB] donc KA = —%1@ . De plus, puisque 2 appartient a la médiatrice
—

de [AB], Q appartient a la droite perpendiculaire & (AB) passant par K et donc QK J_B )

On en déduit que :
OAAB =0 JACAB =| - AB?|

De méme, on obtient que :

0Aa¢ — (0 + 74) 36 0036+ TAa¢—o - Ladad = Laer|

(b) Rappeler que AB*> = AC? + BC? + 2@6@
» On a d’apres la relation de Chasles et par propriétés de la norme :

apt = B[ = [0+ OB = |3 + 270.CB + B

2

AC? + BC? + 9AC.CE|

(c) En déduire que fT[}B? =0 et justifier que Q appartient & la médiatrice de [BC].
» On a d’aprés les résultats précédents :

iﬁﬁ?::(ﬁ?ﬁﬁ)ﬁg
— A (EM@) +AlLBC
— _QAAB+QAAC + AL.BC
1

= SAB? - %ACQ + AI.BC

_ % (Ac*+ BC+ 2?0.0?) _ %ACQ L Al.BC
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- lpend chne s alme
- (sme ) e

Or I est le milieu de [BC| donc Cl = B? et par conséquent Q1.BC = 0. On en déduit

que ﬁL@ donc 2 appartient a la dr01te perpendiculaire & (BC') passant par I c’est-a-dire
la médiatrice de [BC] |.

3. Soit H le point défini par H=Q+ o ot U :sﬁ+@+(ﬁ.
(a) Montrer que AH =201

_>
» Par définition du point H on a Kﬁ[ = U =0A+ Sﬁ + @ . Donc d’aprés la relation de
Chasles :

AH — AG+QH
— AQ+ QA+ QB+ QC
— 04+ QI+ IB+QI+1IC
— 20+

car I est le milieu de [BC| donc ¢ = %% — _TB. Finalement | AH = 201 |.
(b) En déduire que /F[J_B? et justifier que H appartient a la hauteur issue de A.

» D’apres le résultat précédent, on a ﬁ % = 2(7} B? = 0| (en utilisant le résultat de
la question 2.(c)). Donc H appartient a la droite perpendiculaire a (BC') passant par A
c’est-a-dire |la_hauteur issue de A|.

(¢) Prouver des résultats similaires pour les hauteurs issues de B et C'.

» De méme, on obtient L?Ij[} 2(27 puis 13?[?[> 1@ (car Q a %partlen’c a la droite

perpendiculaire a (AC) passant par J) et C"Ij[} = ZQK puis C"H} (car € appar-
tient a la droite perpendiculaire a (AB) passant par K). On en déduit que H appartient
|aux hauteurs issues de B et C|

4. En utilisant les définitions de G et H ci-dessus, montrer que Sﬁ = 3@.
» Par définition du point H et d’aprés la relation de Chasles, on obtient :

QH = QA+QB+aC
— QC+GA+ QG+ GB+ Q0 +GC
= 3@+((74+(7§+G‘d).

Or (ﬁ‘l—l—@—i—@ — 0 car G = Bar ((A,1),(B,1),(C,1)) (d’apres la définition du barycentre).
Finalement, on a (ﬁ] = 3@ :

5. Conclure en distinguant les cas ot au moins deuz des trois points G, ) et H sont confondus.

» D’aprés le résultat de la question 1, les trois médianes de ABC sont concourantes en G.
D’aprés le résultat de la question 2, les trois médiatrices de ABC' sont concourantes en (2.
D’aprées le résultat de la question 3, les trois hauteurs sont concourantes en H. De plus

moins deux de ces trois points sont confondus alors les trois points sont confondus‘ d’apres le
%
résultat de la question 4 (par exemple si G = (2 alors (ﬁ = 3@ = 0 et donc G = H = Q).

Il reste le cas ou ‘Ces trois points sont deux a deux distincts, alors ils G, {2 et H sont alignés‘
d’aprés le résultat de la question 4.
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Meéme commentaire que pour la derniére question de [’exercice 3. Soyez succinct et précis
en vous référant a chaque question pour en illustrer l’intérét.

Deuxiéme méthode : coordonnées cartésiennes
On munit le plan d’un repére orthonormé dont l'origine est placée en A(0,0). On désigne les coor-
données de B et C' par B(xg,yp) et C(xc,yc).
0. Déterminer les coordonnées de I, J et K.

» Puisque / est le milieu de [AB], on a I = Bar((B,1),(C,1)) et donc | [ (Z&t2e iF¥c)| De

méme on obtient avec les coordonnées barycentriques que | .J (m—c, %C) et que | K (%B, %B) )

1. (a) Déterminer les coordonnées de G = Bar ((A,1),(B,1),(C,1)).
» Toujours d’apreés les coordonnées barycentriques, puisque G = Bar ((A4, 1), (B, 1), (C, 1)),

G (IB;rxc7 ysgyc) )

on a

(b) Montrer 1@ est colinéaire a 1?[) et justifier que G appartient a la médiane issue de A.
>

(c) On a d’apreés les résultats précédents :

rp+xc 2 rp+xc 2
’@: < yBin ):g( yBi-yc >:§f?}

3

donc 1@ est colinéaire a ﬂ . Par conséquent, G' appartient a la droite (Al) c’est-a-dire
la. médiane issue de A,

(d) Prouver des résultats similaires pour les médianes issues de B et C'.

» De méme on a :
rp+rco — g Tc—2Tp 2 Tc—2Tp 2 x_c_xB 2
@:<y3%yc_y8):(yc§2ys):g(yc?ys):§<yzc_ )2537
et
zptec _ g4 zp—2xC 2 ([ ze—22C 2 (% _ . 2
C@:(yBg’ryc ):(yB—:i?yc):g(y322y0)25<é_yc):§CK

3 Yo 3 2

et on en déduit que G appartient \aux médianes issues de B et C \

2. Soit Qzq,ya) le point d’intersection de la médiatrice de [AB] et de la médiatrice de [AC].

(a) Déterminer des représentations cartésiennes des médiatrices de [AB] et [AC].
Tp
YB
normal & cette médiatrice. On en déduit que la médiatrice de [AB] a une équation cartésienne
de la forme xzpx + ypy +d = 0 out d € R. Et puisque cette médiatrice passe par le point
K (%2,%) milieu de [AB], on a 252 + ypZ + d = 0 et donc d = —1 (2% + y%). D’olt une

2702
représentation cartésienne de la médiatrice de [AB] :

» La médiatrice de [AB] est perpendiculaire a (AB) donc AB = ( ) est un vecteur

1
T+ YpY = 5 (z% +y3) -
Tc

) et passe par le
Yc

De méme, la médiatrice de [AC| admet pour vecteur normal 1@ = (

point J (%C, %C), on obtient donc pour représentation cartésienne :

(22 +y2) |

DN | —

ToX + Yoy =
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(b) Montrer que les coordonnées de ) vérifient I’équation

()= (R0

Yo 2 o+ Yo

ot M est une matrice de Ms(R) qu’on déterminera.

» Puisque Q est le point d’intersection de la médiatrice de [AB] et de la médiatrice de [AC]

ses coordonnées Q(zq,yq) vérifient les deux équations cartésiennes obtenues a la question
précédente, c’est-a-dire :

(z% +yB)

{ TBTo +YBYa =
(28 +v&)

1
i
Tcra+Ycya = 3

On a donc un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues xq et yo qui peut aussi
s’écrire sous la forme matricielle équivalente suivante :

(2 2)(2)- ()P () -5
To Yo {7} 5 (28 + &) Yo 2\ 2% + i

avec M = < ‘B UB ) € My(R).

rc Yo
(¢) En utilisant que AB et AC ne sont pas colinéaires, montrer que M € Gly(R).
» Puisque 1@ et 1@ ne sont pas colinéaires on a det <1@, /@) # 0, c’est-a-dire :

det (@,@) :det<xB_O zo =0 ) = TRYc — YBIC

yp —0 yc—0

donc zgyc — yprc # 0. Or on a :

x
det(M) = det ( B Up ) = IBYc — TcyB = TBYc — YBIC-
rc Yc

On en déduit que det(M) # 0 donc que M est inversible, c’est-a-dire | M € Glo(R) |.

On vient en fait d’utiliser que det(*M) = det(M), c¢’est-a-dire que "M est inversible si
et seulement si M est inversible.

(d) En déduire les coordonnées de Q.

» Puisque M est inversible, on a d’aprés le résultat de la question 2.(b) :
()30 ()b (28
Yo 2\ r¢c+yc Yo 2 ro + Yo

Or M = ( TB YB > et det(M) = xpyc — rcyp, donc :

o Yo
M-l 1 Yo —ys
TRYc —TcYp \ —¥C IB

On en déduit les coordonnées £ :

() = St o (oo o ) (0
Yo 2(xpyc —xcyp) \ —%c  Tm g+ Yé
_ 1 ( yo (x% +vp) — ys (18 + y3) ) ‘
2 (zpyc — voys) \ —Zc (rh +yp) + s (2g + y&)
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Inutile d’essayer de développer ces expressions, puisqu’il n’y a aucune relation entre
les coordonnées de B et celles de C, les résultats ne peuvent se simplifier.

(e) Montrer que mB? = 0 et justifier que Q appartient & la médiatrice de [BC].
» D’aprés les résultats précédents, on a :

_ Zptzc _

Yo — D) Yo — YB
B+ xc Yys + Yo
= <$Q — BT> (e —xp) + (yﬂ - BT) (ye — yB)
_ _ . 1 2 2 - - 1 2 2
= 2q(vc — 1) 2 (a;c fCB) + yo (Yo — yB) B (yc yB)
1

= (zcwa + yoya) — (pra + yByQZ_é (28 — z3) — 5 (v —vB)

=3 (a2 +42) =3 (ah+v3)

1

= 5 (@& +vd — 2% — v — 25 + 2% —ve +yp) =[0]

On en déduit que ST[}J_@ donc 2 appartient & la droite perpendiculaire & (BC') passant par
I c¢’est-a-dire |la médiatrice de [BC| |

3. Soit H(xy,ym) le point d’intersection de la hauteur issue de C et de la hauteur issue B.

(a) Déterminer des représentations cartésiennes des hauteurs issues de C' et B.

» La hauteur issue de C' est perpendiculaire & (AB) donc AB = ( zB > est un vecteur
B

normal & cette hauteur. On en déduit que la hauteur issue de C' a une équation cartésienne de
la forme zpz+ypy+d = 0 ou d € R. Et puisque cette hauteur passe par le point C (z¢, yc),
onaxprc+ypyc+d = 0et doncd = — (rprc + ypyc). D’oll une représentation cartésienne
de la hauteur issue de C' :

|7p2 +ypYy = Tprc + Ypyc |

Ic

) et passe par le
Yo

De méme, la hauteur issue de B admet pour vecteur normal z@ = (

point B (xp,yg), on obtient donc pour représentation cartésienne :

|tcw +yoy = vowp + yoys |

(b) Montrer que les coordonnées de H vérifient l’équation

v FE ) _ ( TBTc +YBYc
Yu rpxc +yYsYc )
» Puisque H est le point d’intersection de la hauteur issue de C' et de la hauteur issue de B

ses coordonnées H(xy,yy) vérifient les deux équations cartésiennes obtenues a la question
précédente, c’est-a-dire :

TBTH +YBYw = ITBIc + YBYC
ToZg +YocYuw = TcZB + YcUB

On a donc un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues xy et yy qui peut aussi
s’écrire sous la forme matricielle équivalente suivante :

T YB T \ _ ( TBTc +YBYC ol TH ) = rpxc + YpYc
Tc Yo Yy TcxB + Ycys Yy rprc +YsYc ) |
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(c) En déduire les coordonnées de H.

» Puisque M est inversible, on a :
M %E ) Z ( TBTC + YBYc o T\ _ [ TBTO + YBYC )
YH TpTc + YBYC YH Tpxc + YBYc

OrM‘t=—2=>— < ye s ) (voir la question 2.(d)), d’ou les coordonnées de H :
TBYC—TCYB —Tc TR

( TH > _ 1 ( Yo —YB ) < rpTc + YBYC )

Y TBYc — Xcyp \ —Xc IR Tpxc + YBYc

_ 1 ( ye (xpre +ypyc) — ys (Tpre + ypYC) >
ryc — oy \ —Tco (TBre +ypyc) + B (rpre + YBYC)

= |— 1 ( (ye — yB) (xBTC + YyBYC) )
rpyc — oy \ (B —2c) (BTe +YBYC) ) |

(d) Montrer que zﬁﬁ = 0 et justifier que H appartient & la hauteur issue de A.
» D’aprés les résultats précédents, on a :

HE (xH_o).(xc—xB)

yag — 0 Yo —Yn
= xy(rc—xB)+yu (Yo — yB)
= (zcrn +yoyu) — (*BTH + YBYH)

(. J/ (. v
-~ -~

=rprct+yYBYC =zpTCc+YBYC

= IBTc +YBYc — TpXc — YBYc = @

On en déduit que ﬁ J_@ donc H appartient a la droite perpendiculaire a (BC') passant
par A c’est-a-dire |la hauteur issue de A|.

4. Montrer que G—I-} et Cﬁ sont colinéaires.
» D’aprés les résultats précédents, on a :

det (Cﬁ[, Cﬁ)

_ 4 Ty — zptxc To — Tp+ac
= det _ ustue _ ustue
Y 3

3 Ya

I e _Ystyc) _Yystyc)\ (., _TBTIc
H= — 3 o) 3 YH 3 Q- T3

1 1 1
= zpyo— = W +yc)zg — = (tp+2c)ya+ = (x + x¢) (ys + yo)

3 3 9
1 1 1
—YHTO + 3 (B + xc)ym + 3 (y +yc) xo — 9 (yg +yc) (v + 2¢)
1 1
= \(IHyQ — yHIQZ+ 3 (yp +yo) (xq —xg) + 3 (xg + z¢) (yu — ya)
=X1 =X, —Xs

On ne peut malheureusement pas utiliser les mémes simplifications que celles des questions
2.(e) et 3.(d). Il faut donc tout développer avec les expressions des coordonnées de ) et
H obtenues aux questions précédentes.
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On commence par simplifier X; :

X1 = Tpyo — YuT
_ e —ys) (wpro+ypye)  —c (Th+yp) + w5 (¢& + y2)
TRYc — TcYB 2(xpyc — rcyB)
(&5 —xc) (vprc +ypye) | yo (@h +yp) = ys (28 + 4)
TpYc — Ty 2 (zpyc — xcys)

Tpxco + YpYc
= | (e — vs) (—ahae — 2oyl + wpal + wpu?)
2 (Z’Byc - $O?/B)

— (x5 — x¢) (Bye + yhye — 24yB — YBYE) ]
donc :

2 (xpyc — rcyp)”
TBTc + YBYC
= (yo —yp) (2320 — Toyh + TRIE + TYE)
— (x5 — z0) (rhyc + Yhyo — Teys — YBYE)
= —2hTcYo — TeYpYo + TpTLYc + TEYe + TpToys + Loy — TrTLYE — TBYBYE
—zhyc — TEYBYC + TeTLYB + TRYBYe + ThToye + ToynYo — Teys — ToYBYe
= TRIgYC + TBYS + THTCYB + Ty
—x%yc - SEB?J%?/C - x%yg - ZEcyB?J%
= zpyo (—a% — yp + 22 +y5) + voys(ah + Y — 18 — Y&)
= (zpyc —xcys) (o5 —yp + 22 + v5)

X1 x

et finalement : ) ) ) )
(zpre +ypYc) (—rh — yp + T4 + Yo

X = .
' 2(xpyc — rcyB)
Puis on s’implifie X5 :
1
Xy = 3 (ys +yc) (v — vp)

1 yo (v% +yp) —ys (8 +y6) (Yo —ys) (T + YBYC)
= = (yp+yc) —

3 2(xpyc — xcyn) TBYc — TCYB

Y + Yo [ 2 2 2 2
= TpYc + YgYc — TcYs — YBY
6 (zpyc — zcyp) L P b ¢ “

—2xprcyc — 2YYe + 2rprCYR + Qy%yc}
YB + Yo [ 2 2 2 2
= TYc + 3ypYc — roys — 3YBYS — 2xrBTCYC + 29339303/3} :
6(xByC_$CyB) B B C C

Pour X3, on a :

1
X3 = 3 (B +xc) (Yu — yo)
_ ! (z5 + z0) {(953 —ac) (vprc +ypyc)  —vc (vh +yh) + o5 (18 + y%)}
3 TBYc — ToYB 2 (vpyc — rcyn)
1 vo (Y +73) —wp (Y2 +28)  (vc — 25) (ypyc + vpac)
= — |z (zxp+ze) —
3 2 (ypro — Yorp) YBYc — YcTn
On retrouve le méme calcul que X5 en intervertissant chaque lettre x et y, donc :
T+
X3 = — ( Z < [y%xc + 3x2B$C - y2c$B - 375sz‘ — 2YypYcxc + 2yBnyB}>
6 (yprc — Yorn)
rp+ x¢

2 2 2 2
= Toyp +3xprc — rRYL — 3xBTH — 2xcyYBYC + 2$By3y0]
6 (l"Byc - fl?cyB) [ P b “ ¢
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Par conséquent :

(X1 + X2) X 6 (z5Yc — xcyB)
= (ys+yc) (zhyc + 3ypyc — v2ys — 3YBYe — 2uBTcYc + 2TpTCYB)
+ (2B + 20) (zoyh + 3rhre — 2pYs — 3wprl — 2r0yBYC + 2T BYBYC)
= Thysyc + 3Yhye — Toys — 3YpYe — 2rBToYBYC + 2TBTCYR
+rBYe + 3YBYe — ToyBYe — 3YBYe — 20BTCYE + 20 BToYBYC
+rproyy + 3rhre — ¥yl — 3rhre — 2uproysyc + 20hyYC
+atYE + 3THTe — TproYe — 3TpTE — 20YBYC + 2T BTCYBYC
= rhysyc + 3ypyo + 2z prcyp
— TLYBYc — 3YBYY — 2TBTCYE
+2pToYy + 3THTC + 2z%yBYc
— :chcy?; — 3xB:c30 — QxQCyByC
= 3ysyc (v5 + vb — 28 — vo) + 3xpzc (Yb + 25 — Yo — x3)
= 3(zpro+ysye) (25 + 28 — yp — vo) -
Finalement :
rpic +ysyc) (¥p +yb — 2t —y2) _ _x,.

(
X X5 =
2 A 2 (xByc - -736’?/8)

on en déduit que det <C7H>, @) =X+ Xo+ X3=0,dou CTH} et m sont colinéaires |.

Les calculs de cette question sont longs et compliqués. Organisez vos calculs pour les
terminer sans erreurs.

5. Conclure en distinguant les cas ou au moins deuz des trois points G, ) et H sont confondus.

» Si G = alors les médiatrices et les médianes de ABC sont confondues, par conséquent elles
sont aussi ses hauteurs et donc G = H = ). Si G # 2 alors Gﬁ #* 6) d’ou (ﬁ = AQG pour un
certain A € R d’apres le résultat de la question précédente. Le raisonnement de la question 5 de
la premiére méthode permet alors de conclure.

Attention, a priori on peut avoir C?)f # 0 et Cﬂ = 0 sans contredire le fait que Cﬁf
et GS) sont colinéaires. Si on veut écrire Sﬁ = AQG pour utiliser le raisonnement de la

question 5 de la premiere méthode, il faut donc distinguer le cas ou Cﬁ =0.
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DS n°6 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
On s’intéresse & une mutation dynamique de 'information génétique au sein d’une lignée de cellules. Pour
simplifier les notations, on désigne par A, B et C les trois parties du génome touchées par la mutation.
On observe les résultats suivants :
— la mutation ne touche qu'une seule partie du génome de chaque cellule a chaque génération;
— lorsque la mutation touche A alors elle touche B ou C a la génération suivante avec la méme
probabilité ;
— lorsque la mutation touche B alors elle touche A ou C' a la génération suivante avec la méme
probabilité ;
— lorsque la mutation touche C' alors elle continue de toucher C' & la génération suivante.
Pour toute génération n € N* et pour chaque lettre X € {A, B, C'}, on note X,, 'événement : «la mutation
touche X a la n-iéme génération» et x,, la probabilité de I’événement X,,. Enfin, on suppose que la mutation
touche A a la premiére génération, c’est-a-dire a; = 1 et by = ¢; = 0.
1. (a) Déterminer as, by et cs.
(b) Montrer pour tout n € N* que a, 41 = %bn et obtenir une relation similaire pour b, 1.

(¢) Pour tout n € N*, exprimer ¢, en fonction de a,, b, et ¢, (sans justifier).

An+1 Qn,
(d) Montrer que Vn € N*, | b,.1 | =L | b, | ou L € M3(R) est une matrice qu’on exprimera
Cn+1 Cn

01
en fonction de la matrice M = 10
11

0
0
2
Qp aq
(e) Montrer que Vn e N*, | b, | =L""1[ i

Cp, C1
1 10
2. (a) Montrer que la matrice P= | —1 1 0 | est inversible et calculer son inverse.
0 0 2
(b) Montrer que P*MP = D + N ou D = diag(—1,1,2) et N € M3(R) est une matrice qu’'on

déterminera.
(c) Calculer les produits matriciels DN, ND et N2
(d) Montrer que Yk € N, (D + N)¥ = DF 4 (28 — 1)N.
(e) Pour tout k € N, exprimer les coefficients de M* en fonction de k.
3. En déduire des expressions des probabilités a,, b, et ¢, pour tout n € N*.
4. Déterminer lim,,_, o ay, lim, . b, et lim,, . c,. Interpréter ce résultat.
Exercice 2
Cet exercice propose de déterminer la droite de régression affine d’une série statistique double par la
méthode des moindre carrés. On considére donc deux caractéres quantitatifs et y sur une population
de taille n. Pour k € {1,2,...,p} et £ € {1,2,...,q}, on note (zx,y,) chaque modalité conjointe du

couple statistique (x,y) et ny, Peffectif conjoint associé (ainsi Y p_; > 4, ke = n). On note également
ng =Y _, e effectif de la modalité xj, et nj =D 7_, ny e celui de y,.
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1. Rappels de cours.
(a) Rappeler les définitions des moyennes , 7, 22, 42 et T.
(b) Rappeler les définitions des variances Var(x), Var(y) et de la covariance Cov(z,y).
(c) Rappeler les formules de Koenig-Huygens pour Var(z), Var(y) et Cov(x,y).
)

(d) Prouver que Var(z) = 0 si et seulement si le caractére = est constant et rappeler la valeur de
cette constante. On supposera désormais que Var(x) # 0.
2. Méthode des moindre carrés. Pour tout couple (a,b) € R?, on désigne par A, la droite du plan
affine d’équation Y = aX + b. On cherche a déterminer la droite de régression affine qui minimise
la moyenne des carrés des distances verticales de la droite A, au nuage de point du couple (z,y).
Plus précisément, on cherche & déterminer un minimum de la fonction :

F:R? =Ry, (a,b) — F(a,b) = ZZnH<amk+b) >

k=1 (=1

(a) Montrer que ¥(a,b) € R?, F(a,b) = a®x? + 2abT + b* — 247y — 2b7 + 4.

(b) En déduire des expressions de 25 (a,b) et % (a, b) pour tout (a,b) € R2.

(¢) Montrer que les équations 25 (a,b) = 0 et Z£(a, b) = 0 forment un systéme de Cramer et exprimer

I'unique solution (A, B) en fonction 7, 7, Var( ) et Cov(z,y).

(d) Pour cette question, on fixe a € R. Etudier la fonction f, : R — R, b+ F(a,b) et en déduire
que b € R, £,(8) > £.(7 — a7).

(e) Etudier la fonction f: R — Ry, a+ f,(y — aT) et en déduire que Ya € R, f(a) > f(A).

(f) En déduire que V(a,b) € R?, F(a,b) > F(A, B).

(g) Conclure et vérifier que le point moyen du couple statistique (x,y) appartient a la droite de
régression affine d’équation Y = AX + B.

Exercice 3

Cet exercice propose d’étudier une suite de fractions rationnelles particuliéres, c’est-a-dire des fonctions
définies comme quotients de deux fonctions polynomiales. Plus précisément, on considére les suites de
polynomes (P,)n>0 et (Qy)n=0 définies par

P, =0 Py = P,+XQ,
t VneN,
{ Qo = 1 ¢ " { Qn+1 = Qn—XP,

et on note (R, )n>o la suite de fonctions définie par Vn € N, R, : x — S"((?)
1. Déterminer Ry, Ry, Ry et R3 ainsi que leurs domaines de définition.

2. Justifier que pour tout n € N, le domaine de définition de R,, est de la forme R\ E,, ou F,, C R est
un ensemble fini de nombres réels.

3. Démontrer que pour tout n € N, les coefficients de P, et @),, sont des entiers relatifs.

4. Démontrer que Vn € N, @, +1iP, = (1 +iX)™.

5. Pour cette question, on fixe n € Net 6 € }—5, g[

crire le nombre complexe (1 + ¢ tan sous forme algébrique.
(a) E 1 b pl (1 o))" f lgébriq
(b) En déduire que P,(tan(0)) = Sm(”e et Qn(tan(d)) = cos(nd)

cos™ (6 cos™(0)
(¢) Justifier proprement que F, = {tan ( ) | m entier impair tel quel —n < m < n}
(d) Montrer que V0 € |-, 2= [, R, (tan(f)) = tan(nd).

2n’ 2n

6. Pour cette questlon on fixe n € N et on suppose qu’il existe deux polynémes (P, Q) € (R[X])? et
|-Z,Z[, R(tan(f)) = tan(nb).

n’2n

(a) Montrer que Vg € |—Z, X[, (PQn QPF,) (tan(d)) = 0.
(b) En déduire que PQ,, — QP, = 0 puis que R = R,,.

BCPST1A lycée Hoche 2014-2015 64 sur 109 Sébastien Godillon



Corrigé du DS n° 6 de mathématiques

Exercice 1
On s'intéresse a une mutation dynamique de l'information génétique au sein d’une lignée de cellules. Pour
simplifier les notations, on désigne par A, B et C les trois parties du génome touchées par la mutation.
On observe les résultats suivants :
— la mutation ne touche qu’une seule partie du génome de chaque cellule a chaque génération ;
— lorsque la mutation touche A alors elle touche B ou C' a la génération suivante avec la méme
probabilité ;
— lorsque la mutation touche B alors elle touche A ou C a la génération suivante avec la méme
probabilité ;
— lorsque la mutation touche C alors elle continue de toucher C a la génération suivante.
Pour toute génération n € N* et pour chaque lettre X € {A, B,C}, on note X,, l’événement : «la mutation
touche X a la n-iéme génération» et x,, la probabilité de ’événement X,,. Enfin, on suppose que la mutation
touche A a la premiére génération, c’est-a-dire a; =1 et by = ¢; = 0.
1. (a) Déterminer ag, by et cy.
» Puisque la mutation touche A & la premiére génération, elle va toucher B ou C' a la deuxiéme

génération avec la méme probabilité. Donc (car la mutation ne touchera pas A a la
deuxiéme génération) et by = c5. Puisque Ay, By et Cy forment un systéme complet d’événements

on a as + by + ¢ = 1. On en déduit que bQZCQZ%.

1l faut profiter de ces questions faciles pour montrer qu’on sait son cours. Ici, c’est une
bonne occasion de montrer qu’on connait la définition d’un systéme complet d’événements.

(b) Montrer pour tout n € N* que a, 1 = %bn et obtenir une relation similaire pour by, 1.
» Soit n € N*. Si la mutation touche A a la (n+1)-iéme génération alors la mutation a forcément
touché B a la n-iéme génération. De plus, si la mutation a touché B a la n-iéme génération,
alors elle touche A ou C a la (n + 1)-éme génération avec la méme probabilité, par conséquent

ip. 1.

2

elle touche A ala (n+ 1) —ime génération avec la probabilité % On en déduit que |a,11 =

La justification précise est donnée par la formule des probabilités totales : P(A,11) =
P(AN)PAn(AnJFl) + P<BN>PBrx<An+1) + P(CN)PCn (A77,+1) avec PAn (A77,+1> - 07 P(Bn> -
bn, Pg,(Ani1) = % et Pg, (A,y1) = 0. Les probabilités conditionnelles n’étaient pas au
programme de ce DS mais c’est cette justification qui sera attendue aux concours.

Par un raisonnement identique, on obtient que | b, 1 = %an )

(¢c) Pour tout n € N*, exprimer c,.1 en fonction de a,, b, et c, (sans justifier).
» Soit n € N*. Si la mutation touche C' a la (n + 1)-iéme génération alors la mutation peut
avoir touché A, B ou C a la n-iéme génération. De plus, si la mutation a touché A a la n-iéme
génération, alors elle touche C' & la (n + 1)-iéme génération avec la probabilité % De méme, si
elle a touché B & la n-iéme génération, alors elle touche C' & la (n + 1)-iéme génération avec la
probabilité 3. Enfin, si elle a touché C' a la n-iéme génération, alors elle touche C ala (n+1)-iéme

génération avec la probabilité 1. On en déduit que | ¢, 1 = %an + %bn + ¢, |.

De méme, la justification précise est donnée par la formule des probabilités totales, qui
n’était pas au programme de ce DS.
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Ap+1 Qp,

(d) Montrer que VYn € N*, | b,y | =L | b, | oo L € M3(R) est une matrice qu’on exprimera
Cn+1 Cn
010
en fonction de la matrice M =1 1 0 0
11 2

» Soit n € N*. On a d’aprés les résultats précédents :

Qpy1 = %bn Gni1 0 % 0 an
bn+1 = %an <~ bn+1 = % 0 0 bn
Cn+1 = %an + %bn + ¢ Cn+1 % % 1 Cn
D’ou :
1
(1) 5 0 1 010 1
1 1
7 3 1 11 2
Qp a1
(e) Montrer que¥n € N*, | b, | =L""'[ b
Cn (&1
» On procede par récurrence. On a :
aq ai ai ai
by | =L b | =L b | =101 by
c1 1 €1 €

Donc I'égalité est vraie pour n = 1. On suppose que ’égalité est vraie au rang n € N* fixé. On

a:
Ap+t1 Qp,
bpi1 = L| b, (d’apreés le résultat de la question précédente)
Cn+1 Cn,
a1
= L|L" '] u (par hypothése de récurrence)
C1
3]
= (LL"_l) by (par associativité du produit matriciel)
1
aq aq
— L1+n—1 bl — L(n+1)—1 bl
1 1

Donc I’égalité est vraie au rang n + 1 dés qu’elle est vraie au rang n pour tout n € N*. On en
déduit que |’égalité est vraie pour tout n € N* | d’aprés le principe de récurrence.

Profitez des récurrences faciles pour montrer que vous étes précis dans vos raisonnements.
L’objectif n’est pas seulement de récupérer les points de cette question, mais aussi de
mettre le correcteur dans de bonnes dispositions pour le reste de la copie. St vous répondez
de maniére précise et concise, le correcteur sera plus indulgent pour la suite; mais s’il
doit remettre votre rédaction dans [’ordre ou compléter ce qui manque...

1 10
2. (a) Montrer que la matrice P=| —1 1 0 | est inversible et calculer son inverse.
0 0 2

» On utilise la méthode du pivot de Gauss.
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Lo+ Lo+ Ly

o
N = O = =
N OO NN OO

1
0
0
1
1
0

SO = O O = O

0 0
On obtient une matrice équivalente échelonnée de rang 3, donc P est inversible.

1 00 L1<—L1—%L2 % —% 0
I={010 Ly < 3Ly 5 5 0 |=P"
001 Ly < 1Ly 0 0 3
(b) Montrer que PMP = D + N ou D = diag(—1,1,2) et N € M3(R) est une matrice qu’on
déterminera.
» On a:
: -1 0 010 1 10
P'MP = | § 1 0 100 -110
0 0 3 112 0 0 2
-3 3 0 1 10
= 120 -1 10
R AT
2 2
-1 00
= 0 10
0 1 2
-1 00 000
= O 1.0+ 000].
0 0 2 010
000
Donc‘P‘lMP:D—I—N avec D = diag(—1,1,2) et [ N=| 0 0 0
010
(¢c) Calculer les produits matriciels DN, ND et N*.
» On a:
-1 00 000 000
DN = 0 10 000] =11000]| = [2N]
0 0 2 010 020
000 -1 00 000
ND = [ 000 0 10| =1(0oo00] = [N]
010 0 0 2 010
000 000 000
et N2 = (000 000] =([000] = |0sf
010 010 000

(d) Montrer que Yk € N, (D + N)* = DF + (2" — 1)N.
» On procéde par récurrence. On a :
(D+ N) =13 =13+ 03 = I3+ 0N = D’ + (2° — 1)N.
onc l'égalité est vraie pour & = 0. On suppose que 'égalité est vraie au rang k € xé. On a :
Donc I'égali i kE=0.0 I’égali i k € N fixé. O
(D+ N = (D+N)*(D+N)
= (D* 4 (2" —=1)N)(D + N) (par hypothése de récurrence)
= DM 4 DN 4+ (28 —1)ND + (2% — 1)N2.
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De plus, on a d’aprés le résultat de la question précédente : ND = N, N2 = (3 et
D*N = DD...DDDN =DD...DDDN =DD...DD2N
— — —

k fois k — 1 fois k — 1 fois
= 2D0D..DDN=2DD...DDN =2DD ... D2N
——— ——— ———
k — 1 fois k — 2 fois k — 2 fois
= 22DD...DN = ...
—_——
k — 2 fois
= 2FN.

Inutile de faire une récurrence ici, le résultat est facile et surtout on a déja montré au
correcteur qu’on est capable de rédiger proprement une récurrence.

Par conséquent :
(D+ N)ML = DR L okN 4 (28 — )N + (28 — 1)04
— DRl (2F p ok 1IN 40
= DR (28 1N,

Donc 'égalité est vraie au rang k + 1 dés qu’elle est vraie au rang k pour tout £ € N. On en
déduit que |’égalité est vraie pour tout k € N ‘ d’aprés le principe de récurrence.

ATTENTION!! Le piége de cette question est qu’on me peut pas utiliser la formule du
binome de Newton ici car les matrices D et N ne sont pas commutatives d’aprés les
résultats de la question précédente : DN = 2N #% N = ND.

(e) Pour tout k € N, exprimer les coefficients de M* en fonction de k.
» Soit k € N. Par associativité du produit matriciel, on a :

(P'MPY = (P'MP)P'MP)...(P"'MP)

k}gis ’
= P'M(PPHMPPY)...M(PPYYMP

N S
-~

k — 1 fois
— P'MILMIs... MI;MP
k —Tfois

= P 'M*MP =P 'MRP

On en déduit d’apres les résultats des questions précédentes que :
MY = LM*I; = (PP YM*PP™') = P(P'M*P)P~! = P(P'MP) P!

= P(D+N)fP'=pPDF+ 2" -1)N)P!
k

1 10 -10 0 000 =35 0
= | -110 010 +2*-1[o0oo00 1100
0 0 2 0 0 2 010 o o0 1
1 10 (=D 0 0 0 0 0 -1 0
= | -110 0o 1 o0 |+l0 0 0 5 3 0
0 0 2 0 0 2 0 2"~1 0 0 0 3
1 10 (-nF 0 0 : —3 0
= -110 0 10 5 3 0
0 0 2 0 2F—1 2F 0o 0 1
(-1F 1 0 5 =5 0
ol B A N I B I
0 2(2F—1) 2x2* 0 0 3
RN
= 3~ (=D 5+3(=D" 0
2k —1 2k —1 2k
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3. En déduire des expressions des probabilités a,,, b, et c, pour tout n € N*.

» Soit n € N*. On a d’aprés les résultats des questions précédentes :

bn = L' b | = (QM) 0| = Qn_an_l 0
i 1O DA Rl -1 G D 1
= on-1 % - %( -t % + %(—1)n_1 0 0
2n—1 -1 2n—1 o 1 2n—1 O
_1\n—1
1 % + %(_1)%1 12&21)71
= 1_ l(_l)n—l _ 1-(—1)n—1
on—1 2 2n2_1 _1 —352{1:
2n71
D’ou :
1—(—1)" 1 —1)» 5
an = ( ) ) b, = i ( ) et |cp,=1——

4. Déterminer lim,, o ay,, lim, . b, et lim,_, . c,. Interpréter ce résultat.

» Onapourtoutn e N*, 0 < 1—(—-1)"<2et 0 < 14+(—1)" < 2,donc 0 < a, < %etOgbné 2

2n "

Puisque lim,, 2% = 0, on en déduit d’apreés le théoréme d’encadrement :

n—-+o0o

lim a, =0|

lim b, =0| et

n—-+o0o

lim ¢, =1|
n—-+o0o

Il faut sauter sur la moindre occasion pour citer le cours. Ici on pourrait ne pas justifier
ces limites qui semblent évidentes, mais il ne faut surtout pas reldicher son attention et rater
l’occasion de placer un théoréme d’encadrement. Soyez opportuniste!!

Ainsi, & long terme, |la mutation va toucher la partie C' du génome avec une quasi-certitude ‘

Exercice 2

Cet exercice propose de déterminer la droite de régression affine d’une série statistique double par la
méthode des moindre carrés. On considére donc deux caractéres quantitatifs x et y sur une population

de taille n. Pour k € {1,2,...

,p} et l € {1,2,...

,q}, on note (xg,ye) chaque modalité conjointe du

couple statistique (x,y) et ng, Ueffectif conjoint associé (ainsi Y p_; > ¢_ ke = n). On note également
ng =Y 7_ e Ueffectif de la modalité xy, et n = "7 _ ng, celui de y,.

1. Rappels de cours.

(a) Rappeler les définitions des moyennes T, 7, 22, y? et T7.

» On a:

(

p
>
— n,. T
n k

k=1

q
1 )
_E NyYe
n

/=1

<
Il

( p
— 1
2 = | =) nix}
n P q
k=1 _ 1
3 et Ty = —E § Nk e TEYe |-
1< n
D Yy 2 k=1 ¢=1
y = | = n
n
=1
\

(b) Rappeler les définitions des variances Var(z), Var(y) et de la covariance Cov(z,y).
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» On a:

(
1 p
Var(z) = - Zni (2 — T)? e—
k=1 1
T et Cov(x)= ;ZZ”M T, —T) (Yo — ) |
Var(y) = |~ nf (ye -
=1
\

(¢) Rappeler les formules de Koenig-Huygens pour Var(z), Var(y) et Cov(z,y).
» Les formules de Koenig-Huygens donnent :

{ Var(e) a f et Cov(z)=|Ty—T x7|
Var(y) = |y -7

(d) Prouver que Var(x) = 0 si et seulement si le caractére x est constant et rappeler la valeur de
cette constante. On supposera désormais que Var(z) # 0.

» On suppose que Var(z) = 0. Puisque 0 = nVar(z) = Y.P_, n¥ (x5 — T)° est une somme de
carrés (donc de nombres réels positifs), on en déduit que chaque terme de la somme est nulle
cest-a-dire : Yk € {1,2,...,p}, nf (xp — T)Q = 0 et par conséquent z; = T. Ainsi le caractére
x est constant égal a T. Réciproquement, on suppose que le caractére x est constant. Si on
note ¢ € R cette constante, alors 7 = 1 b nic = h_1np = £n = c puis Var(z) =
Ly ng(c— T) = Ly ing(c— )’ =0. Flnalement, on a montré que | Var(xz) =0 si et

|seulement si le caractére = est constant | Et dans ce cas, on a également montré que z est égale

& la constante .

2. Méthode des moindre carrés. Pour tout couple (a,b) € R?, on désigne par A, la droite du plan
affine d’équation Y = aX +b. On cherche a déterminer la droite de régression affine qui minimise
la moyenne des carrés des distances verticales de la droite A,y au nuage de point du couple (x,vy).
Plus précisément, on cherche a déterminer un minimum de la fonction :

F:R® SRy, (a,b) s Fla,b) = ZZnH<axk+b) )

k=1 (=1

(a) Montrer que ¥(a,b) € R?, F(a,b) = a®22 + 2abT + b* — 2aT5 — 2b7 + 12.
» Soit (a,b) € R%. D’apres les rappels de cours de la question 1, on a :

F(a,b) = %iink,e((aiﬁker)—ye)?

=1 (=1
1 p q
= - Z Z nkx((axk +b)* — 2(axy + b)yr + yg)
=1 (=1
1 p q
= = Z Z Nk.g (a%i + 2abxy, + b* — 2ax,y — 2by, + y?)
=1 (=1
1 p q 1 p q 1 p q
_ 1 2 2, 1 1 2
St LS 2 LS
=1 (=1 =1 (=1 =1 (=1
1 p q 1 p q 1 p q
- 2) B - 2
- Z Z AN ThYe = Z Z 2bny, 0y + - Z Z Nk,eYi
=1 (=1 k=1 (=1 k=1 (=1
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p p
= %ZnixZ—f—%“bZnﬁxk—l— gn
k=1
Z an (TEYe — — anyg + — Zneyf

k=1 (=1

= |a®22? + 2abT + b* — 24Ty — 267 + 2 |.

(b) En déduire des expressions de dF(a b) et 9= (a,b) pour tout (a,b) € R
» Soit (a,b) € R% D’apres le résultat précédent, on obtient les dérivées partielles suivantes :

- — 2 T — 271 T — 2
" (a,b) = |2ax? + 2bT — 2Ty | et ; —(a,b) = ‘Qaa: +2b—2y|

(c) Montrer que les équations %F(a b) =0 et 8F(a b) = 0 forment un systéme de Cramer et exprimer

lunique solution (A, B) en fonction T, §, Var(z) et Cov(zx,y).
» On a d’apres les résultats précédents :

‘;F(a ) =0 2012 + 20T — 277 = 0
&(a,b) = 0 20T +20—2y = 0

- 2220 + 2Tb = 2Ty
2za + 20 = 2y
212 27 a\ [ 27y
2T 2 b ) \ 2y )
_2 —
Or la matrice M = ( 222 2; ) est inversible car

det(M) = 222 x 2 — 2T x 27 = 4 (F—#) — 4Var(z) £ 0

donc lle systéeme est de Cramer ‘ L’unique solution est donnée par :

(4) = ()b e ) ()

B 1 Aoy — 4T X Y
~ 4Var(z) \ —4Ty X T+ 422 Xy

_ 1 ( Cov(z,y) )

Var(z) \ = (Cov(x,y) + T x §) T + (Var(z) + 77
_ 1 COV(JL‘, y) = — - _ =2 —
~ Var(x) ( —Cov(x,y)T + Var(x)y ) (car T x g x 7 =77 x7)

c’est-a-dire | A = C\(};’ﬁég) et | B=7— C\‘};’ﬁg”j)’)j _

(d) Pour cette question, on fivze a € R. Etudier la fonction f, : R — Ry, b+ F(a,b) et en déduire
que Vb € R, f,(b) > fu(j — a7).
» On fixe a € R et on considére la fonction f, : R — Ry, b F(a,b). On a pour tout b € R :
OF
ob
Donc f, est décroissante sur | — 0o,y — aZ| et croissante sur [y — ax,+oo[. En particulier, f,
admet un minimum en § — a et donc |Vb € R, f,(b) > fu(y — aT) |

0 = 2 (a, b)—2aa:+2b—2y—2(b—( —af)).
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(e) Etudier la fonction f:R — Ry, a— f,(y— aT) et en déduire que Va € R, f(a) > f(A).
» On considére la fonction f: R — Ry, a+— f,(g — aZ). On a pour tout a € R :

fla) = fuy —aT) = F(a,y — aZ)
a*a? + 2a(j — a7)7 + ( — a7)* — 2075 - 2(7 — a7)y +

= %22 4 20T X § — 20°T* + T — 20T X G+ a*T* — 2aTG — 25° + 20T X §+ 12
= a° (P—#) +2a(T x G —TY) + 12 — 7
= a*Var(z) — 2aCov(x,y) + Var(y),

et donc :
f'(a) = 2aVar(z) — 2Cov(z,y) = 2Var(z) | a — Covla,y) _ 2Var(z) (a — A)
B W= Var(z) | '
Ainsi f est décroissante sur | — oo, A| et croissante sur [A, +o00[. En particulier, f admet un

minimum en A et donc |Va € R, f(a) > f(A) |

(f) En déduire que ¥(a,b) € R?, F(a,b) > F(A, B).
» D’apreés les résultats précédents, on a pour tout (a,b) € R? :

F(a,b) = fa(b) = fo(y — aT) = f(a) = f(A) = fa(y — AT) = F (A, 7 — AT) = F(A, B)

cary— AT =7y — C\(;;’lffaf)”)f = B. On a bien montré que |V(a,b) € R?, F(a,b) > F(A, B) |

(g) Conclure et vérifier que le point moyen du couple statistique (x,y) appartient a la droite de
régression affine d’équation Y = AX + B.
» Par conséquent, le minimum de la fonction F' est atteint au point (A, B) et la droite de
régression affine qui correspond & ce minimum admet pour équation :

B _ Cov(z,y) _ Cov(z,y)_  Cov(z,y)
Y =AX+B= Var(z) X+ Var(z) v Var(z)

(X —7)+7|

En particulier le point moyen de coordonnées (7, 7) appartient & cette droite de régression affine

car § = G (7 —7) + 7.

Cet exercice relativement facile fournit la démonstration d’un résultat admis dans le cours.
Les principales difficultés sont de connaitre les formules du cours (questions 1 et 2(a)),
de savoir calculer des dérivées partielles (question 2(b)), de résoudre rapidement et effi-
cacement des systemes de deux équations linéaires a deux inconnues a l'aide des matrices
(question 2(c)), et d’étudier des fonctions réelles (questions 2(d), 2(e) et 2(f)).

Exercice 3

Cet exercice propose d’étudier une suite de fractions rationnelles particuliéres, c’est-a-dire des fonctions
définies comme quotients de deux fonctions polynomiales. Plus précisément, on considére les suites de
polynomes (Pp)n=o0 €t (Qn)nso0 définies par

{PO =0 et Vn €N, { P = P+ XQ,

—_

QO - Qn—H - Qn_XPn

et on note (Ry,)n=0 la suite de fonctions définie par ¥Yn € N, R, : © — g"—((?)

1. Déterminer Ry, Ry, Ry et R3 ainsi que leurs domaines de définition.
» On a:
— Fh=0et Qo=1donc|Ry:z+— [I) = 0| est définie sur tout ;
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— PP=P+XQ =0+1X=Xet Qi =0Qo— X =1-0X =1donc|Ry:2+ §=u|est

définie sur tout ;
— P=P+XQ =X+1X=2XetQy=0Q,—XP,=1-XX =1-X2%donc|Ry : x> 2, =

11—z

(1_5% est définie sur |R \ {—1, —|—1}

P =Pt X Qe =2X+X(1-X2) = X(3-X2) et Q3 = Qo — X Py = (1- X2)—2X X = 1-3X?
z(3—x2) _ z(3—x2)
1—322 (1—v/3z) (1+/3x)

2. Justifier que pour tout n € N, le domaine de définition de R, est de la forme R\ E, ou E, C R
est un ensemble fini de nombres réels.

donc | R3 : x +—

est définie sur R\ {—\/ig, +\/i§} :

» Soit n € N. Puisque R,, est définie comme un quotient de polyndémes, son domaine de définition
correspond aux nombres réels x tels que le dénominateur est non nul, c¢’est-a-dire @, (z) # 0. Or @,
est un polyndme donc I'ensemble de ses racines réelles est un ensemble fini (le nombre de ses racines

est majoré par son degré). Donc, si on note | E,, = {x € R| @, () = 0} |’ensemble des racines réelles

de @, alors le domaine de définition de R,, est donné par R\ E,, ou E, est bien un ensemble fini
de nombres réels.

3. Démontrer que pour tout n € N, les coefficients de P, et Q),, sont des entiers relatifs.

» On procéde par récurrence. Pour tout n € N, on note par P, la proposition : «les coefficients
de P, et @), sont des entiers relatifsy. Pour n = 0 on a Py = 0 et ()9 = 1 donc Py est vraie. On
suppose que P, est vraie pour un certain entier n € N fixé. On note (ay)r>o les coefficients de
Po= 150 arX® et (by)rso ceux de Q, = > k0 b X*. On a donc a;, € Z et b, € Z pour tout k > 0
par hypothése de récurrence. De plus, on a :

Poyi = P+ XQu=> axX'+ X bpXF = X+ b xtt!

k>0 k>0 k>0 k>0
= Z%Xk + Zbk—le =ap + Z (ag + br_1) X*
k>0 k>1 k>1
et Quin = Qu—XP,=) bXF =X ap X" =) hpX' =D ap X
k>0 k>0 k>0 k>0
= D b XF =D e X =t = Y (b + ar—1) X
k>0 k>1 k>1

Puisque ay, +bx_1 € Z et by + ax_1 € Z pour tout k > 1, on en déduit que les coefficients de P, et
(Qn+1 sont des entiers relatifs, ainsi P,, 1 est vraie dés que P,, est vraie. Finalement

‘pour tout n € N‘ d’aprés le principe de récurrence.

On peut également n’introduire que les coefficients ag, ax, . .., Gdeg(p,) de P, (tous les autres
sont nuls) et les coefficients by, b1, ..., baeg(0,) de Qn (tous les autres sont nuls), mais dans
ce cas il est beaucoup moins pratique d’écrire proprement les coefficients de P,yq et Qni1 (il
faut distinguer deux cas : deg(P,) < deg(Qy) ou deg(P,) = deg(Qy)).

4. Démontrer que ¥Yn € N, @Q,, +iP, = (14 iX)".
» On procede par récurrence. On a :

Qo+il=1+0i=1 et (1+iX)°=1

donc le résultat est vrai pour n = 0. On suppose que @, + P, = (1 +iX)" pour un certain entier
n € N fixé. On a alors :

Qn—H +ipn+1 = (Qn _XPn) +i(Pn+XQn) = (Qn‘{’zpn) +iX<Qn+iPn)
(Qn +iP)(1+iX) = (1+iX)"(1+iX) = (1 4iX)"*,

Par conséquent, |Q,, + 1P, = (1 +iX)" pour tout n € N| d’aprés le principe de récurrence.
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5. Pour cette question, on fite n € N et 6 € }—%, 5 [

(a) Ecrire le nombre compleze (1 + itan(@))n sous forme algébrique.

» Onal+itan(d) =1+ zsm( ) — COS(@) <cos(9) +z’sin(0)> = cosl(e) e donc

cos(0)

(1+itan(9))" = Wl(e)eme = Fl(g)<cos(n9) +isin(n9)> =

cos(nf)  sin(nb)
cos™(6) +ZCOS”(9) ‘

Comme souvent avec les nombres complexes, cette question est assez astucieuse : il faut
commencer par écrire 1 + itan(0) sous forme exponentielle pour pouvoir écrire ses puis-
sances n-iemes sous forme algébrique grice a la formule de Moivre.

(b) En déduire que P,(tan(f)) = %7299) et Q,(tan(f)) = %.

» D’aprés les résultats précédents, on a :
P,(tan(f)) = Im(Q,(tan(f))+iP,(tan(d))) = Im ((1 + 7 tan(6))")

- m ()~
et Qu(tan(d)) = Re(Q,(tan(d)) +iP,(tan(d))) = Re ((1 + i tan(#))")
Re (cos( 0)) L sm(n@)) | cos(nb)

cos™ (6 cos"( )) | cosn(0) [

(c) Justifier proprement que E, = {tan ( ) | m entier impair tel quel —n < m < n}
» D’aprés ce qu'on a vu a la question 2, FE, est ’ensemble des racines réelles de @Q,. On
obtient donc d’aprés le résultat de la question précédente et en utilisant la bijection réciproque

arctan:R%]—g,g[:

cos(narctan(z)) 0

¢

r€E, & Q.r)=0%x Q, (tan(arctan(z))) = cos™ (arctan(z))

& cos(narctan(z)) = 0 < narctan(z) = g [7]

1 14+2
& dk € Z, arctan(z) = — (W + k7r> — M

n \2 2n

1+ 2k

& dk € Z, x = tan(arctan(x)) = tan <(+2—>7T) :
n
Or arctan(z) € | -5, 5[ donc l'entier k € Z est tel que
142k
_r AT T <142k <n
2 2n 2

Finalement, en posant m = 1 + 2k qui est un entier impair, on obtient :

mm . :
E, = {tan <2—) | m entier impair tel quel —n < m < n} )
n

’Soyez précis pour ce genre de questions. Le mot-clef ici est «bijection réciproques.

(d) Montrer que V0 € |-, [, R, (tan(d)) = tan(nf).

2nﬁ 2n

» Soit 0 € ]—%, %[ On a d’apreés les résultats de la question 5(b) :
R, (tan(6)) = P,(tan(0)) 22;5?2)) _ sin(nf) tan(nd)
" © Qn(tan(9)) COS(”z; ~ cos(nf) ‘

cos™
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6. Pour cette question, on fite n € N et on suppose qu’il existe deuz polynomes (P,Q) € (R[X])? et

une fraction rationnelle R : x g%xi telle que V0 € |—7=, ==[, R (tan(f)) = tan(nf).
(a) Montrer que V0 € |-~ [, (PQ, — QF,) (tan(d)) = 0.
» Soit 6 € ]—%, 2—[ D’aprés le résultat précédent, on a :
P(tan(#)) P,(tan(0))
= R(tan(#)) = tan(nf) = R, (tan(f)) = ———==.
Q(tan(0)) (tan(6)) (n) (tan(0)) Qv (tan(d))

En multipliant cette égalité par Q(tan(0))Q, (tan(#)) on obtient P(tan(0))Q, (tan(d)) = Q(tan(0))P,(t

et donc | (PQ,, —

QP,) (tan(d)) = 0},

(b) En déduire que PQ,, — QPF, =0 puis que R = R,,.

>

(¢) Puisque P, Q, P, et @, sont des polynémes, PQ, — Q P, aussi. Or le résultat précédent est vrai

pour tout # € }

o Qn[ autrement dit le polynéme PQ), — )P, a une infinité de racines, c’est

donc le polynoéme nul : | PQ,, — QF, =0 ‘ Soit z € R\ E,,. En divisant 1’égalité précédente par
Q(z)Qn(x) on obtient :

par conséquent .
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DS n°7 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Pour tout entier n € N*, on considére la fonction f,, : [0,1] — R définie par :

Vo €[0,1], fu(z) =2" — (1 —2)%

1. Dans cette question, 'entier n € N* est fixé.
(a) Etudier la monotonie de la fonction f, sur [0, 1].
(b) Démontrer qu’il existe un unique «,, €]0, 1] tel que f,(a,) = 0.
2. On considére maintenant la suite (au,)nene-
(a) Déterminer le signe de f,(c,11) pour n € N*.
(b) A l'aide des questions précédentes, démontrer que la suite (o, )pen+ est croissante.

(¢) En déduire que la suite (v, )nen+ est convergente.
On notera a = lim,,_, o Q.

(d) Montrer que o # 0.
(e) Supposons que 0 < a < 1.
i. Montrer qu’alors : lim, . a) = 0.
ii. A l’aide de la relation f,(a,,) = 0, en déduire que (1 — a)? = 0.

(f) Conclure sur la valeur de a.

Exercice 2

Le but de cet exercice est de démontrer que toute fonction continue et injective sur R est strictement
monotone. On suppose donc par I'absurde qu’il existe une fonction f : R — R continue et injective telle
que f n’est pas strictement monotone, c’est-a-dire telle qu’il existe quatre nombres réels a,b,a’, b’ avec

a <b,a <V et (f(b) = fa))(f(t') = f(a')) <O.
1. On considere la fonction g, : © — f(za + (1 — z)a’). Montrer que g, est continue sur [0,1] et
déterminer g,(0) et g,(1).

2. Déterminer une fonction g, continue sur [0, 1] telle que g,(0) = f(b') et go(1) = f(b).
3. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que gy(c) = ga(c).

4. En rappelant que f est injective, montrer que ¢(b —a) = —(1 —¢)(b' — a').

5. Conclure en étudiant le signe de c¢(b — a).

Exercice 3
On considére la fonction suivante :

. T r—1 $+1 z+1
o () ()

1. Déterminer I’ensemble de définition de f et étudier la continuité de f.
2. Montrer que f est impaire.

3. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 1 et en —1.
4

. Etudier la limite de f en +00 et en —oo.
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Exercice 4
Cet exercice propose d’étudier la transmission d’un géne par autopollinisation (ou autogamie) chez cer-
taines plantes hermaphrodites (comme le pécher) et de démontrer que ce mode de fécondation favorisé par
'agriculture est moins riche en diversité génétique que I'interpollinisation (ou allogamie, par exemple par
les animaux ou le vent). On s’intéresse donc & un géne présent sous la forme de deux alléles notés a et
A. On suppose que le géne est autosomique, ainsi chaque plante autogame peut étre ou bien homozygote
(de génotype aa ou AA) ou bien hétérozygote (de génotype aA). Par autogamie, une plante homozygote
donne une plante homozygote de méme génotype, alors qu’'une plante hétérozygote donne des plantes
aussi bien homozygotes (de génotype aa ou AA) qu’hétérozygotes (tout se passe comme la fécondation de
deux plantes de méme génotype). On suppose quun parent hétérozygote transmet l'alléle a ou A de fagon
équiprobable, et que les deux alléles transmis sont indépendants. De plus, on néglige les modifications
d’information génétique par mutation. Partant d’une plante hétérozygote, on étudie une lignée de généra-
tions successives par autogamie. Pour tout n € N*, on note aa,,, AA, et aA, les événements d’obtenir a la
n-iéme génération les génotypes aa, AA et aA respectivement, et x,, y, et z, leur probabilité respective
(donc 1 =1y =0et z; = 1).
1. On fixe n € N* pour cette question.
(a) Montrer que la probabilité qu'un parent hétérozygote donne par autogamie une plante homo-

zygote de génotype aa est %, celle de donner une plante homozygote de génotype AA est }L,

et celle de donner une plante hétérozygote de génotype aA est % En déduire les probabilités
conditionnelles P, 4, (a@n11), Paua, (AAn11) et Poa, (aAni1).

(b) Déterminer les probabilités conditionnelles Py, (a@n+1), Paa, (AAni1) €t Pua, (aAn41), ainsi que
Paa,(atni1), Paa,(AA,11) et Paga, (aAni1).

(¢) Que peut-on dire des événements aa,, AA, et aA,?

(d) Justifier précisément que x,.1 = x, + izn, Ynt1l = Yn + }LG et 2,41 = %zn.

On va maintenant déterminer des expressions de x,, y, et z, en fonction de n € N* en utilisant
deux méthodes différentes. Les questions 2 et 3 sont donc indépendantes.

2. (1 méthode)
(a) Exprimer z, en fonction de n € N*.

(b) Soit n € N*. Calculer Y7~ (541 — %) de deux maniéres différentes et en déduire une expression
de z,, en fonction de n.

(¢) Montrer que ¥n € N*, x,, = y,, et en déduire une expression de ¥, en fonction de n.
T
3. (2° méthode) Pour tout n € N*, on pose X,, = | v,
Zn
(a) Déterminer une matrice M € M3(R) telle que Vn € N*, X, 1 = M X,,.
(b) Montrer que Vn € N*, X,, = M"1X;

1 01
(¢c) Soit P=1| 0 1 1 . Montrer que P est inversible et calculer P!,
00 -2

(d) Montrer que P~'M P est une matrice diagonale D qu’on précisera.
(e) Exprimer M"! en fonction de P, P71, D et n.
(f) En déduire des expressions de x,, y, et z, en fonction de n.

4. A T’aide des résultats précédents, déterminer les limites de z,,, 4, et z, lorsque n tend vers 400 et
conclure en interprétant ces résultats.
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Corrigé du DS n°7 de mathématiques

Exercice 1
Pour tout entier n € N*, on considére la fonction f,, : [0,1] — R définie par :

Vo €[0,1], fulz) =2" — (1 —2)

1. Dans cette question, l’entier n € N* est fixé.
(a) Etudier la monotonie de la fonction f, sur [0,1].
» f, est une fonction polynomiale donc continue et dérivable sur [0, 1]. On a :

Vo €[0,1], fi(z) =na"' +2(1 — ).

Or pour tout z €]0, 1[, z"~* > 0 et (1—x) > 0 donc f/(x) > 0. Par conséquent ’ fn est strictement

croissante sur [0, 1] |

Le fait que f!(x) > 0 pour tout x €0, 1] est suffisant pour justifier que f, est strictement
croissante sur [0, 1] (quelles que soient les valeurs de f,(0) et f,(1)).

(b) Démontrer qu’il existe un unique o, €)0,1[ tel que f,(a,) = 0.
» f, est continue sur [0, 1] avec f,(0) = —1 < O et f,(1) =1 > 0 et f, est strictement crois-
sante sur [0, 1] d’aprés le résultat de la question précédente. D’aprés le théoréme de la bijection

continue, I’équation f,(z) = 0 d’inconnue x € [0, 1] admet | une unique solution «,, €]0,1[|.

2. On considére maintenant la suite (Qp)nens-
(a) Déterminer le signe de f,(an41) pour n € N*.
» Soit n € N*. Puisque fo41(11) = 0, on en déduit que (1 —a,41)* = a'f]. On obtient donc :

falonin) = apy — (1= an)® = apyy —apfy = ap (1 - 04n+1) (car a4 €]0,1).

(b) A Uaide des questions précédentes, démontrer que la suite (tn )nen+ est croissante.
» Soit n € N*. D’aprés le résultat précédent, on a f,(a,1) > 0= f,(a,). Or f, est strictement
croissante sur [0, 1] d’apres le résultat de la question 1.(a), donc a1 > «,, pour tout n € N*.

On en déduit que |la suite (o, ),en+ st strictement croissante |.

(c) En déduire que la suite (ap,)nen+ €st convergente.
» La suite (ay)nen+ est croissante d’aprés le résultat précédent et bornée par 1 (car Vn €

N*, a, €]0, 1[). On en déduit d’aprés le théoréme de convergence monotone que |la suite (a,)nen

‘ est convergente. ‘

On notera o = lim,,_, 4 o Q.
(d) Montrer que o # 0.

» Puisque la suite (ay,)nen+ est croissante, on a : a > a1 > 0 donc .
(e) Supposons que 0 < o < 1.

i. Montrer qu’alors : lim, .. o) = 0.

» On a : |[lim, o =lim,,exp(nln(a,)) = 0| car lim, o In(a,) = In(a) < 0 et

lim,_,_ exp(z) = 0.
ii. A Uaide de la relation f,(ay,) =0, en déduire que (1 — a)? = 0.
» Puisque f,(a,) = 0, on en déduit que (1 — a,,)> = a” pour tout n € N*. En passant a
la limite quand n tend vers +o00, on obtient d’aprés le résultat de la question précédente :
1-—a)?=0]|

BCPST1A lycée Hoche 2014-2015 78 sur 109 Sébastien Godillon



(f) Conclure sur la valeur de a.
» Puisque Vn € N*, o, €]0,1[, on a a € [0,1]. Or @ # 0 d’apreés le résultat de la question
2.(d). De plus, on a montré a la question précédente que si a €]0,1[ alors (1 — a)? = 0 ce qui
est absurde. Il ne reste donc plus qu’une possibilité : H.

Attention a bien rédiger cette question. Il faut montrer qu’on a compris le raisonnement
par l’absurde de la question précédente.

Exercice 2

Le but de cet exercice est de démontrer que toute fonction continue et injective sur R est strictement
monotone. On suppose donc par l'absurde qu’il existe une fonction f : R — R continue et injective telle
que f n'est pas strictement monotone, c’est-a-dire telle qu’il existe quatre nombres réels a,b,a’, b avec

a<b,a <V et (f(b) = f(a))(f(V)) - f(a)) <O.

1.

On considére la fonction g, : x — f(za + (1 — x)d’). Montrer que g, est continue sur [0,1] et
déterminer g,(0) et g.(1).
» On considére la fonction g, : © — f(za+(1—2z)d’). Puisque z — za+(1—2x)ad’ = '+ (a—a’)z est

continue en tant que fonction polynomiale, | g, est continue sur [0, 1] | comme composée de fonctions

continues. De plus, | g,(0) = f(d’) | et | g.(1) = f(a)|

Déterminer une fonction g, continue sur [0, 1] telle que g,(0) = f (V') et gy(1) = f(b).

» En raisonnant comme a la question précédente, on montre que |gp : x +— f(zb+ (1 — z)V') | est
continue sur [0, 1] avec g,(0) = f (V) et go(1) = f(b).
Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que gy(c) = ga(c).

» On considére la fonction g : [0,1] — R,z — gy(z) — ga(x). g est continue comme somme de
fonctions continues. De plus ¢(0) = f(b') — f(a’) et g(1) = f(b) — f(a), on en déduit d’apres les
hypotheéses de I’énoncé que ¢(0)g(1) < 0, c’est-a-dire que g(0) et g(1) sont de signes opposés. Par
conséquent il existe ¢ € [0, 1] tel que g(c) = 0 d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, d’oi
96(¢) = galc) |
En rappelant que f est injective, montrer que c¢(b —a) = —(1 —¢)(b' — d’).

» Puisque gy(c) = gu(c), on a f(cb+ (1 — )') = f(ca + (1 — ¢)a’). Or f est injective, donc
cb+ (1 —c)b =ca+ (1 —c)a' ce qui donne :

cb—a)=chb—ca=—1—-c)'+(1—c)d' =—(1—¢c)(b —d)|

Conclure en étudiant le signe de c(b — a).

» Puisque c € [0,1],a <beta <V,onac(b—a)>=0et —(1—c)()/ —a') < 0. D’apres le résultat de
la question précédente, on en déduit que c¢(b—a) =0 = —(1—c¢)(V/ —d’) et donc que ¢ =0 =1—c ce
f est strictement monotone‘ et ceci est vrai pour toute fonction

qui est absurde. Par conséquent,
f : R — R continue et injective.

Exercice 3
On consideére la fonction suivante :

1.

| o \*! e 1)
f.xr—>(—x_1) _( m) |

Déterminer l’ensemble de définition de f et étudier la continuité de f.

» Ona:
fixexp ((x—l)ln (xf1)> — exp ((x+1)ln (x—xﬂ))
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donc f(z) est bien définie pour -£= > 0 et £ > 0 (car Doy, = R et Dy, = R%). A laide d'un
tableau de signes, on obtient :

1
>0 & x €] —o00,0[U]l, 4o et

pog| . >0 < x €] — oo, —1[U]0, +o0].

Donc Dy = (] — 00, 0[U]1, 4+00[) N (] — 00, —1[U]0, +00[) = |] — 00, —1[U]1,4+00[| De plus, | f est
continue sur Dy | comme somme, composées et quotients (de dénominateur non nul) de fonctions
usuelles continues.

Attention : si b € R alors a® = exp(bln(a)) est défini seulement pour a > 0.

2. Montrer que [ est impaire.

» Le domaine de définition Dy de f est symétrique par rapport & ’origine. De plus, on a pour tout

x €Dy
—x—1 —z+1
- —r+1
= (55) -(5)
B z —(z+1) r—1 —(z—-1)
N r+1 T
B z+ 1 z+1 " rz—1
a T r—1

= —f()

Donc ’ f est impaire ‘

N’oubliez pas de préciser que le domaine de définition est symétrique par rapport a l’origine
pour justifier qu’une fonction est paire ou impaire.

3. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 1 et en —1.
» A l'aide du changement de variable xt =1+t on a :

lim f(z) = lim f(1+¢) = lim <ﬁ)t— <ﬁ) "

z—1+ t—0+ t—0+ t 1+1¢

Or: t (tIn(1+t) (0)
. 14+t . . exp(tIn(1+t) _ exp _
{ 11mt_>0+2(t722—t - llgnt2_>0+ exp(tin(t)) ~— exp(0) 1
limo (35)7 = (3)7 =4

(car limy o+ tIn(t) = 0 par croissance comparée), donc lim, ,1+ f(z) = 1 —4 = —3. On en déduit
que f se prolonge par continuité en 1 en posant | f(1) = —3| Et puisque f est impaire d’apres le
résultat de la question précédente, on en déduit que f se prolonge par continuité en —1 en posant
f(=1)=—-f(1) =3}

‘Pensez a utiliser que f est impaire pour gagner du temps sur ce type de question.

4. Etudier la limite de f en +o00 et en —o0.
» A Tl'aide du changement de variable x = % on a:

T—400 t—0+ t

B hm 1/t 1/t—1 B ]_/t _I_ 1 1/t+1
Cosor \ 1/t —1 1/t

o) () e () ()
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’]nutile de factoriser ici, il n’y a pas de formes indéterminées.

Or lim,_,o+ %_t =1 donc lim;_,g+ %_t — 1 =0 et par conséquent :

1 1 1 i ;
m(—)=m(1+(— 1))~ 1) = g o=t
n(l—t) n( +<1—t )> o (1—t > ¢ 0

(en utilisant I’équivalent en 0 d’une fraction rationnelle). De plus % - 1= % ~i 0+ %, donc :
! 1)1 —1 L xt=1
—_—— n ~Y —_— pu—
t 1—¢) 7%
li ! 1)1 L = (1) =
Jlim, exp ; o g =exp(l) =e.
D’autre part, on a :
1 141 1 1
1 141
li - +1)In{— = 1)=e.
o+ (13) e =

Finalement, | lim, ., f(z) = e — e = 0|. Et puisque f est impaire d’aprés le résultat de la question

et par conséquent :

et par conséquent :

2, on en déduit que ‘limxﬁ,oo flz)=—=lim, o f(x) =0 ‘

’ Comme a la question précédente, pensez a utiliser que f est impaire. ‘

Exercice 4

Cet ezercice propose d’étudier la transmission d’un géne par autopollinisation (ou autogamie) chez cer-
taines plantes hermaphrodites (comme le pécher) et de démontrer que ce mode de fécondation favorisé par
Uagriculture est moins riche en diversité génétique que l'interpollinisation (ou allogamie, par exemple par
les animauz ou le vent). On s’intéresse donc a un géne présent sous la forme de deuz alléles notés a et A.
On suppose que le géne est autosomique, ainsi chaque plante autogame peut étre ou bien homozygote (de
génotype aa ou AA) ou bien hétérozygote (de génotype aA). Par autogamie, une plante homozygote donne
une plante homozygote de méme génotype, alors qu’une plante hétérozygote donne des plantes aussi bien
homozygotes (de génotype aa ou AA) qu’hétérozygotes (tout se passe comme la fécondation de deuz plantes
de méme génotype). On suppose qu’un parent hétérozygote transmet ’alléle a ou A de fagon équiprobable,
et que les deuzx alléles transmis sont indépendants. De plus, on néglige les modifications d’information géné-
tique par mutation. Partant d’une plante hétérozygote, on étudie une lignée de générations successives par
autogamie. Pour tout n € N*, on note aa,,, AA, et aA, les événements d’obtenir a la n-iéme génération
les génotypes aa, AA et aA respectivement, et x,, y, et z, leur probabilité respective (donc x1 =y, =0 et
7 =1).

1. On fixze n € N* pour cette question.

(a) Montrer que la probabilité qu’un parent hétérozygote donne par autogamie une plante homozygote
de génotype aa est %, celle de donner une plante homozygote de génotype AA est 71’ et celle de
donner une plante hétérozygote de génotype a A est % En déduire les probabilités conditionnelles
Poa, (aany1), Poa,(AAnq) et Poa, (aAnyq).
» Puisque l'autogamie se passe comme la fécondation de deux plantes de méme génotype, on
peut supposer qu’on part de deux parents hérérozygotes de génotype aA que 'on note H et H'.
On note a (respectivement a’) I’événement que H (respectivement H') transmet l'alléle a, et A
(respectivement A’) I'événement que H (respectivement H') transmet l’alléle A. On a donc les
événements suivants :
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— aNda’ : obtenir une plante homozygote de génotype aa ;

— AN A" : obtenir une plante homozygote de génotype AA;

— (anA)U(ANd) : obtenir une plante hétérozygote de génotype aA.

Puisque une plante hétérozygote transmet l’alléle a ou A de fagon équiprobable, on a P(a) =
P(A) =1 et P(a') = P(A’) = 1. Et puisque les deux alléles transmis par une plante hétérozygote
sont indépendants, on obtient :

1
— P(aﬂa’) :P(a)P(a’) = % X % :;

— PANA) = PP =t x b=
— P((anA)U(ANd)) = Plan A") + P(ANd’) (car les événements a N A" et AN a’ sont
incompatibles) donc P((aNA")U(ANa')) = P(a)P(A)+ P(A)P(d') = 3 X 5+ 35 X 5 = .

2
Enfin, puisqu’on néglige les modifications d’information génétique par mutation, on obtient a

chaque génération :

1 1
Poa,(aani1) = Pland') = , P, (AA, 1) = P(ANA) = ,

P, (aA,1) = P((anA)U(ANd)) = .

1y .
2 2 4 )

(b) Déterminer les probabilités conditionnelles Py, (an11), Pua, (AAns1) et P, (aA,41), ainsi que
Paa,(atni1), Paa,(AAni1) et Paa,(aApiq).
» De méme, on obtient d’aprés les hypothéses de 1’énoncé :

Paan (aan—‘rl) - 7 Paan (AAn—i—l @ Paan aAn-‘,—l = @
Paa,(aani1) = 0], Paa, (AA, 1) =[1], Paa,(aA,1) =10]

(c) Que peut-on dire des événements aa,, AA, et aA, ?
» Les événements aa,, AA, et aA, sont deux a deux incompatibles et leur union forme I’en-
semble de tous les génotypes possibles. Ces trois événements forment donc ‘ un systéme complet d’événe

(d) Justifier précisément que x,1 = T, + izn, Ynt1l = Yn + %zn et Zpi1 = %zn
» Puisque aa,, AA, et aA, forment un systéme complet d’événements (résultat précédent), on

obtient d’aprés la formule des probabilités totales et en utilisant les résultats des questions 1.(a)
et 1.(b) :
Tnp1 = Plaanyr)
= Paa,(aa,1)P(aay) + Paa,(aan 1) P(AA,) + Poa, (aani1) P(aAy)
1 1
= 1><:En—|—0><yn+1><zn:mn—l—zzn;
Yn+1 = P(AATL+1)
= Paan (AAn-l—l)P(aan) + PAAn (AAn—H)P(AAn) + PaAn (AAn-‘rl)P(aAn)
1

Zn = \|Yn + —2n |,

4

1
= Oxxn+1Xyn+Zx

Zn4+1 = P(aAnH)
- Paan (aAn—H)P(aan) + PAAn (aAn—i-l)P(AAn) + PaAn (aAn-‘rl)P(aAn)
1

1
= O0Xz, +0XY,+=X2,=|=2n|
Ty + y+22 22
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On va maintenant déterminer des expressions de x,, Yy, et z, en fonction de n € N* en utilisant
deux méthodes différentes. Les questions 2 et 3 sont donc indépendantes.

2. (1™ méthode)
(a) Ezprimer z, en fonction de n € N*.
» D’apreés le résultat de la question précédente, (z,)nen+ est une suite géométrique de raison %

. 1 n—1
On en déduit donc que Vn € N*, z, = (%) ! Z1 = (5) (car z; = 1).

Attention : la raison est élevée a la puissance n — 1 ici car le premier terme est zy (si le
premier terme est de rang 0, on éléve a la puissance n).

(b) Soit n € N*. Calculer ZZ;% (xp+1— k) de deux maniéres différentes et en déduire une expression
de x,, en fonction de n.

» Soit n € N*. On a :

H
i
L

3

1
(X1 —xp) = 1%k (d’apreés le résultat de la question 1.(d))
k=1 k=1
RN
= 1 (5) (d’apres le résultat de la question précédente)
k=1
121\
= 2 (5) (par linéarité et changement d’indice)
k=0
1\n—1
1 1-6) e suite géometri
= 1 X 1 (somme des termes d’une suite géométrique)

De plus, on reconnait une somme télescopique :

n—1 n—1 n n—1 n—1 n—1
($k+1—$k)=E $k+1—g xk:E lEk—g xk::xn"_g fEk_E $k—$1=-
k=1 k=1 =2 k=1 k=2 k=2

—_

3

B
Il

1

Puisque z; = 0, on en déduit que |z, = % — (%)n i

(¢c) Montrer que ¥Yn € N*, x, =y, et en déduire une expression de y, en fonction de n.
» Démontrons par récurrence que Vn € N* z, = y,. Pour n = 1, le résultat est vrai car
x1 = y; = 0. On suppose que z,, = y, pour un entier n € N* fixé. Alors on a d’aprés les résultats
de la question 1.(d) :
Tl = Tn+ 720 = Yn + 720 = Ynt1.
Le résultat est donc héréditaire pour tout n € N* puis on conclut d’aprés le principe de
récurrence. Par conséquent, on en déduit d’apres le résultat de la question précédente que

Yn = % — (%)n pour tout n € N*.
Ty,
3. (2¢ méthode) Pour tout n € N*, on pose X, = | yn
Zn

(a) Déterminer une matrice M € M3(R) telle que Vn € N*, X, 1 = MX,,.
» D’aprés les résultats de la question 1.(d), on a pour tout n € N* :

Tpnil = Tp + %zn Tpil 1 0 1/4 T
Yni1 = Yo + 32 = | Yo | =0 1 1/4 Un
Zni1l = %zn Zna1 00 1/2 Zn
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10 1/4
cest-a-dire X,,,;1 = M X, avec M= 0 1 1/4
00 1/2

(b) Montrer que ¥Yn € N*, X, = M" ' X,
» Démontrons par récurrence que Vn € N*, X,, = M" ' X,. Pour n = 1, le résultat est vrai car
M1 = M® = I;. On suppose que X,, = M" 1 X, pour un entier n € N* fixé. On a donc d’aprés
le résultat de la question précédente :

Xp1 = MX, = M x (M"'X,) = (M x M" )X, = M"X, = M+)-1X,

par associativité du produit matriciel. Le résultat est donc héréditaire pour tout n € N* puis on
conclut ‘d’aprés le principe de récurrence ‘

1 01
(¢c) Soit P=1 0 1 1 . Montrer que P est inversible et calculer P71,
0 0 —2
» La matrice P est inversible car elle est échelonnée et de rang 3. D’apreés la méthode du pivot
de Gauss, on a :

10 1 1 00
P=|01 1 010 |=1I
00 —2 001
1 01 10 0
011 01 0
001 Ly« —1Ls 00 —1/2
1 00 Ly + Ly — Ly 10 1/2
L=[010 Ly Ly — Ls 01 1/2 =Pt
001 00 —1/2

(d) Montrer que P~*M P est une matrice diagonale D qu’on précisera.

» On a :
10 1/2 1 0 1/4 10 1
P'MP = 01 1/2 0 1 1/4 01 1
00 —1/2 00 1/2 00 -2
10 1/2 10 1/2
= |01 1/2 01 1/2
00 —1/2 00 -1
10 0
= (01 0
00 1/2

Ainsi P7'MP est égale a la matrice diagonale | D = diag (1,1, 3) |

(e) Exzprimer M™ ! en fonction de P, P~', D et n.
» Puisque P"'MP = D, on en déduit que M = PDP~! (en multipliant & gauche par P et

a droite par P~!). Puis en utilisant 1'associativité du produit matriciel, on obtient pour tout
n € N*:

Mt = (PDPT)™!
= (PDP H(PDP YPDP)...(PDP ') (PDP™)

N J/
-~

(n —1) fois

= PD(P"'P)D(P"'P)D(P™'P)...D(P"'P) DP™!

(n — 2) fois

— PD"DP"' (car D(P'P) = DI; = D)

=[PP
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(f) En déduire des expressions de x,, y, et z, en fonction de n.
» D’aprés les résultats des questions précédentes, on obtient pour tout n € N* :

Tn
u | = X,=M"'X,=PD"'PX,
Zn
10 1 10 0\ /10 1/2 0
— o1 1 01 0 01 1/2 0
00 —2 00 1/2 00 —1/2 1
10 1 10 0 1/2
= o1 1 01 0 1/2
00 —2 0 0 (1/2)"1 —1/2
10 1 1/2 1/2 — (1/2)
= [o0o1 1 1/2 = | 12— (/2"
00 —2 —(1/2)" (1/2)"!

On en déduit que |z, =y, = 1 — (%)n et |z, = (%)n_l .

4. A Uaide des résultats précédents, déterminer les limites de x,, y, et z, lorsque n tend vers +oo et
conclure en interprétant ces résultats.
» Puisque % €] —1,1[, on a lim, (%)n =0 et lim, ;o0 (%)n_l = 0. On en déduit d’apres les
résultats précédents que :

. . 1 :
lm z,= lim y,=—=| et lim z,=0|
n—-+oo n—-+oo 2 n—-+oo

Ainsi, en partant d’un parent hétérozygote, la probabilité d’obtenir une plante hétérozygote aprés un
grand nombre de fécondations autogames tend vers 0 alors que celle d’obtenir une plante homozygote
(de génotype aa ou AA) tend vers 1. | L’autogamie ne favorise donc pas la diversité génétique |.
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DS n°8 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1

On considére la fonction f :)0,+o0[— R,z — f(z) = <.
T

1.

2.

© 0N o ;

10.

T

Dresser le tableau des variations de f.

Discuter du nombre de solutions de I’équation f(x) = a d’inconnue x €]0,4o00| en fonction des
différentes valeurs du parameétre a € R.

Justifier que les restrictions de f sur deux intervalles maximaux & déterminer sont bijectives. On
notera g; et gs les bijections réciproques correspondantes.

En donnant une définition par morceaux en fonction de f, g; et go, montrer qu’il existe une fonction
¢ :]0, +00[—]0, +00[ telle que :

V(z,y) €0, 400, px) =y & [(x —y=1) ou (z#yet f(z) = f(y))]-

Etudier la continuité de ¢.

Dresser le tableau des variations de ¢.

Que peut-on dire de pop?

Montrer que ¢ est dérivable sur R* \ {1} et exprimer sa dérivée ¢’ en fonction de .
Donner un équivalent de f(z) — f(1) lorsque z — 1 et en déduire que ¢ est dérivable en 1.

La fonction ¢ est-elle de classe C!?

Exercice 2

On considére la fonction g : R — R,z — g(z) =

1.

AN

x
14 et

Etudier la régularité de g.

Montrer qu’il existe un unique nombre réel a tel que ¢’'(a) = 0.
Etablir que a €]1,2[ et que g(a) = a — 1.

Dresser le tableau des variations de g.

Déterminer I’équation de la tangente a la courbe représentative de g au point d’abscisse 0 et étudier
la position relative de la courbe par rapport a cette tangente.
Montrer que la courbe représentative de g admet des droites asymptotes aux voisinages de 400 et

—oo (dont on donnera les équations) et étudier la position relative de la courbe par rapport a ces
asymptotes.

En utilisant les résultats précédents, représenter schématiquement ’allure de la courbe représenta-
tive de ¢ sur un dessin (sur lequel on fera apparaitre les éléments utiles au tracé).

On considére maintenant la fonction A : R — R,z — h(xz) = 1 + e et la suite réelle (a,,)nen définie par
ap=1etVn €N, a,1 = h(a,). On admet que 2,30 < In(10) < 2, 31.

8.
9.
10.
11.
12.
13.

Prouver que a est I'unique solution de I’équation h(z) = x d’inconnue = € R.
Justifier que 0 <a —1< %

Montrer que pour tout « >1: h(z) > 1, = < h'(z) <0 et |h(x) —a| < 2.
En déduire que pour tout n € N : a, > 1 et |a, — a| < e~ ("D,

Conclure que la suite (a,)nen converge et déterminer sa limite.

Proposer, sans la calculer, une valeur approchée de a & 1073 prés.
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Exercice 3

Afin de concevoir un exercice de cinématique sur un jongleur maladroit, une enseignante de sciences
physiques a besoin de calculer un développement limité. Malheureusement, elle commet de nombreuses
erreurs. Aidez-la & corriger son calcul avant que son collégue de mathématiques ne s’en apergoive (toute
ressemblance avec des personnages réels serait purement fortuite).

ﬂ'aﬂc}uﬂ o MJL | Lmi&m N

+a-1|.‘°;-l,A R, |
D “Lii?ff‘ ERNBAN
| Avec foi=le T J’m!ffa u!;

R Ra R BE Se Ry
; S § |
[ Ll -i%(’_‘i‘)‘_q_xr_,:fl-’#?__ﬂ

1) Donner le nombre de fautes commises dans le calcul, et pour chacune d’entre elles expliquer brie-
vement quelle est I'erreur.

2) Calculer vous-mémes le développement limité recherché.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques

Exercice 1 .

On consideére la fonction f :)0,4+o00[— R,z — f(z) = <
T

1. Dresser le tableau des variations de f.
» La fonction f est dérivable sur |0, +00] comme quotient de fonctions dérivables dont le dénomi-

nateur ne s’annule pas. De plus, Vz €]0, 400, f'(z) = ©4% = £ (z — 1). Puisque & > 0 pour

tout x > 0, on en déduit que f’ est du signe de z +— x — 1, d’ou le tableau des variations de f :

x 0 1 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
f(z) \ /

car lim,_,o+ % = 400 (car % ~2 50 %) et lim, oo % = 400 par croissances compareées.

2. Discuter du nombre de solutions de ’équation f(x) = a d’inconnue x €]0,+o00[ en fonction des
différentes valeurs du parametre a € R.
» Puisque f est continue sur |0, +o0o|, strictement décroissante sur ]0, 1] et strictement croissante
sur [1, +o0[, on en déduit d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires que I’équation
f(z) = a d’inconnue = €]0,4+o00[ a :

— | zéro solution si a €] — 00, €] |;

— |une seule solution sia =e \;

— | exactement deux solutions si a €le, +00]|.

Les solutions de ’équation f(x) = a sont les antécédents de a par f (par définition).

3. Justifier que les restrictions de [ sur deux intervalles mazimauz a déterminer sont bijectives. On
notera gi et go les bijections réciproques correspondantes.

» D’aprés le théoréme de la bijection et les variations de f obtenues a la question 1, les restrictions
floq 210, 1] = [e, +00[ |et| flj1, oo : [1, +00[— [e, +-00[ |sont bijectives. On note | gy : [e, +00[—]0, 1]

et g2 : [e, 00— [1, +00

—

les bijections réciproques correspondantes.

On remarque que si a €le,+oo[, alors gi(a) et ga(a) sont les deux solutions de I’équation
f(z) = a, autrement dit g,(a) est l'unique antécédent de a par f dans |0,1] et go(a) est
Punique antécédent de a par f dans |1, 4o00].

4. En donnant une définition par morceaux en fonction de f, g1 et go, montrer qu’il existe une fonction
¢ :]0, +00[—]0, +00][ telle que :

V(r,y) €], 40P, o(2) =y & [(:c —y=1) ou (v 4y et flx) = f<y>)].
» On suppose qu'il existe une fonction ¢ :]0, +00[—]0, 400 telle que :

V(z,y) €)0, +ool?, ) =y & [(a: —y=1) ou (zAyet f@) = f(y)>]-

Soit (z,y) €]0, +oo[* tel que ¢(z) = y. On considére trois cas.
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1° cas : = €]0,1[. Alors x # y et f(z) = f(y). Puisque a = f(x) €]e, +00] admet exactement deux
antécédents par f, ces deux antécédents sont x = ¢1(a) €]0, 1] et y = g2(a) €]1,4+00] (car y # x
et f(y) = f(z) = a). En particulier, p(z) = y = g2(f(x)).

2¢ cas : © = 1. Alors x = y = 1. En particulier, ¢(1) = 1.

3¢ cas : = €]1,400[. Alors x # y et f(x) = f(y). Puisque a = f(z) €e, +oo[ admet exactement
deux antécédents par f, ces deux antécédents sont = go(a) €]1,4+00] et y = g1(a) €]0, 1] (car
y # x et f(y) = f(z) = a). En particulier, p(z) =y = g1(f(x)).

La partie de la réponse ci-dessus constitue l’analyse. Il n’est pas nécessaire de la faire appa-
raitre sur votre copie, mais c’est cette analyse qui permet d’obtenir la définition par morceauz
de la fonction ¢ :]0, +00[—]0, 400] demandée par I’énoncé. Par contre, la partie de la réponse
ci-dessous, la synthese, doit apparaitre sur votre copie puisque c’est cette synthése qui fournit
explicitement la définition par morceaux de la fonction ¢ :]0, +00[—]0, 400 demandée par

I’énoncé.

On définit par morceaux la fonction ¢ :)0, +00[—]0, +-00[ suivante :

g2(f(x)) stz €]0,1]
QT 1 si x=1

g1(f(z)) si z€]l,+oo]

Attention ici : g1(f(x)) # x et go(f(x)) # © méme si g1 et go sont des bijections réciproques
de f. En fait, on a précisément que g; : [e, +00[—]0,1] est la bijection réciproque de fljoqj :
10,1} = [e, +oo[. Donc g1 (f(x)) = x six €]0,1] (c’est-a-dire gio f = Idjo 1)), mais g:(f(x)) #
x si x €]1,+00[. De méme pour go(f(x)) = x si x € [1,+00[ (c’est-a-dire go o f = Idp joe]),
mais go(f(z)) # x si x €]0,1].

Vérifions que cette fonction ¢ vérifie la propriété de 1’énoncé. Puisque cette propriété est une
équivalence, on doit vérifier deux implications.

Sens direct. Soit (z,y) €]0,+00[? tel que p(x) = y. On considére deux cas.
1 cas : z = 1. Alors y = ¢(x) = ¢(1) = 1 par définition de la fonction ¢. En résumé,
r =1y = 1 dans ce cas.
2¢ cas : v # 1. Alors = €0, 1[U]1, +oo[. Si = €]0,1] alors y = p(x) = g2(f(z)) €]1,400[ par
définition des fonctions ¢ et gs, donc y # xet f(y) = f(g2(f(x))) = f(x) (car fogs =
Idje 4o0)- De méme, si o €]1,+o00[ alors y = ¢(x) = g1(f(x)) €]0,1[ par définition des
fonctions @ et g1, donc y # = ot f(y) = f(g1(f(2)) = f(z) (car o g1 = Idi o). En
résumé, x # y et f(z) = f(y) dés que z # 1.
Finalement, si ¢(x) =y alors (xt =y =1) ou (z #Zy et f(x) = f(y)).
Sens réciproque. Soit (x,y) €]0, +o0o[* tel que (x =y =1) ou (z £y et f(z) = f(y)).
1°er cas : x =y = 1. Alors p(z) = ¢(1) = 1 = y par définition de la fonction .
2¢cas: x £ yet f(x) = f(y). Alors x et y sont les deux antécédents de a = f(x) €|e, +oo|
par f. Or ces deux antécédents sont g;(a) €]0, 1] et go(a) €]1, +o0]. Si z = g1(a) €]0, 1] alors
y = g2(a) = 92(f(2)) = p(2). Si x = go(a) €]1, +00[ alors y = gi(a) = g:(f(2)) = p(x). Par
conséquent, y = p(z) dés que x # y et f(z) = f(y).

Finalement, ¢(z) = y dans tous les cas.

La fonction ¢ :]0, +00[—]0, +oo[ définie plus haut vérifie donc bien la propriété :

V(z,y) €]0, 400, plx) =y & [(x —y=1) ou (z#yet f(z) = f(y))] .
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Cette question était un peu difficile car tres abstraite. Il faut bien comprendre la signification
de la propriété ci-dessus avant d’essayer de répondre. Mais en résumé, la fonction ¢ est tout
simplement la fonction qui associe & chaque x €]0, 400 le deuziéme antécédent de f(z) par
f. Autrement dit, les antécédents de f(x) par f sont les éléments de {g:(f ( ), g2(f(x))} =
{x,o(x)}. Si on fait le méme exercice avec la fonction de départ f : x — x2, on obtiendrait
la fonction ¢ : x — —x.

5. Etudier la continuité de .

» La fonction f est continue sur |0, +o00| car elle est dérivable (voir la question 1), les fonctions
g1 et go sont continues sur [e, +oo[ comme bijections réciproques de fonctions continues (voir la
question 3). Donc ¢ est continue sur |0, 1[U]1, +oo[ comme composée de fonctions continues (voir
la question 4). Pour la continuité de ¢ en 1, on a :

lim g1(y) = g1(e) =1
7161_% fle)=f(1)=e et lgngQ(y) = gole) =1

d’ott par composition de limites :

lim p(z) = lim g(f(2)) =1
im ¢(z) = lim gi(f(z)) =1

z—1+ z—1t

donc  limp(z) =1=¢(1)
z—1

ce qui prouve la continuité de ¢ en 1. Finalement |¢ est continue sur |0, +oo] |.

. Dresser le tableau des variations de .

» Puisque ¢ : [e, +00[—]0,1] et g5 : [e, +00[— [1,400] ont les mémes monotonies que les restric-
tions flj,11 :]0, 1] = [e, +00[ et f| 4o00] : [1, +00[— [e, +00[ respectivement (d’aprés le théoréme de
la bijection, voir la question 3), on déduit le tableau des variations de ¢ (définie & la question 4) de
celui de f (voir la question 1) :

x 0 1 +00
+00
() \1\
0
car lim, ,o+ p(z) = lim, o+ ¢2(f(x)) = lim, 1 ¢g2(y) = 400 par composition de limites et

lim, 400 () = limyy 100 g1 (f () = limy 100 g1(y) = 0T par composition de limites.
. Que peut-on dire de pop ?
» Soit = €]0, +o00[. On considére trois cas.

1°* cas : = €]0,1[. Alors p(x) = g2(f(2)) €]1,+00[ et par conséquent p(p(x)) = gi1(f(p(x))) =
1(f(g2(f(2)))). Or fo gy =1Idj 4eof €t g1 © f = Idjg 1}, donc :

plp() = g1(f(92(f(2)))) = gs(f(2)) = .

=f(z) car =z car
f(m)(e[i,ﬂo[ z€]0,1]
2° cas : o = 1. Alors p((x)) = plp(1)) = ¢(1) = 1 = car (1) = 1.

3¢ cas: x €]1,+oo[. Alors ¢(z) = g1(f(x )) €]0, 1] et par conséquent p(p(x)) = g2(f(p(z))) =
92(f(9:(f(2)))). Or fogs = Idje 100 €t g2 0 f = Id}1 oo, donc :

e(p()) = g2(f(91(f(2)))) = g2(f(2)) = =.

.
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Ainsi ¢(¢(z)) = = dans tous les cas. On en déduit que | 0 ¢ = Idjg o0 |

Ce résultat est intuitif si on a bien compris [’énoncé : puisque la fonction ¢ associe a chaque
x €]0, 400 le deuziéme antécédent de f(x) par f, si on applique deuz fois ¢ a x on retrouve
bien x qui est l'un des deux antécédents de f(x) par f.

8. Montrer que ¢ est dérivable sur R* \ {1} et exprimer sa dérivée ¢’ en fonction de .

» La fonction f est dérivable sur R% \ {1} (voir la question 1) et Vo € R \{1}, f/(z) = S(z—1) #£ 0.
Donc ¢ et g, sont dérivables sur ]e +oo[ comme bijections réciproques de fonctions dérivables (voir
la question 3). De plus :

1

N o P —
Yy Eletocl Gi) = e et (1) = Fros

Attention de ne pas oublier de préciser que la dérivée f' de f ne s’annule pas pour justifier
que les bijections réciproques de [ sont dérivables.

Donc | ¢ est dérivable sur ]0, 1[U]1, +-00[= R% \ {1} | comme composée de fonctions dérivables (voir

la question 4). De plus :

Vi 6]0, 1[’ 30,(]:) = (92 o f)l(l’) = f/<l’)gé(f<x>> - f/(g]:((;f)x))) - f/{;[EZ;:L),))
f’(xg f'(z)

Va €)1, +ool, ¢'(z) = (g1 o f)(z) = fl(2)gi(f(z)) = o (f(2) - I(e(2))

Dans tous les cas, on obtient :

/ T % r—1 e’ xT 2 r—1
Va €]0, 1{U]1, +oo[= R\ {1}, ¢(z) = f’](:zg(az)) = o ((go(x) _> 1) T @ 52(;(; - 1;
o(z)?

On peut se contenter de cette expression de @' en fonction de @ qui répond a la question de
l’énoncé. Mais on peut aussi simplifier astucieusement ce résultat comme suit.

e ()

Or f(z) = f(p(x)) par définition de la fonction ¢ (voir la question 4) donc £ = @ Ce qui donne

e®

ol so( 5 et finalement :

Vo e R%\ {1}, ¢/(z) = X 1) _ | e = ? .

9. Donner un équivalent de f(x) — f(1) lorsque x — 1 et en déduire que ¢ est dérivable en 1.

» Pour obtenir un équivalent de f(z) — f(1) lorsque = — 1, on utilise un développement limité de
f(1+h)— f(1) lorsque h — 0 :

f+h)=f(1) =

n
(o)
_ ([1+h+_+0h2%0(h)] X [1—h+h?+ op0(h?)] —1)
(-
“h2 4

1
(1 —1+4 2) h? + op_0(h?) — 1)

9 Oh—>0(h )
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10.

On doit utiliser des développements limités d’ordre au moins 2 ici car l’équivalent recherché
est de degré 2. Notez que c’est le seul «grosy calcul de tout l’exercice, les autres questions
font seulement appel a la réflexion.

Finalement, on obtient avec le changement de variable h = x — 1 :

e

fla) = f(1) ~ |5(@—1)%|

x—1 2

Pour étudier la dérivabilité de ¢ en 1, on étudie les limites du taux d’accroissement & gauche et a

droite. X ,
e e | glf(a) -
r—1— r—1 1 z—1— rx—1 1
o e ) -
r—1t r—1 z—1t r—1

Puisque lim,_,1- g2(f(z)) = 17, on obtient avec le changement de variable X = go(f(x)) :

(@) -1) = S(X =12~ F(X) = f(1) = fleaf @) ~F(1) = F) ~ (1)
z—1 \TV—/
f o;f:(ﬁ[:irw[
m—’:Jr g(x—1)2.

Puisque go(f(x)) —1 >0 et z — 1 < 0 pour tout = dans un voisinage a gauche de 1, on obtient en
passant a la racine :

Jog -1 |s(ete@)-1)

= lim = — lim = —

@) ~1
Sw—1)

rz—1~ r—1 rz—1~ o (lL‘ o 1)2 r—1—

En raisonnant de méme avec lim, 1+ g1(f(x)) = 17, on obtient :

-1 e -1 s 1)

= — lim = -1

li
1m ([L‘ _ 1)2

z—1t rz—1 z—1t (17 _ 1)2 z—1t

Ainsi ¢ est dérivable a gauche et a droite en 1 avec ¢ (1) = (1) = —1, par conséquent

dérivable en 1 avec ¢'(1) = —1|.

La deuxieme partie de cette question, a savoir la dérwabilité de ¢ en 1, était tres astu-
cieuse. 1l faut tout d’abord écrire ce que l'on veut, puis penser a utiliser I’équivalent obtenu
précédemment avec les changements de variable X = go(f(x)) et X = g1(f(x)).

La fonction ¢ est-elle de classe C' ?

» D’aprés les résultats précédents, la fonction ¢ est de classe D! sur ]0, +oo[= R?% . D’apres le
résultat de la question 8, ¢ est de classe C' sur R% \ {1} (car ¢’ est continue sur R* \ {1} comme
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas). De plus, on a :

oy @1 1 1
') =l oy =)~ | 5 el x e
1

ce qui prouve la continuité de ¢’ en 1. Finalement | ¢ est de classe C* sur 0, +oo[=R% |.
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Exercice 2

On considére la fonction g : R — R,z — g(z) =

x
C14er

1. Etudier la régularité de g.

» Puisque Vx € R, e* > 0, on en déduit que ’ g est de classe C* sur R |comme quotient de fonctions
de classe C* dont le dénominateur ne s’annule pas.

. Montrer qu’il existe un unique nombre réel a tel que g'(a) = 0.

» On a:
(1+¢e*) — ze®

(1 +e%)?
Onpose f: R =R,z — f(x) =1+ " — ze” afin que ¢'(a) = 0 & f(a) = 0. La fonction f est de
classe C* comme somme de fonctions de classe C*°, et :

Ve eR, ¢'(z) =

Ve e R, f'(x) =0+e" — (" + ze®) = —ze®.

On en déduit le tableau des variations de f :

x —00 0 a 400
f'() + 0 -
2 v
\
o | T
1 —00

car lim, , (1 +¢e* —ze”) =140 — 0= 1 par croissances comparées et lim, (1 + e* — ze®) =
1+lim, 4 oo (1—2x)e* = —oo. En particulier, on en déduit d’apres le corollaire du théoréme des valeurs

intermédiaires qu" il existe un unique nombre réel a‘ tel que f(a) = 0 et donc |tel que ¢'(a) =0

N’hésitez pas a poser des fonctions auziliaires (ici f) pour démontrer ce que vous souhaitez.
De plus, allez toujours au plus simple. Ici, puisque le dénominateur de ¢’ est strictement
positif, il est inutile d’étudier ¢g”, I’étude du numérateur de g' suffit.

. Etablir que a €]1,2] et que g(a) =a — 1.

» En utilisant la fonction f de la question précédente, on a f(1) =14+e—e=1>0et f(2) =
1+e*—2e*=1—-¢€?> <0 (car e > 1). On en déduit d’apres le tableau des variations de f et le
théoréme des valeurs intermédiaires que |a €]1,2[|. De plus, on a :

0= f(a)=1+e"—ae" =1+ (1 —a)e"

donc 1+ e* = ae® et e* = a—il Par conséquent :

. Dresser le tableau des variations de g.

» Puisque Vx € R, ¢'(z) = (1’_[::2)2, g est du méme signe que f. On déduit donc le tableau des

variations de g de celui de f :

x —00 a —+00
g'(z) + 0 -
a—1
g9(x)
o / \ 0
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car limg, oo 257 = —00 (car T ~a—y—oco x) et lim, oo 1= = 0 par croissances comparées (car
1_,_% ~rx—+oo elz)

5. Déterminer [’équation de la tangente a la courbe représentative de g au point d’abscisse 0 et étudier
la position relative de la courbe par rapport a cette tangente.

» Pour étudier la tangente a la courbe représentative de g au point d’abscisse 0, on utilise un
développement limité de g en O :

X

1+e®
x
24+ 0p0(x)

T 1
= —X

AT
X (1 — (g + om_m(x)) + ogg_m(x))

- Z + 0:6—)0(172)'

g(z) =

N8 NoIK

Il est suffisant d’utiliser les développements limités d’ordre 1 des fonctions t — et et t — %H

L objectif est d’obtenir un développement limité de g avec un terme non nul de degré au
moins 2, ce qui est bien le cas ici.

Ainsi la tangente & la courbe représentative de g au point d’abscisse 0 admet pour équation |y =

V]

et la courbe se situe ‘au—dessous de cette tangente au voisinage de 0|,

6. Montrer que la courbe représentative de g admet des droites asymptotes auzr voisinages de +oo et
—o0o (dont on donnera les équations) et étudier la position relative de la courbe par rapport & ces
asymptotes.

|~

» Pour étudier les asymptotes a la courbe représentative de g, on considére la fonction x +— zg (x)
lorsque x — 0~ et lorsque z — 07 :

N 1z 1
YN\Z) T s T Txele

=0,onaen (0" :

xg (%) =1—eY" 40, - (el/z)

ce qui donne avec le changement de variable X = 1/x :

Puisque lim,_,- €'/*

g(X) =X — XeX +ox_oo (XeX).

Puisque limy_,_o XeX = 0 par croissances comparées, on en déduit que la courbe représentative
de g admet pour asymptote en —oo la droite d’équation y = x et la courbe si situe au-dessus de
cette asymptote au voisinage de —oo (car —Xe* > 0 lorsque X — —o0).

1

St on essaie d’écrire le développement limité de xg (;) lorsque © — 07, on obtient que

xg (%) =1+ 0,0~ (2") pour tout ordre n € N (car lim,_,o- e;# = 0 par croissances compa-
rées). On retrouve bien l'équation de 'asymptote. Mais puisqu’il n’existe pas de terme non
nul de degré au moins 2 dans ce cas, le développement limité ne permet pas d’étudier la
position relative de la courbe par rapport a son asymptote.

Puisque Vn € N, lim, o+ m = 0 par croissances comparées, on a en 07 :

1
Vn €N, zg <E) =0+ 0,0+ (")
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ce qui donne avec le changement de variable X = 1/z :

1

Puisque limx_, 4 ﬁ = (0 pour tout n > 2, on en déduit que la courbe représentative de g admet

pour asymptote en 400 la droite d’équation et la courbe se situe‘ au-dessus de cette asymptote

au voisinage de +oo‘ (car g(X) = H% > 0 lorsque X — 400).

7. En utilisant les résultats précédents, représenter schématiquement [’allure de la courbe représentative
de g sur un dessin (sur lequel on fera apparaitre les éléments utiles au tracé).
» D’aprés les résultats précédents, I’allure de la courbe représentative de g est donnée par le schéma
suivant :

Les éléments importants a faire apparaitre sur le schéma sont : le mazimum g(a) = a — 1
atteint en a €]1,2[, les variations de g (croissante a gauche de a et décroissante a droite),
la tangente au point d’abscisse 0 et le fait que la courbe est au-dessous de sa tangente au
voisinage de 0, les asymptotes en —oo et +o0 et le fait que la courbe est au-dessus de ses
asymptotes au voisinage de —oo et +00.

On considére maintenant la fonction h : R — R,z +— h(z) =1+ e " et la suite réelle (a,)nen définie par
ap =1 etVn €N, a,y1 = h(a,). On admet que 2,30 < In(10) < 2, 31.
8. Prouver que a est l'unique solution de [’équation h(x) = x d’inconnue x € R.
» En utilisant la fonction f introduite a la question 2, on remarque que Vx € R, h(z)—z = 1+e % —
r=e "(e*+1—xe”) = e f(x). En particulier, h(x) = x < f(x) = 0. Puisque a est 'unique nombre
réel tel que f(a) = 0, on en déduit que |a est I'unique solution de 'équation h(z) = = d’inconnue

[z R}

Pensez a réutiliser ce que vous avez déja démontré. Ici, c’est une perte de temps d’étudier la
fonction x +— h(z) — x.

9. Justifier que 0 < a—1< %

» Puisque a €]1,2[ d’aprés le résultat de la question 3, on a en particulier que a — 1 > 0. De plus,

a = h(a) =1+ e d’apreés le résultat de la question précédente, donca —1 =¢e7% < e ! = % car

la fonction x — e™* est strictement décroissante. En résumé, |0 <a—1 < % !
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€ €

» Soit # > 1. Puisque e > 0 ona h(z) =1+e* > 1 Onah/(z) =—e® <0 et puisque la
0

fonction ¢ — —e~" est croissante : 1/(z) > h/(1) = —1. En résumé, | —1 < W/(z) <

10. Montrer que pour tout x > 1 : h(z) > 1, =L < h'(2) <0 et |h(z) —a| < L.
e

. Enfin, puisque

™

la fonction h est décroissante, on a

1
lJirmhzlgh(a:)Sque_l:h(l) donc (1 —a)<h(z)—a<(l—a)+-.
o (&

Or —1 < (1 —a) < 0 d’apres le résultat de la question précédente done —1 < h(z) —a < 2 et on

o |~

en déduit que | |[h(z) —a| < 1|,

11. En déduire que pour toutn € N : a, > 1 et |a, —a| < e "V,

» Montrons par récurrence que pour tout n € N : a, > 1 et |a, —a| < e~ Pour n = 0, on a
ag=1let|ag—al =[l—a|=a-1< 1 =e"!=e" O dapres le résultat de la question précédente.
Donc la proposition est vraie pour n = 0. On suppose maintenant la proposition vraie pour un
entier n € N fixé. Alors a, 11 = h(a,) > 1 d’aprés le résultat de la question précédente (car a,, > 1
par hypothése de récurrence). De plus, |a,+1 — a| = |h(a,) — h(a)| et | (z)| < L pour tout z > 1
d’aprés le résultat de la question précédente. Puisque l'intervalle compris entre a,, et a est inclus
dans [1, +oo[, on en déduit d’aprés l'inégalité des accroissements finis que :

1

|ans1 — al = [h(an) — h(a)| < - |an, — al
ce qui donne en utilisant ’hypothése de récurrence :
—(n+1) —1,—(n+1) _ —((n+1)+1)

1
a1 —al < - xXe =e e e :
e

Ainsi la proposition est vraie au rang n+1 dés qu'elle est vraie au rang n. On en déduit qu’ elle est vraie |
pour tout entier n € N d’aprés le principe de récurrence ‘

Ce type de récurrence utilisant l'inégalité des accroissements finis (le plus souvent pour des
suites définies par récurrence a l'aide d’une fonction dont on sait borner la dérivée) est TRES
classique. Il faut savoir repérer et répondre a ce genre de questions.

12. Conclure que la suite (a,)nen converge et déterminer sa limite.

» Puisque lim, e~ = 0, on déduit du résultat précédent que lim,, 4o ap, = a‘ d’aprés le
théoréme d’encadrement.

13. Proposer, sans la calculer, une valeur approchée de a & 1073 prés.

» D’aprés le résultat de la question 11, a, est une valeur approchée de a & e~ ™Y prés pour tout

entier n € N. Pour obtenir une valeur approchée de a a 1072 prés, il suffit donc de déterminer un
entier n € N tel que e~ Y < 1073. Or on a :

et <1078
& —(n+1)<In(107%) (car In est strictement croissante)
& n+1>3In(10)
< n>3In(10) — 1.

De plus, In(10) < 2,31 donc 3In(10) — 1 < 5,93. Ainsi pour tout n > 6, a, est une valeur approchée
de a a 1072 pres. 11 suffit donc de prendre par exemple .

Attention a vos raisonnements. Ici on cherche une condition suffisante pour n, donc on a
seulement besoin de la magjoration In(10) < 2,31. La minoration 2,30 < In(10) donne une
condition nécessaire pour n (qui est n > 3 x 2,30 — 1 = 5,90). Cette minoration ne permet
donc pas de répondre a la question de [’énoncé, mais permet de justifier que n = 6 est le plus
petit entier tel que a, est une valeur approchée de a o 1073 pres.
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Exercice 3
Afin de concevoir un exercice de cinématique sur un jongleur maladroit, une enseignante de sciences
physiques a besoin de calculer un développement limité. Malheureusement, elle commet de nombreuses
erreurs. Aidez-la a corriger son calcul avant que son colléque de mathématiques ne s’en apercoive (toute
ressemblance avec des personnages réels serait purement fortuite).

s ok it e

Caldull di CLLWMW JA'J_J..”\W:':'.E: cle. \lﬁq-'e_'t

.

.c:-‘i?ﬁl-&}k‘; (2 '[Di,kiL: Eiu& I_}é‘ﬁktﬂ '-l,.rﬁ:{,l:IL-.L{I. -.’in., 3'('_#

j-"w Lﬁdﬂ*ﬂﬂﬂw# Astiels | |

e .
'S A#M+M_A.,+{f~__,+g{,b_) |
2 i
| | |
ﬂ@? -=A*1;__1=_H.M,( ) ]
- . -
! - i
| A ’ 1
L AvaE = e j’ablnw: |
'_-?!'_ | ]’_I"" | k- [
:'E* = .-"l—-—t-.._!-f'__- n— .—_hﬁ(ﬂ'.—)

I A2 |

| |

Avee = e T lohguy |
W ,,ui(,x_h CSSEEARN %))

—

, : AT

! | ;—‘%.(”""_‘%*?*"[”“’?)
i RS RS E IRR |

L%'(zﬁ_il AR ﬂl{la))

1) Donner le nombre de fautes commises dans le calcul, et pour chacune d’entre elles expliquer brié-
vement quelle est l’erreur.

» Les fautes commises dans le calcul sont par ordre d’apparition :

1

1. Dans le DL3(0) de u — e, le coefficient du terme de degré 3 n’est pas = mais 3, =5

2. Puisqu’on recherche le DL3(0) de la fonction « — /1 + e~*, on doit utiliser des développements
limités a l'ordre 3 de chaque fonction qui la compose. En particulier, il faudrait écrire le DL3(0)
de v — /1 + v et non son DLy (0).

3. Il y a une erreur de signe lors du changement de variable u = —z pour le DL3(0) de z — e :

le terme de degré 2 n’est pas —%- mais o) ) = —|—

4. Puisqu’on utilise le developpement hmlte en 0 de v — /1 + v, on doit effectuer un changement
de variable tel que lim, ,ov = 0. Le changement de variable v = e™* est donc incorrect car
lim, ,oe™ =1#0.

2

2
5. Il manque des termes lors du développement de (1—2z—% — 3”3—3 + ox_>0(1:3)) . Le coefficient

2

du terme de degré 2 n’est pas —1 mais —1 —|— 1—1=—-1+1=0.De méme, le terme de degré
3 n’est pas —% mais —%+%+%—%—__+1_

wlr—twh_./\
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6. Il y a une erreur de calcul lors de la somme des développements limités a la derniére ligne. Le

coefficient du terme de degré 2 n’est pas —i—% mais —i — % (—1) = —%.

On peut aussi compter Uerreur n® 5 comme deux fautes (mais la cause de l'erreur est identique
pour les deux coefficients).

2) Calculer vous-mémes le développement limité recherché.

» On a:
u ur ol 3
€ :1+U+?+€+0u_>0(u)
voov? v Ly (-1)x (=2 1
\/1-{-@:(1+U)1/2:1+§_§_|_1_6+0v_>0(u3) car 2 (2 ?3! (2 ):1_6
De plus :
e s —1 et —1
e~% = er—1)= X avec lim =0.
Vides =12+ (7—1)=V2 \/1+( ) 1 0
2 z—0 2
En posant © = —x, on obtient :

et —1 1 —x)? —x)3 x  x? 3

e -1
2

puis en posant v = , on obtient :

1 (2% 28 28 N 1 z3 N (%)
—— |l === — | —= 0z—0 (T
s\4 8 8) 16\ 38 -0
11\, 11 1 ;s
+(8 32)3”" +< 21 3 128)36 +0H°(x)>
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DS n°9 de mathématiques

durée : 3 heures

Probléme
Pour un entier naturel non nul n donné, on considére une urne contenant 2n boules numérotées et indis-
cernables au toucher :

— n boules numérotées 0

— et les n boules restantes numérotées de 1 a n.
On effectue au hasard et sans remise deux tirages successifs d’'une boule dans cette urne. On note X le plus
grand des deux numeéros obtenus et Y le plus petit. Ce probléme a deux objectifs indépendants : calculer
les espérances de X et Y, et calculer la probabilité de I'événement (X =Y + 1).

Partie 0 : préliminaire. On note A le premier numéro tiré et B le deuxiéme.

1. Déterminer ’ensemble des valeurs possibles prises par A et B.

n+1
-

2. Déterminer la loi de probabilité de A et en déduire que son espérance est égale a
3. Justifier briévement que B a la méme loi de probabilité que A et en déduire son espérance.
4

. Exprimer la probabilité conditionnelle P4—,) (5B = b) en fonction de n en distinguant plusieurs
cas selon les différentes valeurs de (a,b) € {0,1,...,n}>.

Partie 1 : calcul des espérances de X et Y.
1. Déterminer I’ensemble des valeurs possibles prises par X.
2. Calculer la probabilité de I’événement (X = 0).
3. On fixe un entier k € {1,2,...,n} pour cette question.

(a) Justifier précisément que :

k—1 k-1
P(X =k)=P(A=k)Y Pu-p(B=0)+> P(A=a)Pu-y(B=F).
b=0 a=0
(b) En utilisant les résultats du préliminaire, en déduire que P(X = k) = n”(;fjll)
4. Déduire des résultats précédents ’expression de ’espérance de X en fonction de n.
5. En remarquant que X +Y = A+ B, montrer que E(Y) = %.
6. Donner un équivalent simple de % quand n tend vers l'infini et interpréter ce résultat.

Partie 2 : calcul de la probabilité de ’événement (X =Y + 1).

1. Justifier précisément que :

P(X=Y +1)= Xn: [P(A — k)Puy(B=k—1)+ P(A=k—1)Pay 1 P(B = k)].

2. En utilisant le préliminaire, donner une expression simple de la probabilité P(X =Y + 1) en
fonction de n.
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Exercice 1

Le but de cet exercice est d’obtenir un développement asymptotique en 1 de la bijection réciproque de la
fonction sinus que I'on notera arcsin, c’est-a-dire de déterminer une approximation de arcsin(z) lorsque x
est au voisinage de 1 a l'aide de fonctions usuelles.

1. Rappeler le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction arcsin.
2. Calculer la dérivée de arcsin sur son domaine de dérivabilité (on simplifiera son expression le plus
possible).

3. La fonction arcsin admet-elle un développement limité a 'ordre 1 en 17 En déduire que le dévelop-
pement asymptotique recherché n’est pas un polynéme non constant.

4. On considére la fonction f : [0,1] — R, h +— arcsin(1 — h?).

(a) Montrer que f est de classe C! sur ]0, 1] et que VA €]0,1], f'(h) = \/%22/2
(b) Justifier que Vh €]0,1], 3e, €]0,h[, f(h) —F = hf'(cp).

(¢) En déduire que f est dérivable en 0, puis que f est de classe C* sur [0, 1].
(d) Calculer le développement limité a 'ordre 5 en 0 de f’.
(e) En déduire le développement limité a 'ordre 6 en 0 de f.

5. Conclure que pour tout x au voisinage de 1 :

arcsin(z) = g —V1-—=x (\/5—1— g(l —z)+ %(1 - x)2> + 0241 ((1 - 1’)3) :

Exercice 2
On considere 'application suivante :

QY R* — R3
Y1 = T+ 229+ 3w3 +4ay
7 = (21, T2, x3,24) +— @ (?) = 7 = (y1,Y2,y3) ol Yo 1 + 4xy + 223 + 314
Ys = 2$1 + 61’2 + 51‘3 + 71’4

et on propose d’étudier les ensembles suivants :
_>
Ker(p) = {7 € R [p(F) = T} et Im(p) = {¥ =9 (), T cR'}.

1. Montrer que Ker(yp) et Im(p) sont des sous-espaces vectoriels (on précisera pour chacun de ces
ensembles de quel espace vectoriel il est un sous-espace vectoriel).

a) Déterminer une base Bk de Ker(y) et en déduire la dimension de Ker(¢p).
L’application ¢ est-elle injective ? Justifier votre réponse.
Déterminer une base By, de Im(y) et en déduire la dimension de Im(¢p).

(

(b)

(a)

(b) L’application ¢ est-elle surjective ? Justifier votre réponse.

(a) La famille B, est-elle une base de R*? Justifier votre réponse.
(b)

Pour chacun des vecteurs 3/ de la famille By, déterminer un vecteur 2 € R* tel que ¢ (7)) = 7.
On notera By, la famille de vecteurs obtenus.

(c) Montrer que la famille formée des vecteurs de B, et ceux de Bf, est une base de R*.
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Corrigé du DS n°9 de mathématiques

Probléme
Pour un entier naturel non nul n donné, on considére une urne contenant 2n boules numérotées et indis-
cernables au toucher :

— n boules numérotées 0

— et les n boules restantes numérotées de 1 a n.
On effectue au hasard et sans remise deux tirages successifs d’une boule dans cette urne. On note X le plus
grand des deux numéros obtenus et Y le plus petit. Ce probléeme a deux objectifs indépendants : calculer
les espérances de X et'Y, et calculer la probabilité de I’événement (X =Y +1).

Partie 0 : préliminaire. On note A le premier numéro tiré et B le deuxieme.

1. Déterminer l’ensemble des valeurs possibles prises par A et B.
» Puisque les boules sont numérotées de 0 & n et que tous les entiers entre ces deux bornes sont

utilisés, 'ensemble des valeurs possibles prises par A est [{0,1,...,n}| Il en est de méme pour
B car les deux boules sont tirées dans la méme urne.
2. Déterminer la loi de probabilité de A et en déduire que son espérance est égale a ”TH.

» D’apreés I’énoncé, la loi de probabilité de A est donnée par :

PA=0) ==L ot Vke{i2.. .0}, PA=k) =—

=0)=5-=5 ¢ 2, ...}, =k)=5.

L’espérance de A est donc égale a :

= 1 K, 1 1< 1 nn+1) |n+1

E(A) = EP(A=k)=0-= k— = — k=—- = :
(4) kz:; ( ) 2 * — 2n  2n — 2n 2 4

3. Justifier brievement que B a la méme loi de probabilité que A et en déduire son espérance.
» Effectuer deux tirages successifs sans remise d’une boule revient a effectuer un tirage si-
multané de deux boules puisque la premiére boule tirée est différente de la deuxiéme. Ainsi,
‘les lois de probabilité des deux numéros obtenus sont identiques ‘ En particulier :

E(B) :ikp(B:k):ikP(A:k):E(A) _ ”Il |

4. Ezprimer la probabilité conditionnelle Pia—q)(B = b) en fonction de n en distinguant plusieurs
cas selon les différentes valeurs de (a,b) € {0,1,...,n}>.
» Soit (a,b) € {0,1,...,n}?. On a par définition des probabilités conditionnelles :
P((A=a)Nn(B=0b)) P(A=aet B=0)

Pla—a(B=1) = P(A=a) ~ P(A=a)

On considére cing cas possibles selon que a et b soient égaux entre eux ou non et qu’ils soient

nuls ou non.

— Sia=b=0,alors P(A=0)=1ect P(A=0et B=0) = 22?217:—1)1) donc

2n(n —1) n—1
Piaoy(B =0) = = .
(4=0)(B =0) om(2n—1) 2n—1

—Sia:b#O,alorsP(A:a)zﬁetP(A:aetB:a):WS_I)donc

P(A:a)(B = a) =0.
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—SiazOetb%O,alorSP(Azo):%etP(A—OetB—b)—mdonc
2n 1
Piaco)(B = b) = _ .
(4=0)(B =) m(2n—1) 2n—1
—Sia;éOetbzo,alorsP(A:a):%etP(A—aetB—O)—mdonc

2n? n
n(2n —1) 2n—1

Pia—a)(B =0) =

—Sia%b,a%()etb;é(),alorsP(A:a):%etP(A—aetB—b) Wdonc

2n 1
P —a B == b = = .
(a=a)( ) m@2n—1) 2n—1
Finalement, on a :
271;11 si a=0b ; 0
0 si a=0#0
Pia—a)(B =b) = .

(A=a) 27}71 si a#betb#0
s si a#0etb=0

Partie 1 : calcul des espérances de X et Y.

1. Déterminer l’ensemble des valeurs possibles prises par X.
» Puisqu’il existe plusieurs boules numérotées 0, ’ensemble des valeurs possibles prises par X
est aussi [{0,1,...,n}|

En toute rigueur, l’ensemble des valeurs possibles prises par X est seulement {1} et
non {0,1} sin = 1 (mais ce cas particulier o l'urne ne contient que deuz boules est
inintéressant puisque X =1 et Y = 0 avec des lois certaines).

2. Calculer la probabilité de I’événement (X = 0).
» Si X = 0 alors nécessairement ¥ = 0 et donc A = B = 0. Réciproquement, si A = B = 0
alors X = 0. On en déduit que :

n-(n—1) | n—1
2n-(2n—1) |2(2n—1)

P(X=0)=PA=0et B=0)=

Attention pour ce genre de justification de ne pas se contenter de la premiére phrase qui
affirme seulement que (X = 0) C (A =0)N (B =0) et donc que P(X = 0) < QZE;LH 1)1)
Pour justifier I’égalité, il faut préciser la réciproque.

3. On fize un entier k € {1,2,...,n} pour cette question.
(a) Justifier précisément que :

P(X = k)= P(A= k)Y Pacy(B=b)+ 3 P(A = a)Play(B = b).

b= a=0
» Puisque A et B ne peuvent pas étre égaux a k en méme temps, on a :

(X=k)=(A=ket B<k)U(A<ket B=k)
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et puisque cette union est disjointe :

P(X =k = P((A:k:)ﬂ(B<k;)> +P<(A<k:)ﬂ(B:k:)>
= ZP((A:k)ﬂ(B:b)) +ZP((A:a)ﬂ(B=k)>
k-1 k—1
= P(A = k)Puacky(B=b)+ Y P(A = a)Pua)(B = k)
= |P(A=k)Y Pupy(B=b)+ Y P(A=a)Puq(B=k)
b=0 a=0

en utilisant que les événements (A = a) et (B = b) forment deux systémes complets d’évé-
nements et d’apres la formule des probabilités composées.

(b) En utilisant les résultats du préliminaire, en déduire que P(X =

_ ntk-1
k) o n(JZFn—l) :

» En utilisant I'expression de la probabilité conditionnelle P4—,) (B = b) obtenue dans le
préliminaire, on obtient d’aprés le résultat précédent :

E

-1

P(X:k‘) = P(A:k)P(A:k)(B:0)+P(A:]€) P(A:k)(B:b)
b=1
k-1
+P(A=0)Pa-)(B=k)+ Y P(A=a)Puq(B=k)
a=1
_1n1k_11+11+§11
21 21 2m&=2n-1 2 2n—1 “\2n 2n-1
B Lo k=t 1k
22n—1) 2n(2n—1) 22n—1) 2n(2n—1)
_ntk-—1
n@2n—-1)]

4. Déduire des résultats précédents ’expression de [’espérance de X en fonction de n.

» On a d’apres les résultats précédents :

Zn: kP(X =

n—l

2(2n - 1)

E(X) =

ﬁ<
(e

n+k—1
Zk (2n —1)

(n—1) Zk—i—iﬁ)
k=1

n—|—1) n(n+1)(2n+1)
- -
n(2n — 6
= ——BR*-1)+2n°+3n+1
6(2n—1)( )+ (2n° +3n+1))
B 5n? +3n — 2
| 6(2n—1)
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5. En remarquant que X +Y = A+ B, montrer que E(Y) = 6(7;2—_11)'

» Puisque X +Y et A+ B sont égales a la somme des deux numéros obtenus, on a par linéarité
de 'espérance :

EX)+EY)=FEX+Y)=FEA+B)=FE(A)+ E(B).
D’ou en utilisant les résultats du préliminaire et celui de la question précédente :
EYY) = E(A)+ E(B) - E(X)
n+1 n+1 5n2+3n—2

- Ty TG 6(2n—1)
S (3(n+1)(2n—1) — (5n* + 3n — 2))
6(2n —1)
B n?—1
o 6(2n—1)]
6. Donner un équivalent simple de % quand n tend vers linfini et interpréter ce résultat.

» On a d’apreés les résultats précédents :
E(X) 5m*+3n—2 5n?
E((Yi = aoy e o = 18
Ainsi, lorsque n est trés grand, ’espérance du plus grand numéro obtenu est cing fois plus grande
que celle du plus petit.
Partie 2 : calcul de la probabilité de ’événement (X =Y + 1).
1. Justifier précisément que :

PX=Y+1)=) [P(A — k)Puy(B=k—1)+P(A=k—1)Py__yP(B = k)].
k=1
» Si X =Y +1alors X =ketY =k —1 pour un certain entier £ € {1,2,...,n}. On a donc
d’aprés la formule des probabilités composées :

PX=Y+1) = iP((X:k)ﬂ(Y:k—1)>

= Y |[P(A=mnB=k-1)+P((A=k-1)N(B=h)]

-y [P(A — k) Pui(B=k—1)+ P(A=k — 1)Puy_1)P(B = k;)} .
k=1

2. En utilisant le préliminaire, donner une expression simple de la probabilité P(X =Y + 1) en
fonction de n.
» En utilisant I'expression de la probabilité conditionnelle P4, (B = b) obtenue dans le
préliminaire, on obtient d’apres le résultat précédent :

P(X:Y+1) = P(A:1)P(A:1)(B:0)+P(A:0)P(A:0)(B:1)

+ Zn: [P(A — k)Pagy(B =k —1)+ P(A=k — 1) Pu—p_1)P(B = k)}

_t o.n 11 +z”: 1 L1 1
2n 2n—1 2 2n—1 ~[2n 2n—1 2n 2n-1
1 n—2+1
= +
2n—1  2n(2n—1)
1
o n
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Exercice 1

Le but de cet exercice est d’obtenir un développement asymptotique en 1 de la bijection réciproque de la
fonction sinus que l’on notera arcsin, c¢’est-a-dire de déterminer une approximation de arcsin(z) lorsque x
est au voisinage de 1 a l'aide de fonctions usuelles.

1. Rappeler le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction arcsin.

et dérivable sur 'intervalle

—

» La fonction arcsin est définie et continue sur intervalle fermé| [—1, +1

ouvert || — 1, +1[|.

Inutile de perdre du temps a justifier les questions qui demandent seulement de <«rappeler»
le cours.

2. Calculer la dérivée de arcsin sur son domaine de dérivabilité (on simplifiera son expression le plus
possible).
» D’apreés la formule de la dérivée d’une bijection réciproque, on obtient :
1 1

Vo €] —1,+1 in'(z) = = '
v €] =1, +1], arcsin’(z) sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z))

Or pour tout z €] —1,+1[, on a arcsin(z) € | -2, 4% [ donc cos(arcsin(z)) > 0. On en déduit d’aprés
la formule de Pythagore que :

Va €] — 1, +1[, cos(arcsin(z)) = /cos?(arcsin(z)) = \/1 — sin®(arcsin(z)) = V1 — 22

et par conséquent :

1
V1—22|

Vo €] — 1,+1[, |arcsin’(z) =

3. La fonction arcsin admet-elle un développement limité a l'ordre 1 en 17 En déduire que le dévelop-
pement asymptotique recherché n’est pas un polynome non constant.

» Puisque la fonction arcsin n’est pas dérivable en 1, ‘elle n’admet pas de développement limité a

\l’ordre lenl ‘ Si le développement asymptotique de la fonction arcsin en 1 était un polynéme non
constant, alors la fonction arcsin admettrait un développement limité en 1 & un ordre supérieur ou
égal a 1, et donc en particulier un développement limité en 1 a 'ordre 1 ce qui est absurde. Le
développement asymptotique recherché ‘n’est donc pas un polyndéme non constant ‘

N’oubliez pas que cette propriété du cours n’est valable qu’a l'ordre 1!! Une fonction peut
ne pas étre dérivable deux fois en un point et pourtant admettre un développement limité a

L i o o M . 5 o 3 ain (L
lordre deux en ce point (par exemple x — x° sin (x) ).

4. On considere la fonction f :[0,1] = R, h + arcsin(1 — h?).
(a) Montrer que f est de classe C* sur|0,1] et que Yh €]0,1], f'(h) = \/:£—22/2
» L’image de l'intervalle |0, 1] par la fonction h — 1 — h? est l'intervalle [0, 1] qui est inclus
dans | — 1,+1[. Or h +— 1 — h? est de classe C' (et méme C*) sur [0, 1] en tant que fonction
polynomiale et la fonction arcsin est de classe C' (et méme C*) sur | —1, +1[ d’aprés les résultats

des questions 1 et 2 et le théoréme de la bijection. On en déduit que| f est de classe C* sur 0, 1]
par composition et d’aprés la formule de la dérivée d’une composée :

Vh €]0,1], f'(h) = —2h x

1 —2h —2h —2
1

VI- Q-2 VIE—h Va1 R 2 |1 he2|
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(b) Justifier que Vh €]0,1], Jci €]0, 0], f(h) =5 = hf'(ch).
» La fonction f est continue sur [0, 1] par composée de fonctions continues et dérivable sur |0, 1|
par composée de fonctions dérivables. On en déduit d’aprés le théoréme des accroissements finis
que :
Vh 6]07 1]’ Elch 6]07 h[u f(h) - f(O) - f,<ch)(h - O)

Or f(0) = arcsin(1 — 0?) = arcsin(1) = %, donc :

Vh €]0,1], 3ep €]0, 8], f(h) — g = hf'(ch) |

(¢c) En déduire que f est dérivable en 0, puis que f est de classe C* sur [0, 1].
» D’apreés le résultat précédent, le taux d’accroissement de f en 0 est égale a :

f(h)—f) _fh)—5
ey ey P A

Or ¢, €]0,h[ pour tout h €]0,1] donc limy,_,oc, = 0 d’aprés le théoréme de limite par enca-
drement. On en déduit par composition de limites et d’aprés l'expression de f’ obtenue a la
question 4.(a) que :

lim M = lim f'(c) = lim_—2 = V2.

h—0 h c—0 =0 /1 — 02/2

Ainsi ‘ f est dérivable en 0‘ avec | f/(0) = —/2|, et donc :

-2
VI—h2/2
car l'expression de f’ obtenue & la question 4.(a) reste valable pour h = 0. En particulier,

f' est de classe C*> sur [0, 1] comme quotient et composée de fonctions de classe C* dont le
dénominateur ne s’annule pas (1 — h?/2 = 0 < h = +/2 mais +v/2 ¢ [0, 1]). Par conséquent,

f est de classe C* sur [0, 1] |.
(d) Calculer le développement limité a l'ordre 5 en 0 de f'.

vhe[0,1], f'(h) =

» On a le développement limité usuel :

1 -1/2 1 _% (_% — 1) 2 2 1 3 5 2
\/H——u:(1+u) :1—§u+#u +01H0(u):1—§u+§u + 0y—o(u”).
Avec le changement de variable u = —%2, on obtient :

1 3
=1+ -h?+ —=h* + op_o(R*).

1 — h2/2 4 32
Puisque cette fonction de h est paire, le terme o, _0(h*) est en fait égal a op_,o(h°). On a
finalement :
-2 V2., 3V2
"B = ———— = —/2 — —Zp2 -t h3)|.
f( ) 1—h2/2 \/_ 1 32 +0h%0( )

(e) En déduire le développement limité a l'ordre 6 en 0 de f.
» On obtient en intégrant le résultat précédent :

Fh) = FO) V2= Y752 Fonn() —

_ 5 6

160

g—\@h—gh?’ 3v2
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5. Conclure que pour tout x au voisinage de 1 :

arcsin(z) = g

—V1-=z (\/5—1— %(1 —z)+ %(1 - x)2> + 0241 ((1 - :v)3> :

» Pour tout h € [0,1], on pose z =1 —h? & h = +/1 —x (car x € [0,1]) ce qui donne d’apres le
résultat précédent :

arcsin(r) = arcsin(l — h?)
= f(h)
T V2 3 3v/2 6
- VT - L (T - B2 (T o (VTR
m V2 3v2 2 3
= S-VAVI—a-(-aVi—e - (1-a) m—l—oh_)g((l—x) )

= g-m<@+\1/—2§(1—x)+%0§(1—x)2) —i—om_)l((l—m)?)) .

Exercice 2
On considere 'application suivante :

Q: R* — R3
Y1 = X1+ 2x9 + w3 +4ay
7:(x1,:c2,x3,x4) — gp(?):?:(yl,y%yg) ou Yo = a1+ 4we + 203+ 314
Ys = 2x1+6x2+5x3+7x4

et on propose d’étudier les ensembles suivants :
Ker(p) = {? eR | o(7) = ﬁ} et Im(p) = {7 —p(7), 7 eR*}.

1. Montrer que Ker(p) et Im(p) sont des sous-espaces vectoriels (on précisera pour chacun de ces
ensembles de quel espace vectoriel il est un sous-espace vectoriel).

» Par définition, Ker(p) est un sous-ensemble de R?* de représentation cartésienne :

T +2!E2 +3{E3 +4ZL‘4 =0
r1+4xy +2x3+3x4 = 0 .
233'1 + 6.1'2 + 5$3 + 7554 = 0

En particulier, Ker(¢) est bien |un sous-espace vectoriel de R*| en tant qu’intersection de trois
hyperplans de R*. Par définition, Im(y) est un sous-ensemble de R? de représentation paramétrique :

Y1 = X1+ 2x9 + 3x3+ 41y
Ya Ty + 4wy + 223 + 314, (21, 20,3, 74) € R
ys = 21+ 6xg + Sx3 + Tay

En particulier, Im(y) = Vect ((1,1,2),(2,4,6), (3,2,5),(4,3,7)) est bien‘un sous-espace vectoriel de‘
R

| Ces résultats seront bientot du cours. |
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2. (a) Déterminer une base Bxe, de Ker(y) et en déduire la dimension de Ker(yp).
» On applique la méthode du pivot de Gauss a la représentation cartésienne de Ker(yp) :

Ty + 2x9 4+ 3x3 + 4xy = 0
xr, -+ 4272 + 2133 + 3564 =0
21‘1 + 6ZL'2 + 5]73 + 71’4 =0

r1 + 229 4+ 3x3 + 4dxry = 0
e 209 — r3 — X4 = 0 Lo+ Loy—1,4
200 — x3 — x4 = 0 Lg<+ L3—2L,
Ty + 2]32 + 3.I3 + 4.774 =0
< 200 — 13 — x4 = 0 .
0 =0 L3 — L3 — L2

Le systéme linéaire homogéne échelonné de rang 2 obtenu a une infinité de solutions qu’on peut
exprimer en fonction des deux inconnues auxiliaires x3 et x4 vues comme des paramétres :

(

xr1 + 2£L'2 = —31'3 - 4[L‘4
21132 = XT3 + x4
XT3 = xI3
L Ty = Ty
p
r1 = —4dx3 — by L1 — Ll — Lg
1 1 1
Ty = 5T3 + sy L2 < —Lg
— 2 2 2
Try = Z3
Ty = Ty

\
On obtient une représentation paramétrique du sous-espace vectoriel Ker(p) qui est donc engen-

dré par les vecteurs ( 4,1 55 1, 0) ( 5, ;, 0, 1) Puisque ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires,

ils forment une base de Ker(y). D’ou :

1 1
Bker = ((—4, 2 1, 0) , (—5, 5,0, 1)) et |dim(Ker(p)) = 2|

(b) L’application ¢ est-elle injective ¢ Justifier votre réponse.

» Pour chaque vecteur @ € Ker(y) on a gp(?) = ﬁ En particulier, on a par exemple
©(—4,1,1,0) = ¢(—5,1,0,1) donc ‘cp n’est pas injective ‘

‘ Ce résultat sera bientdt du cours. ‘

3. (a) Déterminer une base B, de Im(y) et en déduire la dimension de Im(p).
» On a déja vu a la question 1 que les vecteurs (1,1,2), (2,4,6), (3,2,5) et (4,3,7) forment
une famille génératrice de Im(yp). Cette famille est nécessairement liée car la dimension du sous-
espace vectoriel Im(ip) est inférieure ou égale a dim(R?) = 3. A l'aide des calculs de la question

2.(a), on a :
—4-(1,1,2) + 1.(204,6) + 1-(3,2,5) + 0-(4,3,7) = (0,0,0)
-5-(1,1,2) + 3-(2,4,6) + 0-(3,2,5) + 1-(4,3,7) = (0,0,0)
(3,2,5) = 4-(1,1,2) — 1.(2,4,6)
= {<4,3,7> = 5-(1,1,2) — L(2.4,6)
ainsi les vecteurs (3,2,5) et (4,3,7) sont combinaisons linéaires des vecteurs (1, 1,2) et (2,4, 6).

On en déduit que :
() = Veet ((1,1,2), (2,4,6), (3,2,5),(4,3,7) ) = Vet ((1,1,2), (2,4,6)).

Et puisque (1,1,2) et (2,4,6) ne sont pas colinéaires, ils forment une base de Im(y). D’ou :

Bin = <(1,1,2),(2,4,6)> et [dim(Im(p)) = 2|
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’N’hésitez pas a utiliser les calculs des questions précédentes pour gagner du temps. ‘

(b) L’application ¢ est-elle surjective ¢ Justifier votre réponse.
» Puisque dim(Im(p)) = 2 d’aprés le résultat précédent, on a Im(p) # R3 (car dim(R3) = 3
et Im(p) est un sous-espace vectoriel de R?). En particulier, il existe des vecteurs 7 € R? tels
que i/ ¢ Im(p). Par définition de Im(¢p), ces vecteurs n’ont pas d’antécédents par ¢ et donc
‘gp n’est pas surjective ‘

Au lieu de raisonner avec les dimensions, on peut aussi tout simplement déterminer
explicitement un vecteur iJ € R3 \ Im(y), par exemple Y = (1,0,0), en prouvant que
le systeme linéaire §f = \ - (1,1,2) + p - (2,4,6) de trois équations a deux inconnues
(A, 1) € R? n'admet pas de solutions. Ce résultat sera bientot du cours.

4. (a) La famille Be est-elle une base de R* 2 Justifier votre réponse.

» La famille By, [n’est pas une base de R*| car elle comporte seulement deux vecteurs alors
que dim(R*) = 4.
(b) Pour chacun des vecteurs 3 de la famille By, déterminer un vecteur @ € R* tel que ¢ (7) =
. On notera By, la famille de vecteurs obtenus.

» On a par exemple ¢(1,0,0,0) = (1,1,2) et ¢(0,1,0,0) = (2,4, 6) donc

B = ((1,0,0,0),(0,1,0,0)) .

c) Montrer que la famille formée des vecteurs de Bger et ceur de Bl est une base de R*.
( ) Im

» On considére 1’équation suivante d’inconnue (o, 3,7,d) € R* :

1 1
- (-4,—,1,0) + 8- (—5,—,0,1) +~-(1,0,0,0)+6-(0,1,0,0) = (0,0,0,0)

2 2
—4a — 58 + v =0 a =0
— s+ 38 +d=0_J)B=0
o =0 v = 0
B = 0 5 =0

Puisque cette équation n’a qu’une seule solution, on en déduit que les vecteurs (—4, %, 1, ),
(—5, %,0, 1), (1,0,0,0) et (0,1,0,0) forment une famille libre de quatre vecteurs de R*. Or
dim(R*) = 4, donc cette famille est |une base de R |
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