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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
On considére le nombre réel suivant :

r = 6/20+14\/§+ {’/20—14\/5.

1. Déterminer un couple (o, 8) € R? tel que z vérifie une égalité du type 2® = az + 3.
2. Montrer qu'’il existe (a,b,c) € R? tel que VX € R, X? —aX — 8= (X —a)(X?+ X + ¢).
3. Simplifier x.

Probléme 1

Pour tout ensemble A C N, on note p(A) le produit des éléments de A ainsi : p({2,3,7}) =2x3x7 =42
Et pour tout ensemble £ C N*, on note s(E ) la somme de tous les oA A) ou A décrit I’ensemble des parties
non vides de E, ainsi : s({4,2}) = 1 + 5 + 75 = . Le but de ce probléme est de calculer s([1,n]) pour
tout entier n > 1, ou on rappelle que [1,n] désigne l'intervalle d’entiers {1,2,3,...,n}.

1. Calculer s([1,n]) pour :

(a) n=1;
(b) n=2;
(c) n=3.

2. Pour cette question, on fixe un entier n > 1 et on suppose que s([[1,n]) = n. On pose :

=P([L,n])\ {0} et E={AcC[l,n+1]]|(n+1) € A}

ou on rappelle que P([1,n]) désigne 'ensemble des parties de [1,n].

(a) Dans cette question, on considére le cas ou n = 2. Décrire & et & puis reconnaitre £ U &s.
(b)

(c) Montrer que & = {{n+1}}U{BU{n+1} | B € &}.

(d) i. Soit A= BU{n+ 1} ou B € &;. Exprimer p(A) en fonction de p(B).

Donner la somme s; de tous les ( 7y ou A décrit &;.

ii. Montrer que la somme de tous les p( ou A décrit {BU{n+1} | Be€ &} Vaut

iii. En déduire la somme sy de tous les oA A ou A décrit &;.
(e) Prouver que &; et & forment une partition de P([1,n + 1]) \ {0}.
(f) En déduire s([[1,n + 1]).

3. Conclure.
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Exercice 2
Le but de cet exercice est de résoudre ’équation suivante d’inconnue xz € R :

x
Wal= 5| (E)
1. Montrer que si z € R est solution de (E) alors x est solution du systéme d’inéquations suivant :

\/E<g+1

AN ()

2. Déterminer ’ensemble des solutions du systéme (S).

3. Calculer la partie entiére du réel a = 2(2 + /3).

4. Pour chaque entier k € [0, 7], vérifier si les réels de [k, k + 1] sont solutions de 1'équation (E).
5.

Conclure.

Probléme 2

On dit qu’une fonction f : R — R est continue si et seulement si pour tout réel € > 0 et tout a € R, il
existe un réel n > 0 tel que f(z) €|f(a) —¢, f(a) + €| pour tout = €]a —n,a+n|, autrement dit f: R — R
est continue si et seulement si ’assertion suivante est vérifiée :

Ve>0,VaeR, In>0, Vz eR, |z —a|] <n=|f(x) — fla)] <e. (C)

1. Prouver que la fonction f; : x — mx + 42 est continue.

2. On considére la fonction f; :  — 22,
(a) Montrer que V(a,z) € R%, |fo(z) — fala)| < |z — a|(|x — a] + 2|al).
(b) Prouver que la fonction fs est continue.

On dit qu’'une fonction f : R — R est uniformément continue si et seulement si pour tout réel ¢ > 0, il
existe un réel n > 0 tel que f(z) €]f(a) — ¢, f(a) + €| pour tout a € R et tout = €]a —n, a + 7|, autrement
dit f : R — R est continue si et seulement si I'assertion suivante est vérifiée :

Ve>0, >0, VaeR, Ve eR, |z —a|] <n=|f(x) — fla)| <e. (UC)

3. Prouver que la fonction f; : x — mx 4+ 42 est uniformément continue.
4. On considére la fonction f; : z > 2.
(a) Ecrire (avec des quantificateurs) la négation de I’assertion (UC).
(b) Onfixen > 0 pour cette question. Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que | f2(a+3)—fa(a)| > 1.
(¢) Prouver que la fonction fy n’est pas uniformément continue.
Exercice 3
On consideére ’ensemble suivant :
tan(z) — 1

E:{f(x)\xe]o,g[} ol f:x»—)x—m.

1. Montrer que f(z) =z + 3 + ‘/75 cos (22 + %) pour tout z €]0, .
2. Etudier les variations de la fonction f sur ]0, 2.
3. En déduire que E est un intervalle & déterminer.
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1
On consideére le nombre réel suivant :

x = f/zo+14\/§+ 5/20—14\/5.

1. Déterminer un couple (o, B) € R? tel que x vérifie une égalité du type 3 = ax + f.
>

Le méme exercice a été donné lors du DS n° 1 de [’an dernier avec des données
numériques différentes. Il ne doit donc poser aucun probléeme a ceux qui ont
travaillé sérieusement les sujets précédents comme c’était conseillé.

On a pour tout (a,b) € R? :

(a+b)* = (a+b)(a+b)? = (a+b)(a®+ 2ab + b*) = a® + 2a*b + ab?® + a*b + 2ab® + b
= a® 4 3a%b + 3ab® + 1°.

On apprendra plus tard a écrire ce type de formule beaucoup plus vite a ['aide
du binéme de Newton.

En posant a = V20 + 14v/2 et b= v/20 — 14\/5, on obtient :
3 2
2® = <\3/20 + 14\/5) +3 ({’/20 + 14\/§> (f’/zo - 14\/5)
2 3
+3 ({’/ 20 + 14\/5) ({"/ 20 — 14\/5) + ({’/ 20 — 14@)

— (20+14v2) +3 ({’/20 + 14\/§> (Q’/Qo - 14\/§> (‘\"‘/20+ 142+ {/20 - 14\/§>
+ (20~ 14v2)

=40+ 3| ¢/ (20 +14v2) (20 — 14v/2) | 2 = 40 + 3 (/400 — 196 x 2) =
({for+ 1) (- 108) ) = a5 )

:40+3(€/§>x:40+6x.

Ainsi, on a bien 2® = ax + 3 en posant ‘a =6et § =40 ‘
2. Montrer qu’il existe (a,b,c) € R? tel que VX € R, X? —aX — 3= (X —a)(X?+bX +¢).
» On remarque que X = 4 est une racine évidente de ’équation X? — 6X — 40 d’inconnue X € R.

On peut donc factoriser I’expression X2 — 6X — 40 par X — 4 pour tout X € R. Autrement dit, il
existe (b, c) € R? tel que :

VX ER, X?—6X —40= (X —4)(X*>+bX +¢)= X+ (b—4)X? + (c — 4b) X — 4c.
Par identification des coefficients de polyndémes, on en déduit que :

b—4=0
c—4b=-6  donc {b:éll()‘
—de = —40 ‘=

Par conséquent, on a bien le résultat de ’énoncé en posant ‘a =4, b=4etc=10|
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3. Simplifier x.
» D’aprés la question 1, z est solution de 1'équation X3 —6X — 40 = 0 d’inconnue X € R. D’aprés
la question 3, cette équation peut aussi s’écrire (X — 4)(X? +4X + 10) = 0 donc X —4 = 0
ou X? +4X + 10 = 0 (par intégrité de la multiplication). La deuxiéme équation obtenue est une
équation du second degré de discriminant A = 42 — 4 x 10 = —24 < 0, elle n’admet donc pas de
solutions réelles. On en déduit que l'unique solution réelle de 'équation X3 — 6X — 40 = 0 est
X = 4. Par conséquent :
r=4|

Probléme 1
Pour tout ensemble A C N, on note p(A) le produit des éléments de A, ainsi : p({2,3,7}) = 2x3x 7 = 42.
Et pour tout ensemble E C N*, on note s(E) la somme de tous les — ou A décrit I’ensemble des parties

p(A)
non vides de E, ainsi : s({4,2}) = 1 + 3 + 15 = =. Le but de ce probléme est de calculer s([1,n]) pour
tout entier n = 1, ow on rappelle que [1,n] désigne l'intervalle d’entiers {1,2,3,...,n}.

1. Calculer s([1,n]) pour :

(a) n=1;
>

1l s’agit d’un probléme trés abstrait donc difficile. Aidez-vous des premiéres
questions pour comprendre [’énoncé avec des exemples.

L’ensemble des parties non vides de [1,1] = {1} est {{1}}, donc :

s([,1) = ; =1

(b)) n=2;
» L’ensemble des parties non vides de [1,2] = {1,2} est {{1},{2},{1,2}}, donc :

1 1 1 11
s@ﬂm:1+§+1x2:1+§+§:!.

(c) n=3.
» L’ensemble des parties non vides de [1,3] = {1, 2,3} est :

{1, {23, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}
donc :
1+ 1 n 1 n 1 n 1
3 1x2 1x3 2x3 1x2x3

11 1 1 1
otz T3ttty

2. Pour cette question, on fize un entier n > 1 et on suppose que s([1,n]) =n. On pose :
E=P(1L,n])\ {0} et E={AC[l,n+1] ]| (n+1)e A}

ot on rappelle que P([1,n]) désigne l’ensemble des parties de [1,n].
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(a) Dans cette question, on considére le cas oun = 2. Décrire &, et Es puis reconnaitre £ U &;.
» L’ensemble des parties de [1,2] = {1,2} est :

P(HL 2]]) = {(b’ {1}7 {2}7 {17 2}}

On en déduit que :

=P([L, 2D\ {0} = [ {{1}, {2}, {1, 2}} |

Par définition, & = {A C [1,3] | 3 € A} est 'ensemble des ensembles A inclus dans [1, 3], donc
A est une partie de [1, 3], tels que 3 appartient a A. Or 'ensemble des parties de [[1, 3] = {1, 2, 3}

est :
{041}, {2}, {31, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2,3} }.

On en déduit que :

E =|{{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}}|

Par suite, on a :

E1UE = {1}, {2}, {1, 2}; U {{3},{1,3},{2,3}, {1, 2,3}}
= {1} {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}} |

Or I'ensemble des parties de [[1,3] = {1,2,3} est :

P, 3D) = {0, {13, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}.

On reconnait donc pour £ U &; 'ensemble des parties de [1,3] = {1,2,3} sauf la partie vide,
c’est-a-dire :

& U & =P([L,3]) \ {0} ]

(b) Donner la somme s, de tous les (A ou A décrit &.

» L’ensemble & = P([1,n]) \ {0} est Pensemble des parties de [1,n] sauf la partie vide. Donc
si A décrit & alors A décrit I'ensemble des parties non Vides de [1,n]. Ainsi la somme s; de tous
les }ﬁ ou A décrit & est égale a la somme de tous les oA A) ou A décrit I’ensemble des parties
non vides de [1,n]. Par définition de 'énoncé, on a donc s; = s([1,n]). Et puisque 'énoncé a

supposé que s([1,n]) = n, on obtient :
si=7

(¢c) Montrer que & ={{n+1}}U{BU{n+1} | B € &}.

» On raisonne par double inclusion.

: montrons que & C {{n+ 1}}U{BU{n+1} | B € &}.

Soit A € & donc A C [1,n+ 1] et (n+ 1) € A par définition de &,.

1 cas: A = {n+1} alors A € {{n+1}} et en particulier A € {{n+1}}U{BU{n+1}| B € &}.
2¢cas : A # {n + 1} alors A contient plus d’éléments que I’élément (n + 1) € A. On pose
B=A\{n+1}. Alors A=BU{n+1}. Deplus B C [1,n+ 1]\ {n+ 1} car A C [1,n+ 1]
t (n+1) ¢ B. Or [1,n+ 1]\ {n + 1} = [1,n] donc B est une partie de [1,n], autrement

dit B € P([1,n]). Enfin B n’est pas l'ensemble vide car on a supposé que A contient plus

d’éléments que (n+1). On en déduit que B appartient a P([1,n])\ {0} = & . En résumé A est

de la forme A = BU{n+ 1} ou B € &, donc A € {BU{n+ 1} | B € &} et en particulier

Ae{{n+1}}u{BU{n+1} | Beé&}.

Conclusion : dans tous les cas A € {{n+1}}U{BU{n+1} | B € &£} et ceci est vrai pour tout

A € & donc
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: montrons que {{n+ 1}}U{BU{n+1} | B€ &} C&.

Soit Ae {{n+1}}U{BU{n+1}| B e &}.

1cas: A={n+1}alors AC[l,n+ 1] et (n+1) € A donc A € &.

2¢cas: A€ {BU{n+1} | B € &} alors A est de la forme A = BU{n + 1} ot B appartient a
E =P([1,n])\ {0}. Ainsi B est une partie de [1,n] donc en particulier une partie de [1,n+ 1]
(car [1,n] C [1,n + 1]). Autrement dit B C [1,n + 1]. Et puisque {n + 1} C [1,n + 1], on en
déduit que A = BU{n + 1} est inclus dans [[1,n + 1]. De plus on a bien que (n+ 1) € A. Par
conséquent, on a bien que A € & par définition de I’ensemble &,.

Conclusion : dans tous les cas A € & et ceci est vrai pour tout A € {{n+1}}U{BU{n+1}| B €
&1} donc

({n+11}U{BU{n+1} | BEE} C &)

Conclusion | : par double inclusion, on a bien démontré que

Question difficile car trés abstraite. Soyez organisés et méthodiques : distin-
guez tous les cas, utilisez toutes vos hypotheses et n’oubliez pas ce que vous
voulez démontrer a chaque étape. Pour ne pas vous perdre avec tous ces en-
sembles abstraits, n’hésitez pas a vérifier vos raisonnements sur des exemples
(n =2 oun = 3) au brouillon, c’est 'intérét des questions précédentes.

(d) i. Soit A= BU{n+ 1} ou B € &,. Exprimer p(A) en fonction de p(B).
» p(A) est égal au produit des éléments de A. Puisque (n+1) ¢ B (car & = P([1,n])\ {0},
B est une partie de [1,n] qui ne contient pas (n + 1)). On en déduit que p(A) est égal au
produit des éléments de B et de (n + 1). Donc

p(A) =p(B) x (n+1)|.

N’oubliez pas de justifier que (n + 1) ¢ B sinon le facteur (n + 1) appa-
raitrait déja dans le produit p(B) et on aurait seulement p(A) = p(B).

51

ii. Montrer que la somme de tous les zﬁ ou A décrit {BU{n+1} | B € &} vaut 1
n

» D’aprés le résultat de la question précédente, la somme de tous les zﬁ ou A décrit

{BU{n + 1} | B € &} est égale a4 la somme de tous les m ou B décrit &. En

factorisant cette somme par on retrouve la somme s; de tous les ﬁ ou B décrit

1
(n+1)”
& de la question 2(b) (car B est une variable muette et peut étre remplacée par A). En

multipliant par le facteur (n-lu)’ on obtient bien que la somme de tous les zﬁ ou A décrit

{BU{n+1} | B €&} vaut

S1
n+1]

1. En déduire la somme sy de tous les zﬁ ou A décrit &,.

» D’aprés la question 2(c), & = {{n+ 1}} U{BU{n+1} | B € &}. De plus {{n+ 1}} et
{BU{n+1} | B € &} sont disjoints car si B € & alors B est non vide par définition de &;.
Ainsi la somme s9 de tous les ]ﬁ ou A décrit & est égale a la somme de m = n%l et
de la somme de tous les m ou A décrit {BU{n+ 1} | B € & }. D’aprés le résultat de la

question précédente et le résultat de la question 2(b), on obtient que

1+81_1+n_
n+1 n+1 n+1 n+1

SS9 =
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(e) Prouwver que & et E forment une partition de P([1,n + 1]) \ {0}.
» & et & forment une partition de P([1,n + 1]) \ {0} si et seulement si

EUE=P(Ln+1)\{0} et &NE =0.

Jetez vous sur l'occasion pour rappeler la définition d’une partition et montrez

ainst que vous connaissez votre cours.

Pour montrer la premiere égalité d’ensembles, on raisonne par double inclusion.

: montrons que & U & C P([1,n+1]) \ {0}.

Soit A € & U&s.

1 cas : A € & alors A est une partie non vide de [1,n] car & = P([1,n]) \ {0} En particulier
A est une partie non vide de [1,n + 1] car [1,n] C [1,n+ 1], donc A € P([1,n+ 1]) \ {0}.
2¢cas: A€ &alors AC [I,n+1] et (n+1) € A. Ainsi A est une partie non vide de [[1,n + 1]
donc A € P([1,n+1]) \ {0}.

Conclusion : dans tous les cas A € P([1,n+ 1]) \ {0} et ceci est vrai pour tout A € £ UE; donc

51 UEQ C P([[l,n -+ 1]]) \ {@} .

: montrons que P([1,n+ 1]) \ {0} C & U &s.

Soit A € P([1,n+1]) \ {0}.

1°* cas : A € &; alors en particulier A € & U &,.

2¢cas : A ¢ & alors A est une partie de [1,n + 1] (car A € P([1,n + 1]) \ {0}) mais n’est
pas une partie de [1,n] (car & = P([1,n]) \ {?}). On en déduit que A contient nécessairement
(n+1). Ainsi AC [I,n+ 1] et (n+1) € A donc A € & et en particulier A € & U &,.
Conclusion : dans tous les cas A € £ U&; et ceci est vrai pour tout A € P([1,n+1])\ {0} donc

P([L,n+ 1D\ {0} c & U &

Conclusion | : par double inclusion, on a prouvé que :

Pour montrer la deuxiéme égalité d’ensembles, on raisonne par I’absurde. On suppose que & N
&y # () donc il existe au moins un élément A € & N&,y. Alors A € & et A € &,. En particulier
A est une partie de [1,n] (car & = P([1,n]) \ {0}) et (n+ 1) € A (par définition de &) ce qui
est absurde car (n+ 1) ¢ [1,n]. Par conséquent il n’existe pas d’élément A € & N & donc

EnEE)

Finalement, on a bien démontré que |&; et & forment une partition de P([1,n + 1]) \ {0} |
(f) En déduire s([1,n + 1]).

» D’aprés I'énoncé, s([[1,n+1]) est égale a la somme de tous les zﬁ

parties non vides de [1, n+1], ¢’est-a-dire la somme de tous les [ﬁ ou A décrit P([1,n+1])\{0}.

D’apres le résultat de la question précédente, on en déduit que s([1,n+1]) est égale a la somme
de la somme s; de tous les ]ﬁ ou A décrit & et de la somme sy de tous les ﬁ ou A décrit

ol A décrit 'ensembles des

&;. En utilisant les résultats des questions 2(b) et 2(d), on obtient :

s([lyn+1]) =s1 +sa=n+1|

3. Conclure.
» On a montré a la question 1 que s([1,1]) = 1 et & la question 2 que si s([1,n]) = n pour un
entier n > 1 fixé alors s([1,n + 1]) = n + 1. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que

Vn > 1, s([1,n]) =n|
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Soyez précis dans la rédaction de vos conclusions. Ici, il suffit d’évoquer le prin-
cipe de récurrence et de rappeler précisément les hypotheses. En particulier, il
est inutile (donc imprécis) de préciser qu’on a aussi démontré que s([1,2]) = 2
et que s([1,3]) = 3.

Exercice 2
Le but de cet exercice est de résoudre l’équation suivante d’inconnue x € R :

Vel =3 (E)

1. Montrer que si x € R est solution de (E) alors x est solution du systéme d’inéquations suivant :

X
< =441
vesgth ©)

» Soit x € R une solution de (E). Par définition de la partie entiére, on a :

Vz) S VT < |vT]+1 et nggquﬂ.

Puisque |/x] = |2/2] car x est solution de (E), on en déduit que :

X

Ve<lVal+1=5le1<Set e So1<|T]1-1= 5] = Val <V

Donc x vérifie les inégalités suivantes :

\/5<§+1 et g—1<\/5.

et par conséquent |z est bien solution du systéme d’inéquations (S) |.

2. Déterminer l’ensemble des solutions du systéme (S).

» On commence par résoudre la premiére inéquation de (S). Cette inéquation est bien définie pour
tout x > 0. On a :

\/§<g+1

N ( \/5)2 < (g n 1)2 car la fonction ¢ — t* est strictement croissante sur R,
2 vz € Ry (par définition de la racine) et § +1 € Ry (car z > 0)

N’oubliez pas de justifier que les membres de ['inégalité sont bien dans Ry a
chaque fois que vous utilisez la croissance de la fonction t — t* sur R, (cette
fonction n’est pas croissante sur R !/).

Puisque cette derniére inégalité est toujours vraie, on en déduit que la premiére inéquation de (S)
est vérifiée pour tout z > 0. On résout ensuite la deuxiéme inéquation de (S). De méme, elle est
bien définie pour tout x > 0. On distingue deux cas.

Il est nécessaire de distinguer deuz cas ici car 5 — 1 n’est pas toujours positif
donc on ne peut pas toujours utiliser la croissance de la fonction t — t2.
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1" cas : § —1 < 0 c’est-a-dire 2 € [0, 2[.
Alors § — 1 < y/x est toujours vraie car v/ > 0 (par définition de la racine) et § —1 < 0 (par

hypothése du 1¢* cas). Donc la deuxiéme inéquation de (S) est vérifiée pour tout z € [0, 2[.
2¢ cas : § — 12> 0 c’est-a-dire = € [2, +o0].
Alors on a en utilisant que la fonction ¢ — 2 est strictement croissante sur R :

X

i 1<z

2
& <g - 1) < (\/5)2 car g —1 € R, (par hypothése du 2° cas) et v/x € R,
2

s
@Z—$+1<x

s —8r+4 < 0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (—8)? —4 x 4 =48 > 0. Il a donc
deux racines :

—(—8 48 8 +4+/3
( )2+\/_: +2\/—:4+2\/§ et 1y =4—2V3.

ry =

Ce polynome est strictement négatif entre ses deux racines, donc sur |4 — 23,4 + 2\/§[ Orzx e
2, +oo[ et 2 € [4 —2v/3,4 4+ 2V/3] (car v/3 > 1 donc 4 — 2v/3 <4 —2x 1 =2), donc :

g—1<\/5<:>xe [2,4+2\/§[.

Conclusion : en prenant I'union des ensembles de solutions obtenus dans les deux cas, on obtient :

g— 1< Vzerel2U [2,4+2\/§[= [0,4+2¢§[.
Finalement, en prenant l'intersection des ensembles de solutions de chaque inéquation du systéme

(S), on en déduit 1’ensemble des solutions de ce systéme :

0, +o00[N |0,4+2v3| = [0,4+2V3]|

Soyez précis dans vos justifications. Ici, il est utile de préciser que ’'on considere
['union des ensembles de solutions apres la disjonction de cas puis ['intersection
des ensembles de solutions pour résoudre le systeme.

3. Calculer la partie entiere du réel a = 2(2 ++/3).

» Par définition, la partie enticre de a = 2(2++/3) est I'unique entier n € Z tel que n < a < n+ 1.
Or on a :

3 < 2\/§ <4 car 9 < 12 < 16 et la fonction racine carrée est strictement croissante

donc :
T<44+2V3=22+V3)=a<4+4=8=T+1.

On en déduit que la partie entiére de a = 2(2 ++/3) vaut | o] = 7|

Inutile de rédiger l’analyse qui se fait au brouillon. Ici on cherche n € 7 tel que
n < 2(24 \/3) < n+ 1 puis on résout ces deux inéquations ce qui permet de
déterminer Uencadrement de \/3 ou de 2v/3 nécessaire pour la synthese.
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4. Pour chaque entier k € [0, 7], vérifier si les réels de [k, k + 1] sont solutions de l’équation (E).

» k=0 :soit x € [0,1[. Alors \/z € [0,1] (car la fonction racine carrée est strictement crois-
sante) et £ € [0, 1[. Par définition de la partie enticre, on en déduit que |/z| = 0 = |z/2]. Ainsi
tous les réels de [k, k + 1] pour k = 0 vérifient 'équation (E)|.
k=1 :soit x € [1,2[. En raisonnant de méme que pour k = 0, on a /7 € [1,v/2[C [1,2[ (car 2 < 4)
et 2 € [3,1[C [0,1[. On en déduit que [/z] = 0% 1 = [2/2]. Ainsi |aucun réel de [k, k + 1] pour
k = 1 ne vérifie ’équation (E)|.
k=2:soit z €[2,3.Onaze[v2,V3[C[L,2](car 1l <2<3<4)et2e[l3cC[12.Onen
déduit que [/x] =1 = |z/2]. Ainsi |tous les réels de [k, k + 1[ pour k = 2 vérifient (E) |.
k=3:soit x €[3,4]. Ona z € [V/3,2[C [1,2[ (car 1 < 3) et £ € [2,2][C [1,2[. On en déduit que
|v/z| =1=[z/2]. Ainsi |tous les réels de [k, k + 1] pour k = 3 vérifient (E) |
k=4:soit x € [4,5. Ona x € [2,V/5[C [2,3[ (car 5 < 9) et £ € [2,3[C [2,3[. On en déduit que
|v/x] =2 =|2/2]. Ainsi |tous les réels de [k, k + 1] pour k = 4 vérifient (E) |
k=5 :soit z € [5,6[. On a /z € [vV5,V6[C [2,3] (car 4 <5 <6 <9) et 2 € [2,3[C [2,3]. On en
déduit que | /x| =2 = |[2/2]. Ainsi |tous les réels de [k, k + 1[ pour k = 5 vérifient (E) |.
k=6 :soit z €[6,7]. Ona z € [V6,V7[C [2,3[ (car 4 <6 <7 <9) et £ € [3,I[C [3,4]. On en
déduit que |/x] =2 # 3 = |x/2]. Ainsi |aucun réel de [k, k + 1] pour k& = 6 ne vérifie (E) |.
k=17:soit z €[7,8]. Ona z € [V7,V8[C [2,3] (car 4 <7 <8< 9)et 2 e [I4C [3,4]. Onen
déduit que [/x] =2 # 3 = |x/2]. Ainsi |aucun réel de [k, k + 1] pour k = 7 ne vérifie (E) |.

Soyez méthodique pour ne pas perdre de temps sur ce type de question. Rédigez
proprement le premier cas mais ne perdez pas de temps a répéter la méme chose
pour les cas suivants, mettez seulement en avant les différences.

5. Conclure.

» On a démontré aux questions 1 et 2 que si x € R est solution de 1’équation (E) alors = €
(0,4 + 2v/3[. Or |4 +2V/3]| = 7 d’aprés le résultat de la question 3 donc si z € R est solution de
I'équation (E) alors z € [0, 8]. Réciproquement, on a démontré a la question 4 que si x appartient
a [0,1[U[2, 3[U[3, 4]U[4, 5[U]5,6[= [0, 1[U[2,6] alors = est solution de I’équation (E) mais que si x
appartient a [1,2[U[6, T[U[7,8[= [1,2[U[6, 8] alors = n’est pas solution de l’équation (E). Puisque
tous ces intervalles forment une partition de [0, 8[, on en déduit que I’ensemble des solutions de
I'équation (E) est :

[0, 1[U[2, 6]|.

Soyez précis pour rédiger vos conclusions. Montrez que vous avez compris la
logique de [’énoncé en détaillant le raisonnement et renvoyant précisément a
chaque résultat intermédiaire important. Les mots-clefs ici sont «réciproque-
menty et «partitiony.

Probléme 2

On dit qu’une fonction f : R — R est continue si et seulement si pour tout réel ¢ > 0 et tout a € R, 1l
existe un réel n > 0 tel que f(z) €]f(a) — ¢, f(a)+ €[ pour tout x €|la —n,a+ [, autrement dit f : R — R
est continue si et seulement si ['assertion suivante est vérifiée :

Ve >0, VaeR, In>0, Ve €R, |z —a|] <n=|f(z) — f(a)] <e. (C)

1. Prouver que la fonction fi : x v+ wx + 42 est continue.
>
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La premiere partie de ce probléme est un exercice corrigé en T'D avec des données
numériques légérement différentes (v — mx + 42 au lieu de x — 42x + 7).

Onfixee >0eta e R. On a:
Ve € R, |fi(z) — fi(a)| = |(mx + 42) — (ma + 42)| = 7|z — al.
Par conséquent, en posant n = ¢/7 > 0, on obtient pour tout € R que
si |z —a|l<n alors |fi(z)— fi(a)| =m7|z —a| <7mn= 77% =€.
On a donc prouvé que :
I >0, Ve eR, |z —a|l <n=|fi(x) — fila)] <e.

Puisque cette assertion est vraie pour n’importe quel a € R et n'importe quel € > 0, on en déduit
que :
Ve>0,VaeR, In>0, Ve R, |z —a|] <n=|fi(zx) — fi(a)| <e.

Par conséquent ‘la fonction f; est continue ‘

2. On considére la fonction fo: x +— 2.
(a) Montrer que V(a,x) € R?, |fo(x) — fo(a)| < |z — al(|z — a| + 2|al).
» Soit (a,r) € R% On a:

|fo(z) = fala)| = [2* — a®| = |(z — a)(z + a)| = |z — al|z + q
= |z — al|(z — a) + 24|
< |z —al(Jz — af + 2|a])

d’aprés l'inégalité triangulaire et car |z —a| > 0. Puisque cette inégalité est vraie pour n’importe
quel (a,z) € R?, on a bien démontré que

Y(a,z) € R, |fo(z) — fola)| < |2 — al(Jz — al + 2]a]) |

(b) Prouver que la fonction fy est continue.
» On fixe e > 0 et a € R. On cherche n > 0 tel que n(n+2|a|) = € donc tel que n*+2|aln—e = 0.
On reconnait une équation du second degré de discriminant A = (2]a|)? — 4(—¢) = 4a® +4e > 0
car ¢ > 0. Cette équation a donc deux solutions :

—2 Via? + 4
ry = \a!+2 @ 8:—|a|+\/a?+<€ et 1= —la|] —va®+¢e<N0.

On pose donc n = —|a| ++va? + €. On a bien n > 0 car va? + ¢ > va? = |a| (en utilisant que la
fonction racine carrée est strictement croissante et que € > 0). D’apreés le résultat de la question
précédente, on obtient pour tout x € R que

si |z —al<n alors |fa(z) = fala)] < |z —a|(Jx — al +2]al) < n(n + 2|a|) =e.
On a donc prouvé que :
>0, Ve €R, |z —a| <n=|f2(z) - f2(a)] <e.

Puisque cette assertion est vraie pour n’importe quel a € R et n’importe quel € > 0, on en
déduit que :

Ve>0,VaeR, In>0, Vx eR, |z —a|] <n=|fa(x) — fola)] <e.

Par conséquent |la fonction f5 est continue ‘
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On dit qu’une fonction f : R — R est uniformément continue si et seulement si pour tout réel ¢ > 0, il
existe un réel n > 0 tel que f(x) €|f(a) — e, f(a) + €[ pour tout a € R et tout x €la —n,a+ [, autrement
dit f : R — R est continue si et seulement si ’assertion suivante est vérifiée :

Ve>0, >0, VaeR, Vx eR, |z —a|] <n=|f(x) — fla)| <e. (UC)

3. Prouver que la fonction fi:x — mx + 42 est uniformément continue.
>

Il faut bien comprendre la différence entre (C) et (UC). L’inversion du quantifi-
cateur Ya € R et In > 0 modifie complétement le sens de l'assertion. Dans (C)
le réel n > 0 dépend du choix de a € R fizé avant de trouver n. Dans (UC) le
réel n > 0 ne dépend pas du choix de a € R puisque celui-ci est fixé apres avoir
trouve n.

On fixe € > 0. On pose n = ¢/7 > 0. On obtient alors pour tout (a,x) € R? que
si |x—al<n alors |fi(z)— fi(a)] =7l —al <7n= W% =e.
On a donc prouvé que :
>0, VaeR, Ve eR, |z —a| <n=|fi(z) — fila)| <e.
Puisque cette assertion est vraie pour n’importe quel € > 0, on en déduit que :

Ve>0,In>0, VaceR, Ve €R, |z —a|] <n=|fi(z) — fi(a)| <e.

Par conséquent ‘la fonction f; est uniformément continue ‘

La preuve est quasi-identique a celle de la question 1 car le réel n > 0 trouvé a
la question 1 ne dépend pas de a € R. On peut donc poser n avant de fixer a.

4. On considere la fonction fo : x> 2.

(a) Ecrire (avec des quantificateurs) la négation de lassertion (UC).
» La négation de (UC) est :

Je>0,Vn>0, JaeR, xR, |[z—a|<net|f(zx)— fla) >e.

Attention a la négation d’une implication. Pensez a utiliser le principe de
Uimplication matérielle : «P = Q» est équivalent a «non(P) ou Q», donc
¢non(P = Q)» est équivalent a «P et non(Q)».

(b) On fixen > 0 pour cette question. Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que | fo(a+2)— fa(a)| = 1.

e

» On a pour tout a > 0 :

2

a2+an+%—a

2

2
(a—i—ﬂ) —ad*| =

o (00 3) o] = |(o 5

=1 (a + Z) car tout est positif.

I1 suffit donc de résoudre I'inéquation suivante d’inconnue a > 0 :

n I
na—l—z >lea>—— car n > 0.

4
Par exemple, en posant a = 1/n on a bien a > 0 et a > - — 7 donc n (a - %) > 1.

Attention : si on pose a = %—g alors il n’est pas toujours vrai que a > 0 (c’est

faux si m = 2). Par contre, puisqu’il existe une infinité de valeurs possibles
pour a, il suffit d’en choisir une strictement positive.
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Finalement, on a bien prouvé ‘l’existence d’au moins un a > 0 tel que |fy(a +2) — fo(a)| =1 ‘

(¢) Prouver que la fonction fy n’est pas uniformément continue.
» On pose € = 1. On fixe 7 > 0. On choisit la valeur de a obtenue a la question précédente et
on pose x = a + 7. On a alors :

|x—a|:a+g—a:g<n car n >0
et (@)= hl@] = |f(e+]) - fl@)] 2 1=

Par conséquent :
daeR, Jz R, |z —a| <net|foz) — fala)| =€

Puisque cette assertion est vraie pour n’importe quel n > 0 et qu'on a posé € =1 > 0, on a bien
montré que :

de>0,Vn >0, JaeR, Jx €R, |z —a| <net|fo(z)— fala)] =€

D’aprés le résultat de la question 4(a), on en déduit que ‘ la fonction f> n’est pas uniformément

continue |.

La question n’est vraiment pas si difficile si on a bien compris ’énoncé. Le
plus dur est de ne pas s’emméler entre toutes les variables : il faut bien
distinguer celles qu’on doit fizer de celles qu’on doit trouver.

Exercice 3
On considére l'ensemble suivant :

- . tan(z) — 1
1. Montrer que f(z) =z + 5 + ﬁ cos (22 + %) pour tout z €]0, 3.
» Soit z €]0, 7[. On a d’apres les formules de trigonométrie :
sin(x)
t —1 B ' 2
fla) =z — anz(a:) L, cos(x) L sin(z) cos®(x) cos?(x)
tan®(z) + 1 1 cos(x)
cos?(x)

=z — sin(z) cos(x) + cos*(x)

et :

<cos (2x) cos < > — sin(2z) sin (%))

( (2cos?(z) — 1) g — 2cos(z) sin(x)?)

1 2
z+§+§cos<2w+%> =

l\:)|>—t [\DI»—*
wh oI
() ()

) (2cos?(z) — 1 — 2cos(z) sin(x))

||
[\Dlr—\
(\] )—‘A
wl%
[\

=z+ ; + = (2cos’(z) — 1 — 2 cos(z) sin(z))
= 2 + cos?(x) — cos(z) sin(x).

On en déduit que :

‘v’xe]o,g[, f(x):$+%+gcos<2w+%>.
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2. Etudier les variations de la fonction f sur0,Z].

» D’apres le résultat de la question précédente, la fonction f est dérivable sur J0, 7| comme somme
et composée de fonctions usuelles.

N oubliez jamais de justifier qu’une fonction est dérivable avant de calculer sa
dérivée. Ici la forme obtenue a la question précédente est beaucoup plus facile
que celle de ’énoncé pour justifier la dérivabilité.

La dérivée de f est donnée par :

Va €]0, g[, flla)=1- 2? sin (295 n %) —1-2sin (233 + %) .

Pour étudier le signe de la dérivée, on résout I'inéquation suivante d’inconnue z €]0, Z| :

2
. T
1—\/§sm<2x—|—z) =

0
. T 1 V2
<:>Sln<2$+z> < EZT
3 9
<2 + Z € U {f + 2km, Zﬂ + 2]€7T:| d’aprés le cercle trigonométrique
keZ

S2r € U [g + 2km, 21 + 2]{;7?}

On en déduit le tableau des variations de la fonction f sur ]0, 5[ :

z 0 I 3
f'(x) - 0 +
1 2

I

car on a d’apres le résultat de la question précédente :

INE]
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3. En déduire que E est un intervalle a déterminer.
» Par définition, E = {f(z) | # € ]0,Z[} est ensemble des images de la fonction f sur ]0, 3[.

2
D’apreés le tableau des variations de la fonction f sur 0, 7], on obtient que

T
car 1 < —.

E:[ 2

7r7r[
4’2

On verra plus tard dans le cours que ’argument principal pour justifier la réponse
a ce type de question est le théoréme des valeurs intermédiaires.
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DS n° 2 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Déterminer ’ensemble des solutions de I'inéquation et des deux équations suivantes d’inconnue 6 € R.

1. sin(36) > cos(0).
2. 2 =3cos(#) + 4sin(6).
3. cos(f) + cos(26) + cos(36) + - - - + cos(426) = 0.
Probléme 1
On fixe un entier n > 2 pour tout ce probléme et on considére le produit suivant :

n

1. Déterminer sous forme exponentielle les solutions de 1’équation z*> = 1 d’inconnue z € C.
On note j la seule de ces solutions ayant une partie imaginaire strictement positive.

2. Calculer 1+ j + 5.
3. Montrer que pour tout X € C :

X3+1:(X+1)<X+j)<x+j2> ot X3—1:<X—1><X—j><X—j2).

4. Déduire des résultats précédents que :

Simplifier les expressions suivantes en fonction de n € N* a ’aide des méthodes indiquées.

5. Simplifier P.

1. Z {EJ en séparant les indices pairs et impairs.

n
o (kT . , .
2. E sin o en inversant 'ordre de sommation.
n
k=0

1
3. Z FUESNCES) en reconnaissant deux sommes télescopiques.
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Probléme 2

Le but de ce probléme est de dénombrer certains ensembles d’entiers.

Partie I. Dans cette partie, on s’intéresse pour chaque n € N* aux parties de [1,n] = {1,2,3,...,n}
ne contenant pas deux entiers consécutifs. On note :
— A, 'ensemble des parties de [1,7n] ne contenant pas deux entiers consécutifs ;
— a, le nombre d’éléments de A, ;

— &, ={Ac A, | ne A}l

Ainsi, on a :

Ay = {@,{1},{2},{3},{1,3}}, 45 =5 et & — {{3},{1,3}}.

1. Justifier que a1 = 2 et a, = 3.
2. Déterminer Ay, a4 et &4 puis reconnaitre Ay \ 4.
3. Pour cette question, on fixe un entier n > 3.
(a) Montrer que A, \ &, = A,,_1.
(b) Montrer que &, = {X U{n} | X € 4,2}
(c) A l'aide d’une partition de A,,, déduire des résultats précédents que a, = ap_1 + Gn_s.
4. Calculer une expression de a,, en fonction de n € N*.

Partie II. On s’intéresse maintenant pour chaque n € N* aux parties de [1,n] = {1,2,3,...,n} ne
contenant pas trois entiers consécutifs. On note :
— B, l'ensemble des parties de [1,n] ne contenant pas trois entiers consécutifs ;
— b, le nombre d’éléments de B, ;

— F,.={BeB,|neB}etF,={BeB,|(n—1) € B}
1. Justifier que by =2, by =4 et b3 = 7.
2. Déterminer By, by, Fy et Fj.
3. Pour cette question, on fixe un entier n > 4.
(a) Montrer que B, \ F,, = B,,_1.
(b) Montrer que F, \ F,, ={X U{n} | X € B,,_2}.
(c) Montrer que F, N F, ={XU{(n—1),n} | X € B,,_3}.
(d) Justifier que B, \ Fn, Fn \ F, et F, N F,, forment une partition de B,,.
(e) En déduire que b, = b,_1 + b2 + b,_3.

4. Dans cette question, on s’intéresse a 1’équation suivante d’inconnue ¢ € C :
¢ =¢+q+1 (E)

(a) Prouver qu’il existe un unique réel solution de (F) qu’on notera r sans déterminer sa valeur.
(b) Déterminer (a, ) € R? en fonction de r tel que Vz € C, 22 —22—2—1= (z—7)(2*+az+ ).

(c) En déduire que (E) admet trois solutions distinctes : le réel r et deux solutions complexes
conjuguées qu’'on notera pe’ et pe~™ sans déterminer leur valeur.

5. On admet qu'il existe un triplet (A, 4, B) € R? solution du systéme linéaire suivant :

rA+ pcos(0)A 4+  psin(0)B = 2
r?X + p*cos(20)A + p?sin(20)B = 4 . (S)
X+ pPcos(30)A + p*sin(30)B = 7

Démontrer que b, = A\r™ + p" (A cos(nf) + Bsin(n#)) pour tout n € N*.

Exercice 3 -
Soit x € [—1,1]. Montrer que arccos(x) + arcsin(x) = 5
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Corrigé du DS n° 2 de mathématiques

Exercice 1
Déterminer [’ensemble des solutions de l'inéquation et des deux équations suivantes d’inconnue 6 € R.

1. sin(30) = cos(0).
» On a pour tout § € R :

sin(36) — cos(0)

=sin(360) — sin <— — 9) par symétrie de la fonction cosinus
=Im (6239 — ¢im/2-9) ) par linéarité de la partie imaginaire
30 — (/2 — 0+(r/2-6) _ L "
=Im ( 2¢sin < 2/ )> e ) a l'aide d’une factorisation par l’angle moitié

=2sin (28 — Z> cos <0 + %) .

Donc : - -
sin(36) > cos(f) <= sin (29 — Z> et cos (9 + Z> ont méme signe.

Or on a d’apres le cercle trigonométrique :

sin<26—z>>0<:> <29—E) U[O+2k7r7r—|—2k7r]<:>9€U[ +k7r5

1 1 8+k7r},
keZ keZ

et :

cos<9+£)>o — <6+%)Eg[—g+2kw 2+2k7r] — eegz{—gzwkw +21m].

Ce qui donne dans un tableau de signes :

I i i T O O O B i O
sin(20-%)|---—04+ +0-0+ +0-0+ +0—-0+4+ +0—-
cos(0+%) |- -0+ + +0- — -0+ + +0- —--

X |+ 00+ 0—-0+0-0+0—-—0+0—-0+0—0+-

On remarque que le tableau de signes est périodique de période 2m. On en déduit I’ensemble des
solutions de I'inéquation :

s T 5% 97 5T 137
U ([§+2kﬂ,z+2kw} U |:§+2]€7T,§+2k3ﬂ':| U [4 + 2km, — =3 +2k7r]) .

kEZ

2. 2 =3cos(f) + 4sin(0).
» On pose z = 3 + 4. Puisque z # 0, on peut I’écrire sous forme exponentielle z = re® ot r > 0

et peR.Ona:
= VP TP =VE =5
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Donc : '
3+id =z=re"¥ =5cos(p) +i5sin(y).

Par identification des parties réelles on obtient cos(¢) = 2 donc :

3 3
© = arccos (3) 2] ou ¢ = — arccos (5) [27].

Or on a sin(p) = % > 0 donc ¢ = arccos (%) est un argument de z.

N’oubliez pas de préciser que la partie imaginaire de z est strictement positive
pour pouvoir justifier précisément le choir de arccos (%) et non — arccos (%)

Soit maintenant # € R. En reconnaissant les parties réelle et imaginaire de z, on a :

3 cos(f) 4 4sin(f) = 5 cos(p) cos() + 5sin(p) sin(6)

=5cos(f — p) d’aprés la formule d’addition de cosinus.

Donc :

2 = 3cos(6) + Asin(0) = cos(f — @) = %
s (0 — ) = arccos <§> 27] ou (0 — ) = — arccos (%) 27
s 0=+ arccos (;) 27] ou 6= — arccos (g) 27

Puisque ¢ = arccos (%), on en déduit ’ensemble des solutions de 1’équation :

2 2
{arccos (g) + arccos (g) +2km |k € Z} U {arccos (g) — arccos (5) +2km |k € Z} .

3. cos(0) + cos(26) + cos(360) + - - - 4 cos(426) = 0.
» On a pour tout § € R :

cos() + cos(26) + cos(36) + - - - + cos(4260)

42 42 42
= Z cos(kl) = Z Re (eike) = Re <Z (ew)k> par linéarité de la partie réelle.
k=1 k=1 k=1

On reconnait la somme des termes d'une suite géométrique de raison €',

1 cas: e =1 <= 6 =0 [2n]. Alors :
42
cos(6) + cos(26) + cos(30) + - - - 4 cos(420) = Re (Z 1’“) =42 # 0.
k=1

Donc si § = 0 [27] alors 6 n’est pas solution de I’équation.

N’oubliez pas de distinguer ce cas avant de pouvoir utiliser la formule de la
somme des termes d’une suite géométrique.

2¢cas : e £1 < 0 #0 [2n]. Alors :
cos(0) + cos(26) + cos(30) + - - - + cos(420)

1 ei429 ]
=Re (ﬁele d’aprés la formule de la somme des termes d’une suite géométrique
—e

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 21 sur 151 Sébastien Godillon



Attention : la somme commence a k =1 et non a k = 0, il ne faut donc pas
oublier le facteur ¥ qui correspond au premier terme de la suite géométrique.

2% 0 — 426)/2 1(0+420)/2 0
( ¢sin(( )/2)e e’ ) a 'aide d’une factorisation par ’angle moitié

2 sin((0 — 0)/2)ei(0+0)/2

e sin(—216)e1? 0
sin(—0/2) 6“9/2
21
=Re <31n20/2; 21“_)9) car la fonction sinus est impaire
sin
_ sin(216)

= sin(0/2) cos(430/2).

On en déduit que :
: 436
cos(#) + cos(20) + cos(30) + - - - + cos(420) =0 <= sin(210) =0 ou cos - = 0.

Or on a d’apreés le cercle trigonométrique :

sin (210) = 0 <= 210 =0 [r] «= 9=0 ||
et :
cos 436 _O<:>439:7r[]<:>0:7r 2m
2 ) 2 2" =13 |43

On en déduit I’ensemble des solutions de 1’équation :

({O+%\kez}u{; 2’”;15 Z})m{eeme;éom]}

_ ({%ykez}u{%yk Z})\{%ﬂkeZ}.

N’oubliez pas de retirer les valeurs de 0 correspondant au 1" cas puisqu’elles ne

sont pas solutions.

Probléme 1
On fize un entier n = 2 pour tout ce probléme et on considére le produit suivant :

Ly |
P=0]~"—.

1. Déterminer sous forme exponentielle les solutions de 'équation 23 = 1 d’inconnue z € C.
On note j la seule de ces solutions ayant une partie tmaginaire strictement positive.

>

’ Question tres classique, il faut reconnaitre les racines 3-iemes de ['unité.

On remarque que z = 0 n’est pas solution car z*> = 0> = 0 # 1. On peut donc supposer que
'inconnue z appartient 4 C* et ainsi 1’écrire sous forme exponentielle z = re? ot 7 > 0 et § € R.

On a alors :

3 _ i0\3 30 0 =1 r=1
R R e @{3050[%]‘:’{950[%”]'
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On en déduit ’ensemble des solutions de 1’équation :

{67;07 eizw/g7 ei47r/3} .

De plus, on a sous forme algébrique :
. . 2 2 1 3 , — 1 3
e =1, /3 = cos <§) + isin (%) =3 - zg et "/P = ei2n/3 = 5 zg

Puisque j est la seule de ces solutions ayant une partie imaginaire strictement positive, on reconnait
que :

1 \/g 127/3

j=—=+i—=c¢

2. Calculer 1+ j + 52
» On a:

- - 1 3 1 3
1‘|‘j+j2:1+622ﬂ/3+el4w/3:1—§+i§—§—i§:@.

On peut aussi reconnaitre la somme d’une suite géométrique de raison j # 1 :

153
1+j+52= 1 jj =0 carj® =1 (j est solution de I’équation z* = 1).

On verra également dans le chapitre sur les polynomes que la somme des racines
d’un polynéme de la forme X + ag_1 X414+ +asX? + a; X + ag est égale a
—ag_1. Puisque {1, j,j*} est l’ensemble des solutions de I’équation z* =1, c’est
également l’ensemble des racines du polynome X3 —1 et on retrouve le résultat.

3. Montrer que pour tout X € C :
X341= <X+1>(X+j><X+j2) et XP—1= (X—1><X—j><x—j2).
» On a:
(X+1)(X+j)(X+j2) — <X2+(1+j)X+j)(X+j2>
= X3+ (I+7+)X2+5(1+7+5)X + 5%

Or j3 = 1 puisque j est solution de I’équation z® = 1 (question 1) et 1+ j + j% = 0 (question 2).
D’ou :

(X+1>(X+j)(X+j2> — X% 41|
Puisque cette égalité est vraie pour tout X € C, on a en remplagant X par —X :
(—X+1)(—X+j>(—X+j2) =(-X)?*+1
done (—1)3()( - 1) <X - j) (X - j2) - X341
donc — <X— 1) (X—j) (X—f) _ —<X3 _ 1)

donc (X—1)(X—j><x—j2)zx3—1.

On peut aussi tout simplement développer (X —1)(X — 7)(X — j2) comme pour
le premuer produit. On verra également dans le chapitre sur les polynémes qu’un
polynome de la forme P = X%+ ag 1 X'+ +aoX?+ a1 X + ag peut s’écrire
sous la forme factorisée P = (X —ry)(X —1r2) ... (X —ry) si et seulement si [’en-

semble de ses racines est {r1,rq,...,rq}. Ce qui permet de retrouver le résultat
pour X3 — 1, mais aussi pour X + 1 apres avoir remarqué que {—1,—7, —j*}
est 'ensemble des solutions de l’équation 2> = —1.
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4. Déduire des résultats précédents que :

k+1 j+k S it k-1
P= .
(k_zk_1>< j+k+1> <1i12 —Jjtk )

» En appliquant le résultat de la question précédente & X = k pour tout k € [2,n], on obtient :

p_ Hk3+1 ﬁ (k4 1)( k:+j§(k:+j;

k3 —1 (k—1)(k (k
k:2
"k+1><" k+j>(ﬁk+j2> o .
= — — — par associativité du produit
<k:2k 1 k:2k J k=2 k=
k1 - j+k kA (11— o . .
:< m) <Hm> (H%) car 1+ + 7% =0 donc j* = —1 - j
k=2 k=2 J k=2 J

B ”k:+1> (ﬁ j4k )(ﬁ—j+k—1>
<k2k—1 e )\ =k

5. Simplifier P.
» On reconnait trois produits télescopiques dans ’expression de P obtenue a la question précédente.
Plus précisément, on a :

Skl T,k +1)  TLE2e—1)
k=1 JLi(tk—1)  [LinE-1)
C(n42-Dn+1-1) nmn+1)
a B-D2-1) 2

enposant k+1=/0—1 <= (=k+2

n

| AR V=1 R N | =R
critk+rl LG +E+1) TG +0)
__U+2)
C(Hn+1)

en posant k+ 1=/

o ﬁ—j+k—1:HZ2(—J+k—1): o (= +0)
L=tk [lio(=i+k)  ILieo(=j+Fk)
(=i +1)
(—j+mn)

en posant k —1 =1/

Donc : n(n 1 1) (G+2) (—+1)  nn+1)G+2)(—j+1)

TN Ve Rl Sy B gy ey

P est un produit de nombres réels, il est donc réel. Ainsi, on peut encore simpli-
fier Uexpression obtenue qui contient le nombre complexe j. Ce n’est pas fini!

n+ (=P —i+2)  nm+1)(1+2) o, L
= = 1 d —gc—7=1
NP —jtnntD) 2ltnmi1) X FIEdomemrm
3n(n+1)

22 +n+1)|
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Exercice 2
Simplifier les expressions suivantes en fonction de n € N* a l’aide des méthodes indiquées.

1. Z {§J en séparant les indices pairs et impairs.

» On a:
2n 2 2n 2 2n 2
k k k
>la =5+ = 5
=0 k=0 k=0
k pair k impair
20 |? 20 +1]°
-> 5+ = 55
0<2¢<2n 0<24+1<2n
= P+ > \(+§ .
0<t<n —i<i<n—1

Or pour tout x € R, sa partie entiére | x| est I'unique entier tel que |z| < z < |z|+1. En particulier
si x = { est un entier, on obtient :

/] =Llcar 0 < U<+ 1
[0+ 3| =Cear < l+5<l+1"

Donc :

2n 2 n n—1
I IED SIS SRV SIS 3
£=0 (=0

0<l<n —i<t<n—1

n(n+1)(2n+ 1) N (m—1)(n—-1+1)2(n—-1)+1)

6 6
nn+1)2n+1) (n—1)n2n—-1)
= +
6 6
S (2n2+3n—|—1)+(2n2—3n+1)} = E[4n2+2]
6 6
| n@2n®+1)
==

n

km
2. z:sin2 <2—> en inversant 'ordre de sommation.
n

k=0
» On a:

S = Zsm( ) Zsm( ) enposant k=n—( < (=n—Fk

= 2 (m L. . .
= g cos” [ — par symétrie de la fonction sinus
n

- l
= (1 — sin? (2—W)> d’apreés le théoréme de Pythagore
=0

n
= i 1— i sin? g—ﬂ par linéarité de la somme
2n
=0 =0
=(n+1)-8
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On en déduit que 25 =n + 1 et donc :

- krm n+1
1 2 — p— P
57 sin <2n> S 5 |

1 : :
3. en reconnaissant deux sommes télescopiques.

—~ k(k+1)(k+2)
» On a pour tout k£ > 1

1 1 1

k k+1  k(k+1)

Une astuce vue dans le cours et qu’il faut connaitre. C’est un classique a partir
duquel on peut construire de nombreuses sommes télescopiques.

ce qui donne en divisant par (k + 2) :

1 1 1
kk+D)(k+2) k(k+2) (k+1)(k+2)

De plus,on a k > 1

11 2 ot 11 1
ko k+2 k+2 E+1 k+2 (E+1D(k+2)
Par conséquent :
1 B n
l<:lc+1)k:+2_'k:1 kk+2 )%+%

Mz

(5 (——m) (F-73))

Zl <_ _ k—+2> Z <k——|—1 - k——l—Z) par linéarité de la somme.

k=1

i

l\'.)lr—t

On reconnait deux sommes télescopiques. Plus précisément, on a :

n

E:(E_EIE) E: 2:k+2

1 n+21
= — — — 2:
; ? ; / en posant k + l
_14_1_ 11 3n+)(nr+2)-2(n+2)-2(n+1)
12 n+l n+2 2(n+1)(n+2)
_(3n*+9n+6)— (4n+6)  n(3n+5)
B 2(n+1)(n+2) C2(n+1)(n+2)

1 1 "1 "1
t - - R N
¢ Z;(k+1 k+2) ;:k+1 L k2

n 1 n+1 1
:z::k——{—l_zé—{——l enposant k+2=/0(+1 < (=k+1
1 1 n42-2 n

2 n+2 2n+2) 2n+2)
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Donc :

= 1 1 y nBn+5  n n@Bn+5)—2n(n+1)
k(k+D(k+2) 27 2n+1)(n+2) 2n+2)  4n+1)(n+2)
n®+3n n(n+ 3)

4n+1)(n+2) |[4dn+1)(n+2)]

Probléme 2

Le but de ce probléeme est de dénombrer certains ensembles d’entiers.

Partie I. Dans cette partie, on s’intéresse pour chaque n € N* auz parties de [1,n] = {1,2,3,...,n}
ne contenant pas deux entiers consécutifs. On note :
— A,, Uensemble des parties de [1,n] ne contenant pas deuz entiers consécutifs ;
— a, le nombre d’éléments de A, ;

&, ={A€ A, |ne A}

Ainsi, on a :

Ay = {@,{1},{2},{3},{1,3}}, 45 =5 el E— {{3},{1,3}}.

1. Justifier que a1 = 2 et ay = 3.
» L’ensemble des parties de [1,1] est P([1,1]) = P({1}) = {0,{1}}. Chacun de ces deux
ensembles ne contient pas deux entiers consécutifs, donc .
L’ensemble des parties [1,2] est P([1,2]) = P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}}. Parmi ces quatre
ensembles, seul {1,2} contient deux entiers consécutifs, donc .

2. Déterminer Ay, ay et &, puis reconnaitre Ay \ &y.
» L’ensemble des parties de [1,4] est :

P11 4D = P({1.2,3,4}) = {0{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3}., {1, 4}, {2.3}. {2.4}. 3.4},
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3, 4}, {1,2,3,4}}.
Parmi ces ensembles, on reconnait ceux qui ne contiennent pas deux entiers consécutifs :

Ay = {(2), (13, {2}, {3}, {4}, {1,3}, {1, 4}, {2,4}} et donc [a; = 8]

L’ensemble &, correspond aux éléments de A4 qui contiennent 4, donc :

£ = {{4}, (1,4}, {2,4}} et | A\ E = {(2), (1}, {2}, {3}, {1,3}} — Ayl

3. Pour cette question, on fize un entier n > 3.
(a) Montrer que A, \ &, = A,_1.

» On raisonne par double inclusion.
1™ inclusion : montrons que A, \ &, C A,_1. Soit A € A, \ &, donc A € A, et A ¢ &,.
Puisque A € A,, A est une partie de [1,n]. Orn ¢ A, car A ¢ &,, donc A est une partie
de [1,n — 1]. De plus A ne contient pas deux entiers consécutifs car A € A,,. Finalement
A € A, et ceci étant vrai pour tout A € A, \ &, on en déduit que A, \ &, C A,_1.
2¢ inclusion : montrons que A, 1 C A, \ &,. Soit A € A,,_;. Alors A est une partie de
[1,n — 1], donc en particulier une partie de [1,n]. De plus A ne contient pas deux entiers
consécutifs donc A € A,,. D’autre part n ¢ A, car A C [1,n — 1], donc A ¢ &,. Finalement
Ace A, et A¢E,, donc A € A, \ &, et ceci étant vrai pour tout A € A,,_1, on en déduit
que A, 1 C A, \ &,

Conclusion : par double inclusion, on a bien démontré que | A, \ &, = A,,_1|.
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(b) Montrer que &, ={X U{n} | X € A, »}.

» On raisonne par double inclusion.

1™ inclusion : montrons que &, C {X U{n} | X € A, _»}. Soit A € &,, donc A € A, et
n € A. On pose X = A\ {n} afin que A = X U {n}. Puisque X est une partie de [1,n — 1]
ne contenant pas deux entiers consécutifs, car A € A,,, on a X € A,,_;. Mais on a aussi
que (n — 1) ¢ X car sinon (n — 1) € A ce qui est absurde car n € A et A ne contient pas
deux entiers consécutifs. Ainsi X est une partie de [1,n — 2] ne contenant pas deux entiers
consécutifs, donc X € A,,_». Finalement A est de la forme X U {n} avec X € A,_, et ceci
étant vrai pour tout A € &,, on en déduit que &, C{X U{n} | X € A,_»}.

1l faut bien comprendre qu’il s’agit de trouver X ici pour démontrer l’in-
clusion. La définition de X doit donc apparaitre quelque part.

2° inclusion : montrons que {X U{n} | X € A, 2} C &,. Soit A e {XU{n} | X € A,_»},
cest-a-dire A = XU{n} avec X € A,,_5. Puisque X est une partie de [1,n—2], A = XU{n}
est une partie de [[1,n]. De plus, A ne contient pas deux entiers consécutifs car X ne contient
pas deux entiers consécutifs et car (n — 1) ¢ A. Par conséquent A € A,,. Finalement A € &,,
car n € A, et ceci étant vrai pour tout A € {X U{n} | X € A, 2}, on en déduit que
{XU{n} | XeA, }C&,.

N’oubliez pas de préciser que (n—1) & A, c¢’est l’argument clef pour justifier
que A ne contient pas deux entiers consécutifs.

Conclusion : par double inclusion, on a bien démontré que | &, = {X U{n} | X € A, »}|

(c) A Uaide d’une partition de A,,, déduire des résultats précédents que a, = Gp_1 + Gp_s.
» On remarque que A, \ &, et &, forment une partition de A, car :

(ANE)NE, =0 et (A \ENUE, = A,
puisque A, \ &, ={A€ A, | A¢ &}

Inutile de démontrer ces deux égalités d’ensembles par double inclusion.
Elles sont immédiates par définition de la différence de deux ensembles.

Ainsi, le nombre a,, d’éléments de A, est égal & la somme du nombre d’éléments de A, \ &,
et du nombre d’éléments de &,. Or d’aprés les résultats des questions précédentes, on a :

ANE =A,1 et E,={XU{n}| X €A, -}

donc le nombre d’éléments de A, \ &, est égal a a,,_1, et le nombre d’éléments de &, est égal
au nombre de choix de X dans A,,_», c’est-a-dire au nombre d’éléments de A,,_o, donc a,,_s.
Finalement, on a bien déduit des résultats précédents que ‘an = Qp_1 + Ap_2 ‘

4. Calculer une expression de a, en fonction de n € N*.
» A la question précédente, on a montré que a, = a,_1 + a,_o pour tout n > 3, ce qui peut
aussi s’écrire en posant n =k+2 < k=n—2:

Vk > 1, apyo = agq1 + ay.
On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique :
> =q¢+1 d’inconnue q € C.

Cette équation a pour discriminant A = (=1)2 =4 x 1 x (=1) = 5 > 0, donc elle admet deux
racines réelles distinctes :

(D +VE_1+V5

S I 2

1-v5
e

et g
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Il existe donc (A1, A2) € R? tel que :

1 " 1— "
Vi > 1, an=A1< *2“3) +A2( 2ﬁ>

D’aprés les résultats de la question 1, on obtient pour n =1et n =2 :

2:A1<1”5 +)\2<1_\/5> 1)
2 2
ot 3:>\1<1+2\/3 +A2<1_2\/3> -\ <%)+A2 (6_4_2‘/5>

~ A (3 +2\/5 + (3 —2\/5> (2)

Donc :

= A+ Ao
En substituant Ay = 1 — A\; dans (1), on obtient :

2:)\1<1+2\/5>+(1—>\1)<1_\/5> :Al((H\/g)_(l_\/g))Jr(l_\/g)

2
= A\V5 + (1 _2\/5)

\ _L<2_<1_¢5>)_\/_3<3+\/5>_5+3ﬁ
T 2 5 2 10
5-3vV5

10

Finalement, on obtient une expression de a,, en fonction de n € N* :

donc :

et /\2:1—/\1:

5+3v5 (145  5-3V5 15\
Vn>1, a, = +3v5 ++5 . V5 V5
10 2 10 2
Partie II. On s’intéresse maintenant pour chaque n € N* auz parties de [1,n] = {1,2,3,...,n} ne

contenant pas trois entiers consécutifs. On note :

— B, l'ensemble des parties de [1,n] ne contenant pas trois entiers consécutifs ;

— b, le nombre d’éléments de B, ;

— F.={BeB,|neB}etF,={BebB,|(n—1)¢€ B}.

1. Justifier que by =2, by =4 et bg =T.
» L’ensemble des parties de [1,1] est P([1,1]) = P({1}) = {0,{1}}. Chacun de ces deux
ensembles ne contient pas trois entiers consécutifs, donc .
L’ensemble des parties [1,2] est P([1,2]) = P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}. Chacun de ces
quatre ensembles ne contient pas trois entiers consécutifs, donc .
L’ensemble des parties [1,3] est

P([L3]) = P13} = {0, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1,3}. {2, 3}, {1,2,3}.
Parmi ces huit ensembles, seuls {1,2,3} contient trois entiers consécutifs, donc .
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2. Déterminer By, by, Fy et F.
» L’ensemble des parties de [1,4] est :

P(IL41) = P({1,2.3,4}) = {041}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {13}, {1, 4}, {2.3}. {24}, {3, 4},
(1,2,3),{1,2,4}, {1,3,4},{2,3,4},{1,2,3, 4}}.

Parmi ces ensembles, on reconnait ceux qui ne contiennent pas trois entiers consécutifs :

By = {(Z),{l}, {2}, {3}, {4}, {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}, {1, 2,4}, {1,3,4}}
et donc .

L’ensemble F, correspond aux éléments de B, qui contiennent 4, donc :

Fo= {41 (1,41, 12,43, (3,41, {1,2,4), {1,3,4} }|

et 'ensemble F correspond aux éléments de B4 qui contiennent 3, donc :

Fl = {{3},{1,3},{2,3},{3,4},{1,3,4}} .

3. Pour cette question, on fize un entier n = 4.
(a) Montrer que B, \ F, = By_1.
» Le raisonnement est identique a celui de la question 3(a) en remplagant A, par B,,, &, par

Fn, A,_1 par B, _1 et 'expression «deux entiers consécutifs» par I’expression «trois entiers
consécutifsy.

Inutile de perdre du temps a rédiger ce raisonnement de nouveau, il suffit
de préciser les principales différences avec celui de la question 3(a).

(b) Montrer que F,, \ F, ={X U{n} | X € B,_2}.
» On raisonne par double inclusion.
1™ inclusion : montrons que F,\ F, C {XU{n} | X € B,,_»}. Soit B € F,\F,, donc B € B,
n € Bet(n—1) ¢ B.Onpose X = B\{n} afinque B=XU{n}.Onan ¢ Xet (n—1) ¢ X,
car (n—1) ¢ B, donc X est une partie de [1,n—2] ne contenant pas trois entiers consécutifs,
car B € B,. Ainsi X € B,,_5. Finalement B est de la forme X U {n} avec X € B,_5 et ceci
étant vrai pour tout B € F,, \ F,, on en déduit que F,, \ F, C {X U{n} | X € B,,_»}.
2¢ inclusion : montrons que {XU{n} | X € B,,_2} C F,\F,,. Soit B € {XU{n} | X € B,_»},
c'est-a-dire B = X U{n} avec X € B,_5. Puisque X est une partie de [1,n—2], B = XU{n}
est une partie de [1,n]. De plus, B ne contient pas trois entiers consécutifs car X ne contient
pas trois entiers consécutifs et car (n — 1) ¢ B. Par conséquent B € B,,. De plus, n € B et
(n—1) ¢ B, donc B € F, \ F), et ceci étant vrai pour tout B € {X U {n} | X € B,_»}, on
en déduit que {X U {n} | X € B, 2} C F,, \ F)..
Conclusion : par double inclusion, on a bien démontré que| F,, \ F,, = {X U{n} | X € B,_2}|

(¢c) Montrer que F, N F, ={XU{(n—1),n} | X € B,_3}.
» On raisonne par double inclusion.
1™ inclusion : montrons que F,NF, C {XU{(n—1),n} | X € B,_3}. Soit B € F,,NF}, donc
BeB,,neBet(n—1)€ B.Onpose X =B\ {(n—1),n} afin que B=XU{(n—1),n}.
Puisque X est une partie de [1,n — 2] ne contenant pas deux entiers consécutifs, car B € B,
on a X € B, 5. Mais on a aussi que (n —2) ¢ X car sinon (n — 2) € B ce qui est absurde
car {(n —1),n} € B et B ne contient pas trois entiers consécutifs. Ainsi X est une partie
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de [1,n — 3] ne contenant pas trois entiers consécutifs, donc X € B,,_3. Finalement B est de
la forme X U {(n — 1),n} avec X € B,,_3 et ceci étant vrai pour tout B € F, N F, on en
déduit que F,NF, C {XU{(n—1),n} | X € B,,_3}.

2¢ inclusion : montrons que {X U{(n—1),n} | X € B,,_3} C F,NF,. Soit B € {X U{(n—
1),n} | X € B,_3}, clest-a-dire B = X U {(n —1),n} avec X € B,,_3. Puisque X est une
partie de [1,n— 3], B = X U{(n—1),n} est une partie de [1,n]. De plus, B ne contient pas
trois entiers consécutifs car X ne contient pas trois entiers consécutifs et car (n—2) ¢ B. Par
conséquent B € B,,. Finalement B € F,NF,, carn € Bet (n—1) € B, et ceci étant vrai pour
tout B € {XU{n}| X € A, 3}, on en déduit que {XU{(n—1),n} | X € B,_3} C F.NF..
Conclusion : on a bien démontré que | F, N F,, ={X U{(n —1),n} | X € B,_3}|par double
inclusion.

(d) Justifier que B, \ Fn, Fn \ F,, et F, N F, forment une partition de B,.
» On a :

(B \ Fn) 0 (Fn \ J7)
(B \ ) N (Fn N F7)
(Fu\ F) 0 (Fa N F)

0
0 et (B\Fo)U(F,\FH)U(F,NF)=8,
0

par définition de la différence et de I'union de deux ensembles. Ainsi | B, \ F,, Fn \ F,, et

Fn N F] forment une partition de B, |.

Attention, Uégalité (B, \ Fp,) N (F, \ F,) N (Fo N FL) =0 est insuffisante
pour justifier que By, \ Fn, Fn \ F et F, N F, sont deux & deux disjoints.

(e) En déduire que b, = b, 1 + b,_5+ b,_3.
» D’apres le résultat de la question précédente, le nombre b,, d’éléments de B,, est égal a la
somme du nombre d’éléments de B, \ F,, du nombre d’éléments de F,, \ F,, et du nombre
d’éléments de F,, N F,. Or d’aprés les résultats des questions précédentes, on a :

B \F, =Bn_1, Fo\F, ={XU{n}| X € B,_a} et F,NF, ={XU{(n—1),n} | X € B,,_3}

donc le nombre d’éléments de B,, \ F,, est égal & b,_1, le nombre d’éléments de F,, \ F) est
égal au nombre de choix de X dans B, _s, c’est-a-dire au nombre d’éléments de B,,_5, donc
by—2, et de méme le nombre d’éléments de F,, N F,, est égal a b,,_3. Finalement, on a bien
déduit de résultats précédents que | b, = b,—1 + by—a + b_3|.

4. Dans cette question, on s’intéresse a l’équation suivante d’inconnue q € C :

¢ =¢+q+1. (E)

(a) Prouver qu’il existe un unique réel solution de (E) qu’on notera r sans déterminer sa valeur.

» On pose la fonction f: R — R,z +— 23 — 22
polynomiale et on a :

—x — 1. f est dérivable sur R comme fonction

Vo e R, f'(z) =32 — 2z — 1.

On reconnait un polynéme de degré 2 de discriminant A = (—2)% —4 x 3 x (—1) = 16 > 0,
donc il admet deux racines réelles distinctes :

—(=2) +V16 2—14 1

rHn=—"——=1 et r9=——=—-.

2x3 6 3

De plus, on a :

1 1 1+1 ~1-3+9-27 22
27 9 3 27 o7

f)=1-1-1-1=-2 et f(—g

D’ou le tableau des variations de f :
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T —00 —% 1 T +00
f'(x) + 0 — 0 +
_22 +00
Flz) / 27 \ 6/
e —2 —

On en déduit qu’il existe un unique réel r tel que f(r) = 0.

On verra plus tard dans le cours que [’argument principal pour justifier ce
type d’affirmation est le théoreme de la bijection.

Or, par définition de la fonction f, on a pour tout réel z : f(x) = 0 si et seulement si z est

solution de (F). On en déduit quil existe un unique réel r solution de (E)|.

(b) Déterminer (o, B) € R?* en fonction der tel queVz € C, 23 —2*—2—1 = (z—r)(z*+az+f).
» Analyse : on suppose qu’il existe (a, 3) € R? qui vérifie 'énoncé. On a pour tout z € C :

P ——1=0r-r(E+az+B8) =2+ (a—1r)+ (B—ar)z —1rp.
En identifiant les coefficients de deux polynomes égaux, on obtient :
a-r=-1 a=r—1

ﬁ__fgij done {5:0‘7‘_1:(7"—1)7"—127‘2—7’—1'

Synthese : on pose et ‘B =rt—r—1 ‘ Alors on a pour tout z € C :

(z—r) P +az+B) =2+ (a—1r)*+ (B—ar)z —rp
=2+ r-1-72+ 0" —r—1—(r—=Dr)z—r(r*—r—1)

:z3—22—z—r3+r2+7“.

Or 3 = 7% + 7+ 1 car r est solution de (E). Donc :
V2eC, z—r) (P +taz+B) =2 -2 —z— (P +r+ D) +ritr=2° 22—z -1

Ainsi « et § vérifient bien ’énoncé.

On peut aussi rédiger la réponse a ce type de question sans utiliser de
raisonnement d’analyse-synthése. On peut par exemple résoudre par équi-
valences le systéme de trois équations obtenu pour déterminer les deux
imconnues « et 3. Dans ce cas, il ne faut pas oublier de vérifier la compa-
tibilité de la troisiéme équation (en utilisant que r est solution de (E)).

(¢c) En déduire que (E) admet trois solutions distinctes : le réel r et deuz solutions complexes
conjuguées qu’on notera pe' et pe= sans déterminer leur valeur.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on a pour tout g € C :
¢ =¢+q+1 (E)
=P - —qg—1=0
= (¢—7)(¢" +ag+B)=0
—qg=r ou ¢F+ag+p=0.
On reconnait une équation de degré 2 de discriminant :
A=a?—483
= (r—1)>=4(r* —r —1) d’aprés les résultats de la question précédente
=72 —2r+1—4r’ +4r +4
= —3r? +2r + 5.
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On reconnait un polynéme de degré 2 de discriminant A’ = 22 — 4 x (=3) x 5 = 64 > 0,
donc il admet deux racines réelles distinctes :

poo—2t+vee o _—2-8_5
LTk (=3) T 6 3

En reprenant la fonction f définie a la question 4(a), on a :

< 0.

27 9 3 27 27

f(5)_125 25 5 _125-75-45-27 22

D’apreés le tableau des variations de f obtenue a la question 4(a), on obtient que g < r, ainsi
r €] — 00,71 [U]ry, +00[. On en déduit que A < 0 et donc que I'équation ¢®+ag+ 3 = 0 admet
deux solutions complexes conjuguées distinctes. Finalement, on obtient que | (E) admet trois

‘solutions distinctes : le réel r et deux solutions complexes conjuguées ‘

5. On admet qu’il existe un triplet (\, A, B) € R3 solution du systéme linéaire suivant :

rA+ pcos()A + psin(f)B =2
2\ + p*cos(20)A + p?sin(20)B = 4 . (S)
X + p?cos(30)A + p*sin(30)B = 7

Démontrer que b, = \r™ + p™(Acos(nf) + Bsin(nf)) pour tout n € N*,
» Démontrons le résultat par récurrence triple.

On peut également utiliser une récurrence simple pour montrer la proposition
suivante pour tout n € N* :

b, = Ar" + p"(Acos(nf) + Bsin(nd))
P(n): «{ by = A"+ p" T (Acos((n + 1)0) + Bsin((n + 1)6)

) ».
brio = Ar"T2 + p"2(Acos((n + 2)0) + Bsin((n + 2)0))

Initialisation : on a by = 2, by = 4 et b3 = 7 d’aprés la question 2, donc le résultat est vrai pour
n=1,n=2etn=3car (\ A, B) € R3 est solution de (S).

Hérédité : on suppose que le résultat est vrai aux rangs k, k + 1 et k 4+ 2 ot k € N* est fixé.
Montrons que le résultat est vrai au rang k + 3. On a :

bp+s =bpyo + bpr1 + b en posant n = k + 3 dans le résultat de la question 3(e)
=M% 4 "2 (Acos((n + 2)0) + Bsin((n + 2)0))
+ M p" T (A cos((n + 1)0) + Bsin((n + 1)6))
+ A" + p"(Acos(nf) + Bsin(nf)) par hypothéses de récurrence
=Xr" (r* +r+1) + ARe (p"e™ ((pe”)* + pe” + 1)) + Blm (p"e™ ((pe”)* + pe” + 1)) .
Orr2+r+1=r%et (pe)? + pe? = (pe')® car r et pe? sont solutions de (E). Donc :
bk+3 :)\7“”7“3 + ARe (pneinﬁ(peiO)S) + Blm (pneinG(peiO)S)
=" 4 p" 3 (Acos((n + 3)0) + Bsin((n + 3)8)).

Ainsi le résultat est vrai au rang k + 3 dés qu’il est vrai aux rangs k, k+ 1 et k + 2. Et ceci est
vrai pour tout k € N*.
Conclusion : d’apres le principe de récurrence triple, on a bien démontré que :

Vn e N*, b, = A" + p"(Acos(nf) + Bsin(nd)) |
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Exercice 3 -
Soit x € [—1,1]. Montrer que arccos(x) + arcsin(x) = 5

» Par définition de la fonction arccosinus, § = arccos(z) est I'unique solution de ’équation cos(f) = x
d’inconnue 0 € [0, 7. Or on a d’aprés les formules de trigonométrie (symétrie des fonction cosinus et sinus

et réciprocité de la fonction arcsinus) :

Ccos <g — arcsin(x)) = sin(arcsin(z)) = x

et :
Tow :
arcsin(x) € [—5, 5] par définition de la fonction arcsinus
donc — T < arcsin(x) < g
donc ozg—gg ;T — arcsin(z) < g+g:7r
donc <g — arcsin(x)) € [0, 7].
Ainsi 0§ = (2 — arcsin(z)) est solution de I'équation cos(f) = z et § € [0, 7]. Par unicité de cette solution,

on en déduit que :
(g - arcsin(x)) = 0 = arccos(x)

et par conséquent :

arccos(x) 4 arcsin(z) = g :

N’oubliez pas de justifier que (E — arcsin(z ) €0, smon on peut seulement déduire
de cos (3 — arcsin(z)) = z que (3 — arcsin(z)) = arccos(z) ou — arccos(z) [27].
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Probléme 1 (Modélisation mathématique et informatique)
Un modéle de dynamique des populations : les populations structurées

La dynamique des populations consiste a étudier I’évolution du nombre d’individus d’une population au
cours du temps. Un des premiers modéles est de supposer que le temps est un entier positif n (correspondant
par exemple & un nombre d’années) et que le taux de croissance d’une population est un réel a > 0 fixé.
Autrement dit, si x,, est le nombre d’individus au temps n, on a x;—:l = a. On constate alors que (z,)nen
est une suite géométrique de raison a.

Par exemple, on cherche a déterminer le nombre de cellules x, aprés n heures sachant qu’une cellule
se divise en deux toutes les heures. En supposant qu’il y ait au temps 0 une seule cellule et que ’on soit
dans des conditions optimales, on constate alors : Vn € N,  x,.; = 2x,,. Donc pour tout n € N, z,, = 2"
et ici le taux de croissance est 2.

Mais ce modeéle comporte de nombreux inconvénients, I'un d’entre eux étant qu’il suppose que tous les
individus de la population étudiée se reproduisent de la méme maniére.

Une facon de raffiner ce modele est alors de partager la population en plusieurs classes suivant certains
facteurs (par exemple ’age). En faisant des hypothéses sur la croissance de la population (ici linéaire), il
est alors possible d’obtenir des prévisions plus précises dans le développement de la population étudiée.

A - Exemple : un modéle de développement cellulaire

Dans cette partie, on suppose qu’il existe deux types de cellules : les matures et les immatures. Si
au temps n une cellule est immature, elle devient mature au temps n + 1. Si au temps n une cellule est
mature, alors au temps n + 1 elle se divise en deux cellules, I'une mature et I’autre immature. En posant
respectivement x,, et y, le nombre de cellules matures et immatures au temps n, on constate alors que les
suites (z)nen €t (Yn)nen vérifient la récurrence suivante :

Vn € N, {Z”H :i”+yn et avec g € N,y € N. (1)
n+l — <4n

1. (INFO) Ecrire une fonction en Python suite(n,x0,y0) qui prend en argument un entier n € N et
qui retourne la valeur du couple (x,, y,).

2. Montrer que 'on a Vn € N,  x,.0 = Z,11 + 2.

3. Exprimer pour tout n € N, z,, et y, en fonction de n, xq et yp.

4. En supposant qu’au temps 0, il y a uniquement une cellule immature, montrer que pour tout n € N,

_ 1 (m Y A _ 1+V5 _ 15
mn—jg(rl—TQ)ourl— 52, Ty =~

no1
5. Montrer que 'on aVn € N,  z, = 5t Z,Lé | (2’:&)51@'

B - Un modéle général et quelques applications

Dans cette partie, on présente le modele d’une population structurée en deux classes de maniére géné-
rique. On appliquera alors ce modeéle a différents problémes issues de la biologie.
Considérons deux populations (z,)nen €t (Yn)nen évoluant de la maniére suivante :

Tpi1 = ax, + by,
Vn € N, { A (E)
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ol a, b, ¢, d sont des parameétres réels.

Par exemple, pour la population de cellules étudiées dans la partie A on a deux classes, I'une corres-
pondant aux cellules matures et 'autre aux cellules immatures. Les paramétres ont dans ce contexte la
signification biologique suivante :

— a = 1 est la proportion de cellules matures restant matures entre deux temps consécutifs ;

— b =1 est la proportion de cellules immatures devenant matures entre deux temps consécutifs ;

— ¢ =1 est le nombre de cellules immatures obtenues par division d’une cellule mature ;

— d = 0 car les cellules immatures ne se divisent pas.

B1 - Etude du modéle général

6. (INFO) Ecrire une fonction en Python suite(n,a,b,c,d,x0,y0) qui prend en argument un entier
n € N, quatre parameétres réels a, b, ¢, d et les conditions initiales xq, 19 et qui retourne la valeur du
couple (zn, Yn).

7. Montrer que pour tout n € N, x,12 = (a + d)xp41 + (be — ad)z,,.

Indication : on pourra d’abord montrer que pour tout n € N, bdy,, = dx,1 — adx,.

8. De maniére similaire, montrer que pour tout n € N, y,12 = (a + d)yns1 + (bc — ad)yy.

9. Réciproquement, on suppose que les suites (z,)nen €t (Yn)nen vérifient :
Vn € N, zpy0 = (a+ d)xpi + (be — ad)xy, Ynio = (@ + d)yni1 + (be — ad)y,,

et avec comme conditions initiales g, yo, x1 = azxo + by, y1 = cxro + dyo.

Montrer par récurrence que les suites (Z,)nen €t (Yn)nen vérifient le systéme (E). (Indication : on
pourra vérifier P(0) et P(1), et supposer que P(n—1) et P(n) sont vraies pour un certain n € N*).

10. On suppose que (a + d)* — 4(ad — bc) = 0. Pour tout n € N, exprimer z,, en fonction de n et des
autres parametres.

B2 - Application : une espéce vouée a disparaitre

On considére une espéce partagée en deux classes (x,,)nen (les parasites) et (y,)nen (les reproducteurs).
On suppose que I’évolution de 'espéce obéit aux régles suivantes :
— un reproducteur donne naissance a un reproducteur et a deux parasites entre le temps n et n +1;
— un reproducteur reste reproducteur entre le temps n et n + 1;
— un parasite mange deux reproducteurs entre le temps n et n + 1.
En modélisant a 1’aide d’une récurrence, on a alors :

Tn+1 = 2yn
vn N’ { Yn+1 = _an + 2yn (2)

On suppose qu’au temps 0, il n’y a pas de parasites et 2 reproducteurs.

11. Exprimer pour tout n € N, z,, et y,, en fonction de n.

12. Montrer qu’il existe des entiers n € N tels que x,, est négatif.

On constate alors qu’a partir d’un certain temps, ce modéle n’est plus valide concernant la population
étudiée : en effet, si on obtient x < 0 ceci signifierait qu’il y aurait un nombre négatif d’individus ce qui
n’a pas de sens biologique. Dans le cas ou on aurait z,, < 0 pour un certain ny € N, on en conclut que la
population (z,)nen $'éteint & partir d'un certain moment.

B3 - Un modéle tue-mouche

On place dans un méme espace confiné deux espéces de mouches, Drosophila simulans et Drosophila
melanogaster. On suppose que leur taux de croissance est identique et est de a > 0, qu'une D. melanogaster
élimine systématiquement b > 0 D. simulans entre les instants n et n 4+ 1. On note respectivement (x,,)nen
et (Yn)nen les suites de populations de D. simulans et de D. melanogaster. On suppose que zq > 0 et
Yo > 0.
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13. Déterminer les relations de récurrences que vérifient (,)nen €t (Yn)nen-
14. Exprimer z,, et y, en fonction de xg, yo, a, b, n.

15. En déduire que la population de simulans disparait a partir d’'un temps ng, que 'on exprimera en
fonction de a, b, xq, yo.

16. (INFO) On suppose que la fonction tueMouche (x0,y0,a,b,n) retourne la valeur du couple (x,,, y,).
On considére les deux programmes suivants :

n=0 n=0
simulans=tueMouche (x0,y0,a,b,n) [0] melanogaster=tueMouche (x0,y0,a,b,n) [1]
while(simulans>0) : while(simulans>0)

n=n+1 n=n+1

simulans=tueMouche(x0,y0,a,b,n) [0] melanogaster=tueMouche (x0,y0,a,b,n) [1]
print(n) print(n)

Le ou lesquels de ces programmes terminent 7 On se placera dans les conditions de 1’énoncé. Dans
le cas ot il y a une fin au programme, dire ce qui sera affiché.

C - Une population structurée en trois classes

On étudie I’évolution d’une population d’insectes que 1'on partage en trois classes d’ages : les larves,
les insectes adultes et les insectes agés. Pour tout n € N, on note respectivement x,, v, et z, le nombre
de larves, adultes et d’insectes agés au temps n.

On suppose que ’évolution de ces populations obéit a la récurrence

Tnt1 = S0y,
_ X
Vn € N, Yn+1 = 35
_ Y
Zn+l = 771
11

17. Donner une interprétation biologique des coefficients 80 et de la non-apparition de z, dans

cette récurrence.

) 929 907

18. (INFO) Ercire une fonction popuplation(n) qui prend en argument une entier n € N et qui
retourne le nombre total d’insectes.

19. On cherche a établir une relation de récurrence pour la suite (x,,),en. Montrer que pour tout n € N,
Tpyo = 4y, (3)

20. On suppose que pour n = 0, il y a 100 larves et pas d’insectes adultes et agés. Déterminer la
population totale en fonction de n.

21. Ce modéle vous parait-il adapté pour 1’étude d’une population d’insectes ?

Probléme 2 (Méthodes de calcul et raisonnement)
La ferme expérimentale de Grignon souhaite mettre en place une nouvelle salle de traite automatique
donnant plus de liberté aux vaches et sans avoir besoin de chien «super-intelligent» pour diriger le troupeau.
Cette nouvelle salle contient n stalles alignées numérotées de 1 & n (ot n € N* est un entier fixé). Dés que
les stalles sont libres un sas s’ouvre sur un enclos d’attente pour laisser passer n vaches I'une aprés ’autre.
Chaque vache a une stalle de traite préférée. Pour chaque k € [1,n] = {1,2,3,...,n}, on note s € [1,n]
le numéro de stalle préférée de la k-iéme vache arrivant dans la salle de traite. Si la stalle numéro s; est
déja occupée, la k-ieme vache se déplacera jusqu’a la prochaine stalle libre. Les problémes surviennent
lorsqu’aucune stalle restante n’est disponible puisque les vaches ne peuvent pas faire demi-tour.

L’application k — s, est simplement représentée par le n-uplet s = (s1,59,...,8,) € [1,n]" et on dit
que s est une fonction de parcage si les n vaches se répartissent dans la salle de traite sans problémes,
c’est-a-dire si chacune occupe une stalle avant le début de la traite. Par exemple pour n = 6: (3,5,1,2, 3, 2)
est une fonction de parcage au contraire de (2,5,6,5,1,2) (voir les figures 3 et 4). De plus, on dit que s
est croissante si 'application k +— s; est croissante, c’est-a-dire si s; < 59 < -+ < §p,.

On note P, l'ensemble des fonctions de parcage et P, le sous-ensemble des fonctions de parcage
croissantes. Le but de ce probléme est de dénombrer ces deux ensembles.
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FIGURE 1 - (3,5,1,2,3,2) est une fonction de parcage.
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FIGURE 2 — (2,5,6,5,1,2) n’est pas une fonction de parcage.

1. (a) Rappeler le nombre total d’applications de [1,n] dans [1,n].
(b) Montrer que P, = {(1,1),(1,2),(2,1)}.
(c¢) Donner, sans justifier, les éléments de Ps et en déduire que card(P;) = 16.

2. On note © l'application qui a chaque s € [[1,n]"™ associe le n-uplet ayant les mémes composantes que
s réordonnées dans 'ordre croissant, par exemple pour n =6 : ©(3,5,1,2,3,2) = (1,2,2,3,3,5).
(a) Discuter brievement de I'injectivité et de la surjectivité de 'application © : [1,n]" — [1,n]".

(b) Dans les deux questions suivantes, on fixe s = (s1, S2,...,5,) € [1,n]" et onnote t = (t1,1s,...,t,)

I'image de s par ©. Ainsi on a t; <ty < -+ < 1.

i. Pour cette question, on suppose que t; > k pour un certain k € [1,n]. En observant les
vaches ayant les préférences iy, txy1, ..., t,, justifier que s n’est pas une fonction de parcage.

ii. Pour cette question, on suppose que s n’est pas une fonction de parcage et on note k le plus
petit numéro des stalles qui restent inoccupées. En observant les vaches ayant les préférences
ti,ta, ..., t, justifier par I’'absurde que t > k.

(¢) En déduire la description suivante de I’ensemble des fonctions de parcage :

P = {s e [L,n]" | VE € [1,n], ty <k ot (b, ta, ... 1n) = @(s)} .

3. Pour chaque t = (t1,1s,...,t,) € [1,n]™ croissant, c’est-a-dire tel que ¢; < t5 < -+ < t,,, on note
A; Pensemble des antécédents de ¢ par I'application O, c’est-a~dire : A, = {s € [1,n]™ | O(s) = t}.
Par définition de 'application ©, A; est donc I’ensemble des n-uplets ayant les mémes composantes
que t dans un ordre quelconque, autrement dit A; est I’ensemble des anagrammes de ¢.

(a) Montrer que si t € [1,n]" et t' € [1,n]™ sont distincts et croissants, alors A; N Ay = 0.
(b) A l'aide du résultat de la question 2, montrer que si t € P;, alors A, C P,.

(¢) Prouver que I'union des ensembles A; ou ¢ décrit P, est égal a P,, et en déduire que

card (P, Z card (A;)

teP;t

4. (a) Ecrire P, sous la forme Utepj A; en déterminant P, et chaque ensemble A; ou ¢ décrit Py .
(b) Méme question pour Ps.

(c¢) Dans les trois questions suivantes, on s’intéresse au cas n = 4.
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i. A I'aide du résultat de la question 2, donner, sans justifier, les éléments de P,
ii. Pour chaque ¢t € P, déterminer card(A;), c’est-a-dire le nombre d’anagrammes de t.
iii. En déduire que card(P,) = 125.
5. Pour chaque n € N* et chaque (4, j) € [1,n + 1]?, on définit les ensembles suivants :

g = {(tth,...,tn) ePr | t, = z} et FiI, = {(tl,tg,...,tn,tn+1) €Pr | (b tug) = (z’,j)}.

De plus, on note E! le cardinal de &..
(a) Calculer E} et EM1.

(b) Dans les quatre questions suivantes, on fixe (7,7) € [1,n + 1] tel que i < j et on pose :

QOI(E’Z FJFI, (tl,t27‘--7tn)'_>(tht?a"‘?tnaj)'

i. Justifier que si (¢1,ta,...,t,) € P, alors (ty,ta, ..., tn,0) € PIH pour tout £ € [t,,n + 1].
ii. En déduire que ¢ est bien définie, c’est-a-dire que ¢(t) € FJ w1, pour tout ¢ € .
iii. Justifier que si (t1,ta, ..., b, tnt1) € Py, alors (t1,ta,...,t,) € P
iv. Montrer que ¢ : E! — F+1 est bijective et que card (fn+1) = E!.

(c) Pour cette question, on fixe j € [1,n + 1]. Prouver que |J._, F.J, = £}, et en déduire que

n
J
n+1l = n*
i=1

(d) Montrer que

p

g+t p+q+1
Y(p,q) € N?, =
#.9) 2 < ¢ ) ( p
=0
(indication : utiliser aprés l'avoir justifié que (qy) = (q+§+1) — (qH) pour tout ¢ € Z).

(e) A Daide des résultats précédents, démontrer par récurrence que pour tout n € N* on a :

, n+i—2 n+1i—2
Vi 1 B = — .
ieltnl E, ( i—1 ) < i—2 )

(f) Justifier brievement que P;" est égal a 'union disjointe des EL, 2, ... E", puis en déduire que

card (P;7) ZE’ (2:__11> - (2:__21)

(g) Conclure que

card (P)) = n-1F1<2:) :

6. (a) A l'aide du résultat précédent, déterminer le nombre d’éléments de Py

(b) En s’inspirant de la question 4.(c), expliquer comment on pourrait déterminer card(Ps).
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1 (Modélisation mathématique et informatique)
Enoncé et corrigé de V. Vong

A - Exemple : un modéle de développement cellulaire

1. (INFO) On pose :
def suite(n,x0,y0)

x=x0

y=y0

for i in range(O,n)
d=x
X=x+y
y=x

return (x,y)

2. Soit n € N. Par définition de (z,),en, on a

Tp+2 = Tp+l + Yn+1-

Or, Yp+1 = yn- On en déduit que

Tpig = Tl + Ty |

3. On constate que (z,)nen Vérifie une récurrence linéaire d’ordre dont voici ’équation caractéristique :
X2 -X—-1=0.
Calculons son discriminant : A = 5. On en déduit que les solutions de cette équation sont :

1++5 1-v5
9 2T T

Par conséquent, il existe A et B réels tel que :

r =

vn € N, x,, = Ar] + Brj.

Déterminons les valeurs de A et de B en fonction de z( et de yq. D’aprés la relation de récurrence
entre x, et y,, on en déduit que 1 = xy + yo. Donc

i :A+B
To+yo = Ary + Bry

En regroupant la ligne 2 suivant A 4+ B et A — B, on obtient :

Zo IA+B
A+B | V5(A-B)
2 + 2

To+ Yo =
En remplacant A + B par xg, on a

V5(A-B)

{l’o :A+B
To+yo = G + G
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A+B

{ 4 _
x ~ /5(A-B)
2y = YD)

To :A+B
\/Lg(ffo+2yo):A—B

En sommant les deux lignes, et en soustrayant la ligne 2 a la ligne 1, on obtient

(1 +V5)zp + 2y (VB — 1) — 2y
24 — 7 2B = NG

D’ou

A:

(1+ V5)zo + 2y B_ zo(v/5 — 1) — 2y
2v/5 T 2v/5

Il en résulte que

vn € N, — LE VD)0t 20 <1+\/5>n+xo(\/5—1)—2yo (1—\/5>"'
2V/5

2 25 2

On sait que pour tout n € N, on a

Yn+1 = Tn-
Donc

VYn > 1y, =

25 2

Vérifions que la formule de droite est égale a yq lorsque n = 0.

(1+v5)z0+2y0 (14—\/5)_1 + x0(v/5—1)—2yo (1—\/5> -1 1
245 2 24/5 2

(1+v5)zo+2y0 [ 1+ 5 "_1+x0(\/3—1)—2y0 -3\
2v/5 2

On a

4 4

Wg 2[E() + 1+y\0/g — 2.750 — 17y\(}5> .
Ayo [ A=v5-1-v5 >

~ 2v5 \(1rvVB)(1-V5)

Ayo | =2

= 5% T

= Yo-

Par conséquent, on a en fait

(1+VB)ao+ 200 (1+V5)" | (V51 =2 (1-v5)"
vn e Ny, = NG ( 5 ) + WG < 5 )

On suppose qu’il y a temps 0 une cellule immature et aucune cellule mature. Autrement dit, zo = 0
et yo = 1. En remplacant dans la formule de la question 3, on en déduit que

1 ((1+v5\  [1-v5)
() ().

n=5((52) - (59))
n \/5 2 2 .
— ﬁ Sreo (B) NG >ico (3) (—\/5)k> ( en appliquant la formule du binéme)

En séparant les sommes suivant les indices pairs et impairs, on obtient

5. Soitn € N. On a

1 n k n k n k n i
= | S () () () - Z ()
0<k<n, 0<k<n, 0<k<n, 0<k<n,

k pair k impair k pair k impair
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Or(—1)F =1 si k est pair et (—1)* = —1 si k est impair. Donc

e

0<k<n,
k impair
On pose k = 2k'+1 avec k' € N. On a donc ’71 <k < ”T’l k' étant naturel, on a donc ’71 <k < "T’l
D’ou
1 |25 ]

n 2k'+1
- om-1,/5 Z (2k’+1>\/g

k'=0

Tn

Par conséquent,

B1 - Etude du modéle général

6. On définit suite de la maniére suivante :

def suite(n,a,b,c,d,x0,y0)

x=x0

y=y0

for i in range(O,n)
aux=x
X=axx+bxy
y=cxaux+d*xy

return x,y

7. Soit n € N. On a
Tpi2 = Tpt1 + OYnir.

Or, d’apres la deuxiéme relation,
by,1 = bex, + bdys,.

D’ou
Tpio = ATny1 + bex, + bdy,.
Or
Tpy1 = ATy + byn
Donc
bdy, = dx, 1 — adx,.
D’ou

Tpio = aTpy1 + bex, + dx, 1 — adz,.

Autrement dit

Tpto = (a + d)xpi1 + (be — ad)z,.

8. Soit n € N. On a
Ynt2 = CTpi1 + AYpi1
= cax, + ben + dyn—i—l

Or y,.+1 = cx,, + dy,,. Donc aczx,, = ay,+1 — ady,. D’ou

Ynt2 = QYnt1 — ady, + bey, + dyn41

Par conséquent,

Ynio = (a + d)y, + (be — ad)y,.

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 42 sur 151 Sébastien Godillon



9. Soit n € N. On pose
P(n) : 2pi1 = aTp + Y, Yni1 = CTn + dyn.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, P(n) est vraie.

— Initialisation : P(0) est vraie par hypothése sur z; et ;.

— Heérédité : on suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N. Montrons que P(n + 1) est
vraie. Par définition de x,, 9,

Tpao — ATpy1 — byns1 = (a + d)zpig + (be — ad)x, — axpy1 — bYni1
= dxn41 + (be — ad)x, — byn i1
= d(azy, + by,) + (bc — ad)z,, — b(cx, + dy,) (P(n) vraie)
=0

De méme, par définition de y,, 12,

Yn+2 — CTp41 — dyn+1 = (CL + d)yn—l—l + (bC - ad)yn — CTlp41 — dyn+1

aYni1 + (be — ad)y, — crpiq

a(cx, + dy,) + (be — ad)y, — c(az, + by,) (P(n) vraie)
=0

Donc P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N,

Tp41 = ATy + byna Yn+1 = CTp + dyn~

Remarque : En écrivant la preuve de cette maniére, on constate qu’il n’y a pas besoin de faire une
récurrence sur deux termes.

10. (2 )nen est suite récurrence linéaire d’ordre 2. On a alors comme équation caractéristique :
X? —(a+d)X + (ad — bc) = 0. (4)

Déterminons son discriminant : A = (a + d)* — 4(ad — be). Or on suppose que A = (. La solution
de I'équation (4) est donc : r = %4 1l en résulte que

Vn e N, z, = (A+ Bn)r".

Déterminons A et B en fonction des conditions initiales.

9= A
{xl = (A+B)(%l)

— Casl:a+d=0.0n aalors Vn >1,z, = 0.

— Cas2:(a+d) #0.Onaalors B = 3%! — T, avec T = axg+byy. D'ou, B = 2a$°+2bz‘f&“z°7dy° =
(a—d)zo+2byo
a+d :

N, z, =
Vn € Nz, = (zo + p—— 5

(a —d)xo + Qbyon) <a + d)”'

B2 - Application : une espéce vouée a disparaitre
11. Pour cet exemple, en gardant les notations du systéme (E), on a
a=0b=2c=-2d=2.
D’apreés les questions 7 et 8, on sait que (2, )nen €t (Yn)nen vérifient la méme relation de récurrence

a savoir
Vn € Ny upyo = (a+ d)up1 + (be — ad)uy,.
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En remplacant par les valeurs, on en déduit que
Vn € N, xpi0 = 20,01 — 420, Ynao = 2Uni1 — 4Yn.
Les deux suites ont alors comme équation caractéristique
X?-2X+4=0.
On obtient A =4 — 16 = —12 < 0. Et les solutions complexes sont
ry = 1+iV3 = 26%,7“2 =1-—iV3= 2e75" .

On en déduit que (Z,)nen €t (Yn)nen sont de la forme

VneN,z, = (A cos(%) + Bsin(%))Qn,yn = (C Cos(%) + Dsin(%))?l

Déterminons les valeurs de A, B, C, D. Par hypothese, au temps 0, il y a deux reproducteurs et 0
parasite. Donc xy = 0,39 = 2. En appliquant les formules pour x; et y;, on a donc

$1:4,y1 = 4.

On obtient les systémes suivant pour A, B et C, D :

0=A 2=C
4=(24+BL)2 4= (S+D¥L)2

o

D’ou

On a donc

3 3 3 3

vneN, x, = 2123 sin (nz) Yy = 2" (cos <ng> + ﬁ sin (nz>> )

6

“[5

12. Pour n = 3, sin(3f) = 0, donc 23 = 0. Pour n = 4, on a alors x, = 26‘/?3 sin(43) = 2 (—‘/75) =

—2% < 0. Donc x4 < 0. Il existe bien des n pour lesquels z,, est négatif.

Remarque : De maniére générale, le signe de x,, pour n > 1 dépend uniquement du signe de sin(3").
Déterminons son signe :

sin(ng) <0 < % € Ugez[m + 2k, 2(k + 1)7]
Autrement dit, le sinus est s négatif si et seulement s’il existe k € Z tel que

T42kr < L2+ )T 28+ 1 <5 <2(k+1)
S 6k+3<n<6k+6

Autrement dit, on a n = 6k + ¢ avec i € {3,4,5,6}. n étant strictement positif, on en déduit que le
sinus est négatif si et seulement s’il existe £ € N tel que n = 6k + i avec i € {3,4,5,6}. De plus,
comme T,1 = 2y,, on en déduit qu’il existe aussi des valeurs de ¥, qui vont étre négatives.
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B3 - Un modéle tue-mouche

13.

14.

15.

16.

Soitn € N. On a y,+1 = ay, car le taux de croissance des D.melanogaster est de a et 2,41 = ax,,—by,
+ +

car le taux de croissance des D. simulans est de a, mais by, d’entre eux disparaissent car elles se

font éliminées par les D.melanogaster.

On a donc le systéme de récurrence suivant

Vn e N {xn—&—l = alp — byn
"\ Ynt1 = ayn

On constate que 1'on a un systéme du méme type que (E). On en déduit que les suites (z,)nen
et (Yn)nen vérifient les récurrences d’ordre 2 suivante :

Vn €N, Tpio = 2aTpi1 — ATy Ypgo = 2aYns1 — G Yn.
On a alors comme équation caractéristique
X?—2aX +a*=0
on constate que a est racine double de X? — 2aX + a®. On en déduit que 1'on
VneN, z, = (A+ Bn)a", y, = (C + Dn)a".

Déterminons A, B, C, D.

Donc

b
Vn € N> Tn = (l’o - ﬂn)an’ Yn = yoan-
a

a étant strictement positif, on en déduit que le signe de z,, dépend uniquement de (xy — %n) On

a
xo—bﬂn<0<:>x0<bﬂn
a - - a
& o <n (b>0,y0>0,a>0)

Yo
On en déduit qu’a partir du premier entier ng tel que ng > %, la population de simulans aura
disparu.
Le premier programme termine et affiche le premier temps ng pour lequel il n’y a plus de simulans.
Le deuxiéme programme ne termine jamais : en effet, on ne modifie jamais la variable simulans
qui était strictement positif, donc on ne sort pas de la boucle.
Si on remplace la variable simulans par la variable melanogaster, on constate que le programme
ne termine jamais car la suite (¥, )n,en est toujours strictement positive.
Remarque : Le programme ne s’exécute pas correctement si la variable simulans n’est pas défini
préalablement.

C - Une population structurée en trois classes

17. 80 signifie qu'un insecte adulte donne naissance a 80 larves.

18.

5 signifie que seul 5% des larves

arrivent a ’age adulte. % signifie que la moitié des insectes a ’age adulte arrive a la classe agée. La
variable z, n’apparait pas dans les récurrences car la population agée disparait entre le temps n et
le temps n + 1.

Voici une maniére d’écrire cette fonction :
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def population(n)
x=float (input())
y=float (input ())
z=float (input())
for i in range(O,n)
A=x
B=y
C=z
x=80x*y
y=(1/20)*A
z=(1/2)*B
return x,y,Z

Remarque : Il est possible de rajouter d’autres paramétres a la fonction population.
19. Soit n € N. On a 2,12 = 80y,11. Or ¥p11 = 552,. On en déduit
Vn € Nx,, o = 4z,.
20. En résolvant I’équation caractéristique, on obtient
Vn e Nz, = A2" + B(—2)" = (A + B(—1)")2".
On a zo = 100,99 = 0,29 = 0. Donc 27y = 0. D’oul
Vn € N, A =50, B = 50.

Donc
Vn € Nz, = 50-2"(1 4 (=1)").

On sait que y,11 = %xn. D’ou

Vn>1,y,=5-2""%(1+4 (=1)"1).
On constate que la formule coincide aussi en 0. On a donc

Vn >0y, =5-2""%(1+4 (=1)"1).
De méme, on sait que z,,; = %+ D’out

Vn>1,2,=5-2"31+(-1)""?)

Pour tout n € N, la population totale P, est donnée par P, = x, + y, + 2,. Pour n = 0, on a
donc Py = 100. Pour tout n > 1, on a

Po=tn4yn+ 20 =5-2"(14 (=1)") +5-2"2(1 + (=1)" 1) +5-2"3(1 + (=1)"?)
=527 (8(1+ (=1)") +2(1 + (=1)" ) + (1 + (=1)""%))
=52 (11 4+ 7(=1)")

Donc

Vn>1,P,=5-2"3(11+7(-1)").

21. Ce modele semble approprié lorsque la population ne cesse de croitre. Mais il ne prend pas en
compte d’autres aspects d’un développement d’une population : limitation des ressources, inter-
action avec d’autres espéces (comme les prédateurs de ces insectes, ou des espéces partageant les
mémes ressources etc.)
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Remarque : Le modéle présenté, communément appelé modéle de Leslie, se généralise a une structu-
ration en n classes. On obtient alors dans ce cas un systéme de n récurrences linéaires pouvant étre étudié
a l'aide du calcul matriciel. Il peut étre utilisé dans divers contextes comme en biologie de la conservation
ou en démographie humaine.

Probléme 2 (Méthodes de calcul et raisonnement)
La ferme expérimentale de Grignon souhaite mettre en place une nouvelle salle de traite automatique
donnant plus de liberté auzx vaches et sans avoir besoin de chien «super-intelligenty pour diriger le troupeau.
Cette nouvelle salle contient n stalles alignées numérotées de 1 an (oun € N* est un entier fixé). Dés que
les stalles sont libres un sas s’ouvre sur un enclos d’attente pour laisser passer n vaches ['une apres [’autre.
Chaque vache a une stalle de traite préférée. Pour chaque k € [1,n] = {1,2,3,...,n}, on note s € [1,n]
le numéro de stalle préférée de la k-ieme vache arrivant dans la salle de traite. Si la stalle numéro sy
est déja occupée, la k-ieme vache se déplacera jusqu’a la prochaine stalle libre. Les probléemes surviennent
lorsqu’aucune stalle restante n’est disponible puisque les vaches ne peuvent pas faire demi-tour.
L’application k — sy est simplement représentée par le n-uplet s = (s1,82,...,8,) € [1,n]" et on dit
que s est une fonction de parcage si les n vaches se répartissent dans la salle de traite sans problemes,
c’est-a-dire si chacune occupe une stalle avant le début de la traite. Par ezemple pourn =6 : (3,5,1,2,3,2)
est une fonction de parcage au contraire de (2,5,6,5,1,2) (voir les figures 3 et 4). De plus, on dit que s
est croissante si ['application k — s est croissante, c’est-a-dire si s1 < s9 < - -+ < Sy

3 By 4y (2 (3 (2

Ny S S ) E— 1|<—E@l%@l%“““
|%@|%@lelu

FIGURE 3 — (3,5,1,2,3,2) est une fonction de parcage.

L
) (6) p

I N NS | 1,«%%%@“““
mmn i |M|M||

FIGURE 4 - (2,5,6,5,1,2) n’est pas une fonction de parcage.

On note P, l’ensemble des fonctions de parcage et P;T le sous-ensemble des fonctions de parcage crois-
santes. Le but de ce probleme est de dénombrer ces deux ensembles.

1. (a) Rappeler le nombre total d’applications de [1,n] dans [1,n].
» Le nombre total d’applications de [1,n] dans [1,n] est

card([[l, n] M) = card([1, n])ednD) =[],

(b) Montrer que P> = {(1,1),(1,2),(2,1)}.
» D’aprés le résultat précédent, il y a 22 = 4 applications de [1,2] dans [1,2]. 11 s’agit de :

(1,1), (L,2), (2,1) et (2,2).

Les trois premiéres permettent de répartir les vaches dans la salle de traite sans problémes mais
pas la quatriéme comme le montre le schéma ci-dessous.

On en déduit bien que ’ensemble des fonctions de parcage pour n = 2 est :
Pa = {(17 1)7 (17 2)7 (2’ 1)} .
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Attention : il ne suffit pas de montrer que (1,1), (1,2) et (2,1) sont des fonc-
tions de parcage (ceci prouve seulement l'inclusion D), il faut aussi montrer
que (2,2) n'est pas une fonction de parcage (ce qui prouve l'inclusion C puis-
qu’on reconnait l’ensemble des fonctions de [1,2] dans [1,2] privé de (2,2)).
Un dessin est le moyen le plus simple de justifier la réponse ici.

(¢) Donner, sans justifier, les éléments de Ps et en déduire que card(Ps) = 16.

>
1l suffit de procéder comme a la question précédente en testant au brouillon
les 3% = 27 applications de [1,3] dans [1, 3] une par une.
Ona:
D — (1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3),(1,3,1),(1,3,2),
PT1(2,1,1),(2,1,2),(2,1,3),(2,2,1),(2,3,1),(3,1,1),(3,1,2),(3,2,1)

et donc |card(P3) = 16|

2. On note © lapplication qui  chaque s € [1,n]™ associe le n-uplet ayant les mémes composantes que
s réordonnées dans l'ordre croissant, par exemple pour n =6 : ©(3,5,1,2,3,2) = (1,2,2,3,3,5).

(a) Discuter brievement de ['injectivité et de la surjectivité de l'application © : [1,n]™ — [1,n]"™.

» L’application |© : [1,n]™ — [1,n]™ n’est pas injective| car il existe au moins deux n-uplets

différents de [[1,n]™ qui ont la méme image par © : par exemple s; = (1,2,1,1,...,1) et 55 =
(2,1,1,1,...,1) sont tels que O(s1) = O(s2) = s1. Et |O : [1,n]™ — [1,n]" n’est pas surjective
car il existe au moins un n-uplet de [1,n]" qui n’admet pas d’antécédents par © : par exemple

s1=(1,2,1,1,...,1) n’admet pas d’antécédents puisque ses composantes ne sont pas ordonnées
dans 'ordre croissant.

Attention : n est un entier quelconque dans [’énoncé. Il n’est donc pas suffi-
sant de donner des contre-exemples pour une valeur de n fixée. Par exemple
0(3,5,1,2,3,2) = 0(1,2,2,3,3,5) = (1,2,2,3,3,5) prouve seulement que
O : [1,n]™ — [1,n]™ n’est pas injective quand n = 6, mais ce contre-exemple
ne justifie rien pour les autres valeurs de n.

(b) Dans les 2 questions suivantes, on five s = (S1,Sa,...,8,) € [1,n]" et on note t = (t1,ta,...,t,)
l’image de s par ©. Ainst on aty <ty < --- < tp,.

i. Pour cette question, on suppose que tp > k pour un certain k € [1,n]. En observant les

vaches ayant les préférences ty, tpiq, - .., tn, justifier que s n’est pas une fonction de parcage.

» On raisonne par I'absurde en supposant que s est une fonction de parcage. Puisque t est
croissante (en tant qu'image de s par ©) et que t; > k (par hypothése), on en déduit que
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chaque préférence ty, tg11,...,t, est strictement plus grande que k et donc que les vaches
ayant ces préférences vont chacune occuper une stalle dont le numéro est compris entre
k41 et n. Ce qui fait un maximum de n — (k + 1) + 1 = n — k stalles pour n — k + 1
vaches. Ceci est absurde d’aprés le principe des tiroirs puisque n — k + 1 > n — k. Donc
s n’est pas une fonction de parcage ‘

On peut également considérer l'application f qui a chaque vache associe
la stalle qu’elle occupe avant le début de la traite. Si s est une fonction de
parcage, alors cette application est (bien définie et) bijective. En particu-
lier, la restriction de cette application a [’ensemble A des vaches ayant les
préférences ty, tpiq, ..., b, est injective, donc card(A) < card(f(A)). Ce
qui est absurde car card(A) =n —k+ 1 et card(f(A)) <n — k.

it. Pour cette question, on suppose que s n’est pas une fonction de parcage et on note k le plus
petit numéro des stalles qui restent inoccupées. En observant les vaches ayant les préférences
t1,to, ..., tg, justifier par absurde que ty > k.
» On raisonne par I’absurde en supposant que ¢, < k. Puisque ¢ est croissante (en tant
qu’image de s par ©), on en déduit que chaque préférence ¢y, ts, . . ., ¢ est inférieure ou égale
a k. Or on a supposé que la stalle numéro k est vide, donc chaque préférence t1,t,, ..., 1
est en fait strictement inférieure & k£ (sinon au moins une des vaches ayant ces préférences se
déplacerait directement dans la stalle numéro k). De plus, les vaches ayant ces préférences
vont chacune occuper une stalle dont le numéro est compris entre 1 et £ — 1 avant le début
de la traite (sinon une de ces vaches passerait devant la stalle numéro k qui est libre). Ce
qui fait un maximum de (kK — 1) — 1+ 1 =k — 1 stalles pour k — 1 + 1 = k vaches. Ceci est

absurde d’aprés le principe des tiroirs puisque £ > k£ — 1. Donc .

De méme, on peut également considérer Uapplication [ qui a chaque vache
associe la stalle qu’elle occupe avant le début de la traite. Sit, < k, alors
la restriction de cette application a [’ensemble B des vaches ayant les
préférences ty,ty, ...ty est (bien définie) et injective, donc card(B) <
card(f(B)). Ce qui est absurde car card(B) =k et card(f(B)) < k — 1.

(c) En déduire la description suivante de ’ensemble des fonctions de parcage :

P = {s e [Ln]" | Vk € [1,n], tr <k o (ti,ta, ... by) = @(s)} .

» On pose
E= {s e [Ln]" | Vk € [Ln], te <k ot (tta,... 1) = e<s)}

et on raisonne par double inclusion pour montrer que P,, = E.

1" inclusion : on fixe s € P,. On note t = (t1,ts,...,t,) 'image de s par ©, c’est-a-dire
(t1,ta,...,t,) = O(s). Par I'absurde, on suppose qu'il existe k € [1,n] tel que t;, > k. D’aprés
le résultat de la question 2(b)i, s n’est pas une fonction de parcage, ce qui est absurde puisque
s € P,. Par conséquent, pour tout k£ € [[1,n] on a ¢, < k. Ainsi on a montré que s € E, ce qui
est vrai pour tout s € P,,, donc P, C E.

2¢ inclusion : on fixe s € E. Donc, pour tout k € [1,n], on a tp < k ot (t1,ts,...,t,) = O(s),
c’est-a-dire ou t = (t,t,...,t,) est I'image de s par ©. Par I’absurde, on suppose que s n’est
pas une fonction de parcage. D’aprés le résultat de la question 2(b)ii, il existe k € [1,n] tel que
tr > k, ce qui est absurde puisque ¢, < k pour tout k € [1,n]. Par conséquent, s est une fonction
de parcage. Ainsi on a montré que s € P,, ce qui est vrai pour tout s € E, donc F C P,,.
Conclusion : par double inclusion, on a montré que P, = F, c’est-a-dire :

Po={selLa]" | ¥k € [Ln], tx <k o (tr,ts,., 1) = O(s) }|
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Démontrer cette égalité d’ensembles revient en fait a prouver [’équivalence
suiwante pour tout s € [1,n]™ (en posant (t1,ta,...,t,) = O(s)) :

s est une fonction de parcage <= Vk € [1,n], t, <k.
Or le résultat de la question 2(b)i. est :
dk € [1,n], tx > k = s n'est pas une fonction de parcage
et celui de la question 2(b)ii. est :

s n’est pas une fonction de parcage — Jk € [1,n], t,. > k.

Il suffit donc d’écrire les contraposées et de raisonner par double implication.

3. Pour chaque t = (t1,ta,...,t,) € [L,n]" croissant, c’est-a-dire tel que t; <ty < --+ < t,, on note
A; Uensemble des antécédents de t par Uapplication ©, c’est-a-dire : Ay = {s € [1,n]™ | O(s) = t}.
Par définition de l'application ©, A; est donc l'ensemble des n-uplets ayant les mémes composantes
que t dans un ordre quelconque, autrement dit A, est I’ensemble des anagrammes de t.

(a) Montrer que sit € [1,n]™ et t' € [1,n]™ sont distincts et croissants, alors Ay N Ay = 0.

» Soient t € [[1,n]™ et ¢’ € [1,n]™ distincts et croissants. On suppose qu'’il existe au moins un
élément dans l'intersection A; N Ay et on le note s. Alors O(s) =t (car s € A;) et O(s) =t/
(car s € Ay). Par conséquent t = t' ce qui est absurde car ¢ et ¢’ sont distincts. Ainsi il n’existe

pas d’éléments dans lintersection A; N Ay, autrement dit : [ A; N Ay =0
(b) A laide du résultat de la question 2, montrer que sit € PF, alors A, C P,.

» Soient t = (t1,1s,...,t,) € Pl et s € A, Alors O(s) = (t1,ta,...,t,) par définition de A;.
D’aprés le résultat de la question 2, il suffit de prouver que

Vi e [l,n], t, <k

pour démontrer que s € P,,. Or t est une fonction de parcage croissante. Puisque ¢ est croissante,
O(t) = (t1,t2,...,t,) (car les composantes de ¢ sont déja ordonnées dans l'ordre croissant) Et
puisque t € P,,, on déduit du résultat de la question 2 que

Vk € [1,n], tx < k.

Finalement, on a bien montrer que s € P,, pour tout s € A;, donc .

(¢) Prouver que l'union des ensembles Ay ou t décrit P est égal a P, et en déduire que

card (P,) = Y _ card (Ay)|

teP;t

» On raisonne par double inclusion pour montrer que Uteﬁr A =P,

1 inclusion : soit s € [J,ep+ As. Donc il existe au moins un ¢ € Pt tel que s € 4. Or A, C P,
d’aprés le résultat de la question précédente, donc s € P,. Puisque ceci est vrai pour tout
s € Uyept Ar, on a montré que J,ept Ar C P

2° inclusion : soit s € P,. Pour démontrer que s € UteP:{ A, il suffit de trouver au moins un
t € Pt tel que s € A;. On pose t = (t1,tq,...,t,) = O(s). Ainsi s € A, par définition de A;.
Il reste a prouver que t € P;r. Or ¢ est croissante par définition de ©. Et puisque s € P, on a
d’aprés le résultat de la question 2 :

Vk € [[1771]]7 tr <k

Or O(t) = (t1,ta,...,1t,) (car t est croissante) donc t € P,, d’apreés le résultat de la question 2.
Ainsi ¢ est une fonction de parcage croissante, c’est-a-dire ¢t € P;". Finalement, on a montré que
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5 € Useps+ A, ce qui est vrai pour tout s € P, donc
Conclusion : on a démontré par double inclusion que

Pn C UteP,f At.

teP;t

U A=7.|

De plus, les ensembles de cette union sont deux & deux disjoints d’apres le résultat de la question

3(a) donc :

card (P,) = card

U A

teP;t

= Z card (A) |

teP;h

N’oubliez pas de justifier que les ensembles

comme la somme des cardinauz.

joints pour utiliser la formule permettant de calculer le cardinal d’une union

de 'union sont deux & deux dis-

4 (a)

» On a d’aprés le résultat de la question 1(b) :

Py = {(1’ 1)7 (17 2)7

Ecrire Py sous la forme Utep; A; en déterminant Py et chaque ensemble Ay ou t décrit Py .

(2,1)}.

Parmi ces trois fonctions, seules (1,1) et (1,2) sont croissantes, donc :

,P2+ = {(17 1)7 (1

' 2)} )

De plus O(1,1) = (1,1), ©(1,2) = (1,2) et O(2,1) =

(1,2). On en déduit que :

Aoy =1L D} et [ A ={(1,2),(2, 1)}
On retrouve bien I'égalité Py = Utepg A,
(b) Méme question pour Ps.
» On a d’aprés le résultat de la question 1(c) :
7) _ (17 17 1)7<17 172)7<17 173)7(1727 1)7<1’27 2)7(17273)7(1737 1)7(1’37 2)7
370(2,1,1),(2,1,2),(2,1,3), (2,2, 1), (2.3, 1), (3,1,1), (3,1,2), (3,2,1) [~

On en déduit que :

Ph={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,2),(1,2,3)}

et que :

On retrouve bien 'égalité P; = Utep; A,

(c) Dans les trois questions suivantes, on s’intéresse au cas n = 4.

i. A Uaide du résultat de la question 2, donner, sans justifier, les éléments de Pl

>
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D’apres le résultat de la question 2, une fonction croissante t =
(t1,ta,...,tn) € [L,n]™ est de parcage si et seulement si t;, < k pour
tout k € [1,n] (car ©(t) = (t1,ta,...,t,)). Cette question consiste donc
a dresser la liste de tous les quadruplets t = (t1,tq,t3,14) € [1,4] tels que
t1 <ty < t3 <ty (afin que t soit croissant) et tels que :

t1 <1 donct; =1, ty < 2 donc ty € {1,2},
ts < 3 donc tz € [[t2, 3] et ty < 4 donc ty € [ts,4].

On a:

|

i. Pour chaque t € P}, déterminer card(A;), c’est-a-dire le nombre d’anagrammes de t.

» En dénombrant les anagrammes de chacun des éléments de P, obtenus & la question
précédente, on a :

) (
) (

(]‘717 ]‘7 17 )’(]‘7 ) ) ) ) ) )
(1,1 1,1 1

,3), (1,
), (1, 2),(1

4), (
’ )’( ? 3

1,1,2,2), (1,
13),(1,2,2,4), (1

1,1 1,2),(1,1,1 1,1 1,2,2),(1,1,2,3
73?3 ) 7374 272 272 727 74)7( ?27373

card(A(Ll,Ll)) =

placement des «1»

card(A,11,2)) = card(An 1,1,3)) = card(Aq1,1,4))

4

4-3

3

o

placement des «1»

X

placement du dernier chiffre

=4x1=4
1 )

card(A(Ll,g’g)) =

4

(

2

placement des «1»

O

4 -2
= 1:
2> 6 x 6

placement des «2»

card(A,1,23)) = card

placement des «1»

@ -0

placement du «2»

(Aa124)

)

1

placement du dernier chiffre

4-2-1
1

(

) =6x2x1=12

4 4—2
Cal‘d(A(1717373)) = (2) X ( 9 > =6xXx1=6 s
N——
placement des «1» placement des «3»
4 4—2 4-2—-1
Cal"d(A(LLgA)) = (2) X ( 1 ) X ( 1 > =6x2x1=12
N—— N————
placement des «1» placement du «3» placement du «4»

Cal“d(A(LQg,g)) -

4
1

W

placement du «1»

4-—-1

() -

placement des «2»

)

4
1

)

placement du «1»

(

placement des «2»

card( A 223)) = card(A(i,2,2.4))

4-1
2

)

(

placement du dernier chiffre

4—-1-2

] ) :4><3><1:12,
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4 4—-1 4-1-1
C&I‘d(A(172’373)): (1) X ( 1 ) X ( 9 > :4X3X1:12,

—— N——

placement du «1» placement du «2» placement des «3»

Cal“d(A(Lz 3.4 )

[g]

— 4 X 4-1 X d-1-1 X d-1-1-1 —4x3x2x1=24]
1 1 1 1
N~ —— N -

Vv vV
placement du «1» placement du «2» placement du «3» placement du «4»

On retrouve bien sir le nombre de permutations de quatre éléments diffé-
rents pour le dénombrement des anagrammes de (1,2,3,4).

wi. En déduire que card(Py) = 125.
» D’aprés le résultat de la question 3(c), on a :

card (Py) = Z card (A;) .

Pour calculer card(Py), il suffit donc de faire la somme de chacun des cardinaux obtenus &
la question précédente :

card (Py) =14+3x4+6+2x124+6+124+4+2x12+124+24 =|125|

5. Pour chaque n € N* et chaque (i, ) € [1,n + 1]?, on définit les ensembles suivants :
g = {(tl,tg,...,tn) ePr | t, = z} et Fil | = {(tl,tg, b tars) € Py | (b tnsn) = (i,j)}.

De plus, on note E° le cardinal de E.
(a) Calculer E} et E".

» £l est 'ensemble des fonctions de parcages croissantes (t1, s, . . ., t,) telles que t,, = 1. Puisque
ces fonctions sont croissantes, on a t; < to < --- <t, =1,donct; =ty =---=t, = 1. Par
conséquent, (1,1,...,1) est le seul élément de &} et | E! = card(E}) =1/,

Entl est 'ensemble des fonctions de parcages croissantes (¢, %o, ...,t,) telles que ¢, = n + 1.

Or lensemble P des fonctions de parcages croissantes est un sous-ensemble de [1,n]™, donc
t, € [1,n]. En particulier ¢, ne peut pas étre égal & n + 1. On en déduit que l’ensemble "

est vide et que | E"™! = card(E"T) =0,

(b) Dans les quatre questions suivantes, on fize (i,7) € [1,n + 1]? tel que i < j et on pose :

w: & —>J‘E"+1, (t1,to, .oy tn) = (t1,tay oo b, J).

i. Justifier que si (t1,ta, ..., t,) € P, alors (t1,ta, ..., tn0) € Py pour tout £ € [[t,,n+ 1].
» Soient (t1,ts,...,t,) € P et £ € [t,,n + 1]. Donc (t1,ts,...,t,, £) € [n+ 1] est une
fonction de parcage puisque les n premiéres vaches numérotées de 1 a n vont chacune occuper
une stalle dont le numéro est compris entre 1 et n (car (t1,ts,...,t,) est une fonction de
parcage), et la derniére vache de numéro n + 1 se déplacera jusqu’a la derniére stalle de
numéro n + 1 qui est libre. De plus, (t1,to,...,t,,¢) € [n + 1]* est croissante puisque
t1 <ty < -+ <ty (car (ty,to,...,t,) est croissante) et ¢, < ¢ (par hypothése). Finalement,

(t1,t2, ... ta, 0) € P |

ii. En déduire que @ est bien définie, c’est-a-dire que p(t) € P+1 pour tout t € E°.
» Soit t = (t1,t,...,t,) € EL. Alors ¢(t) = (t1,1a, .., tn,J). Pour prouver que o(t) € .7-"‘“,
il suffit de montrer que (t1,%2,...,t,, J) € Py et que (t,,,7) = (4,7) par définition de ffLJr

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 53 sur 151 Sébastien Godillon



Or, par définition de &, on a (t1,ts,...,t,) € Pl et t, =i. Donc (t1,ts,...,ts, j) € Py
d’apres le résultat de la questlon précédente (en posant £ = j € [t,,n+ 1] car j € [1,n+ 1]]
i < jett,=1)et (t,,j) = (i,5). Finalement, on a bien montré que ¢(t) € Fo?, pour tout

t € £, c’est-a-dire que ’ ¢ est bien définie ‘

. Justifier que si (t1,t2, ... tn,tus1) € Py, alors (ty,ta,...,t,) € Pl
» Soit (t1,ta, ... tn,tns1) € Py

Attention : puisque (t1,ta, ... ty,tne1) € [1,n+1]"T! on a seulement que
(t1,to,...,tn) € [L,n + 1]™ La premiere chose a justifier est donc que
(t17t27 cey ’n) € [[1/ N/]]”'
On suppose par 'absurde que (t1, o, ..., t,) ¢ [1,n]" alors au moins une de ces composantes
est égale a n+ 1 et puisque t; < to < -+ < b, <ty (car (ty, s, ..., by, thyr1) est croissante),

on en déduit que t,, = t,11 = n+1. Or ceci est absurde car sinon les deux derniéres vaches de
numéro n et n+1 se déplaceront jusqu’a la derniére stalle de numéro n+1 et la derniére vache
de numéro n + 1 ne trouvera pas de stalles libres. Par conséquent (t1,t,...,t,) € [1,n]". De
plus (t1,ts,...,t,) est une fonction de parcage puisque (t1,ta,...,t,,t,21) est une fonction
de parcage et le raisonnement précédent prouve que la derniére stalle de numéro n + 1 sera
occupée par la derniére vache de numéro n+1 avant le début de la traite (donc les n premiéres
vaches numérotées de 1 a n vont chacune occuper une stalle dont le numéro est compris entre
1 et n). Enfin (t1,tq,...,t,) puisque t; < to < -+ < t,, <ty (car (ty,ta, ..., by, toy1) est
croissante). Finalement, | (t1,t2,...,t,) € P |

. Montrer que p : E: — fnil est bijective et que card( n+1) =FE

» Injectivité. Soient t = (¢1,ta,...,6,) € EL et ' = (), 85, ...,t)) € E. tels que p(t) = p(t').
Alors :

(t1,ta,y .oy tn, ) = @t ta, .o t) = 0(t) = (') = @(t), th, ..., 1)) = (t],th, ..., T, J).
Par identification des composantes, on en déduit que :
ty=1t), to=ty, ..., t,=t, et j=].

En particulier, on obtient que t = (t1,t2,...,t,) = (t},15,...,t,) = t’ et donc ¢ est injective.
Surjectivité. On fixe t = (t1,t,. .., ty, tni1) € .7-" , et on cherche s =€ & tel que p(s) = t.

On pose s = (t1,ta,...,t,). Par définition de ]—"H, on a (ti,te,...,tn,tnt1) € Py et
(tnytns1) = (i,7). Donc (t1,ta,...,t,) € P d’apres le résultat de la question précédente et
t, = i. Par conséquent s = (ty,ts,...,t,) € E. par définition de &' . De plus :

QO(S) = @(tl,tg, e ,tn) = (tl,tQ, e ,tn,j) = (tl,tg, e 7tn7tn+1) =1 car tn—i—l = ]

Ainsi, on a bien trouvé s =€ &' tel que ¢(s) = t, donc ¢ est surjective.

Conclusion. Finalement |’application ¢ : £ — fé’il est bijective| et par conséquent :

E! = card (Efl) = card ( éil) .

(¢) Pour cette question, on five j € [1,n +1]. Prouver que \JI_, Fil, = £1., et en déduire que
B = Z K.
i=1
» 1 inclusion. Soit ¢ = (1,15, .. tn,th) € U, F27,. Donc il existe au moins un i € [1, j]

tel que t € F] . Par définition det € Fyli,ona (tl,t27 oty tngr) € Py et (tn, tagr) = (4, 7).
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En particulier, on a (t1,ts, ..., t,, tn+1) € 77 +1 et t,y1 = j,donct € SJH par définition de 5
Puisque ceci est vrai pour tout t € U¢:1 wiq, on en dedult que UJ,1 wiy C 5

2¢ inclusion. Soit t = (t1,t2, ..., tn, thy1) € Séﬂ Par définition de £, on a (t1, tg, ety tay) €
”Pf{H et t,r1 = 7. On pose i = t,,. Puisque t est croissante, on a i = tn < th = jdonci € [1,j].
De plus t € F g 1 par définition de }" . Par consequent t e U Fyi,. Puisque ceci est vrai
pour tout ¢ € 5J+1, on en déduit que &, C U, Fli-

Conclusion. Par double inclusion, on a demontre que :

De plus, les ensembles de cette union sont deux a deux disjoints car s’il existe au moins un élément
t = (t1,t2,... tn, tys1) dans Uintersection F,1; N F. 7, ou (4,4') € [1,5]?, alors ¢, =i =i'. On
en déduit que :

J
EiJr = card (5n+1 = card (U ]:;11) Z card n+1
i=1

Encore une fois, n'oubliez pas de justifier que les ensemble de 'union sont
deux a deux disjoints pour utiliser la formule permettant de calculer le car-
dinal d’une union comme la somme des cardinaux.

Enfin, on obtient a ’aide du résultat de la question précédente :

J
B, =) Ei|
i=1

(d) Montrer que
P
+0\  (p+g+1
waere (1) =10
(. q) 2.\ )

(indication : utiliser aprés avoir justifié que (q#) = (q+§+1) — (‘HZ) pour tout £ € 7).

» Soit (p,q) € N2 D’apres la formule de Pascal on a pour tout £ € Z :

()= () () e ()= () - (000)

On en déduit que :

+1 2 1 1
_ | (1 (4 I qgt2\ (q+ TR gtp+1l\ [(q+p
0 —1 1 0 P p—1
1
= — < ql) + (q TP ) (en reconnaissant une somme télescopique)
- p

:(Q+§+1) (%1(2)20$6<0)
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(e) A laide des résultats précédents, démontrer par récurrence que pour tout n € N* on a :
A n+1tv—2 n+1—2
Vi e |[1,n], £ = _ — _ )
[1.nl, B, ( 1—1 ) ( i —2 )

‘]l faut reconnaitre une récurrence forte ici. ‘

>

Initialisation. Soit 7 € [1,1] donc i = 1. D’aprés le résultat de la question 5(a) on a Ef = 1. De

D)) ()

Donc le résultat est vrai pour n = 1.
Hérédité. On suppose le résultat vrai pour n € N* fixé. Soit i € [1,n + 1]. On a d’apres le
résultat de la question 5(c) :

i

i k

E, = E Er.
k=1

Et on a par hypothése de récurrence :

+ k-2 n+k—2
Vkelln], BF=(" _ .

1 cas : ¢ € [[1,n]. Alors pour tout k € [1,i] on a k € [1,n] et donc :

-3 [(0) - ()]

k=1
- Z N (par linéarité de la somme)
k=1 < k—1 P k—2
it i—2
{—1 Vi
:Z<n+€ )_Z(n‘g ) (en posant £ =k —1et £ =k —2)
£=0 ol
_i_l (n—l)—i-f 2 n4+ 0 n—1
B Z V4 o Z Vi - 1
N - /=0 g . >

p=i—letg=n—1 p=i—2etqg=n

on reconnait la somme calculée a la question précédente

:((n—1)+(i—1)+1)_(n+(z’—2)+1)

_ <(n+@'1)i1il 2) B ((n+i1)+2z'i22).

1" cas : 7 =n -+ 1. Alors :

n+1 n
n+1 __ k k n+1
En+1_§ En—g ES+EN.
k=1 k=1

Or E"t! = ( d’aprés le résultat de la question 5(a). Donc :

Ert = Z EF=E", (daprés le résultat de la question 5(c))
k=1
B ((n—i—l)—i—n—Z) <(n+1)+n—2

n—1 n—2
B 2n —1 2n —1
T \n-—1 n—2)
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D’autre part, on a :

CH+D112+P_2)—(m+éﬁﬁjf?_2)

C-(2)
{2n_1> (it}v}—{C?:f)+(it;)} (d"aprés la formule de Pascal)
Emuv C?:;)

2n—1 2n—1
" — (" (par symétrie des coeflicients binomiaux)
2n —1 n—2

n—1 2n—1
U n n—2)
Par conséquent, on obtient :

gl (W+1HWH+U—2)_(m+1ﬂwn+m—2)

ntl = (n+1)—1 (n+1)—2

Conclusion de la disjonction. On a montré dans tous les cas que :

o n+1)4+i—2 n+1)+i—2
T i—1 i—2 '
Et ceci est vrai pour tout i € [1,n + 1]. Par conséquent, le résultat est vrai au rang n + 1 dés

qu’il est vrai au rang n.
Conclusion de la récurrence. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que

A —2 | — 2
Vn € N¥, Vieﬂl,n]],E;:(nJ,rzl >—<n+Z )

7 — 7 — 2

Justifier bricvement que P est égal a l'union disjointe des £}, E? EN. puis en déduire que
n g

-1 2n — 1
card 77+ ZEZ (:_1>—(:_2>.

» En raisonnant comme a la question 5(c), on peut démontrer par double inclusion que

n

e =»r|

=1

De plus, comme & la question 5(c), les ensembles de cette union sont deux a deux disjoints. On

en déduit que :
card (P,]) = card <U SZL) = Z card (&}) = Z E!.
i=1 i=1 i=1
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Puis on obtient en utilisant le résultat de la question précédente :

card (P;}) = Z E!
i=1

() ()

— Z (n j—_z ) > — Z (n j_l 5 ) (par linéarité de la somme)

=1 =1

n

! n—2 ,

=0 =1
_nz_l (n—1)+¢ _nZ_Q n+0\ (n-1
4 l , 1 ~1
=0 - 0t ~—~

p=n—1letg=n—-1 p=n—2etqg=n

on reconnait la somme calculée & la question 5(d)

_ ((n—1)+(n—1)+1)_(n+(n_2)+1>

n—1 n—2

G5 -G

card (73;“) = n—ll—l (2:) )

» D’apreés le résultat de la question précédente et la définition des coefficients binomiaux, on a :

card (Pyy) = (2: _ 11> N (2: _ 21>

(9) Conclure que

B (2n —1)! B (2n —1)!
S n-DY(2n—1)—(n—-1) (n—=2)(2n—1)— (n—2))!
 (2n-1)! (2n —1)!

(n—Din!  (n—2)(n+1)!
n+)xCn—1)'=n-1)x2n—-1)!  2x(2n—1)!

(n—1)!(n+1)! C(n—=Dln+ 1)
D’autre part, on a :
1 /2n)\ 1 y (2n) 1 " (2n)!
n+1\n) n+1 nl@2n—-n) n+1" nlnl
2n x (2n — 1)! 2x (2n—1)!

(n+1) xnl(n—1)!'xn (n+1)(n—-1"

Par conséquent :

card (P) = - _1|_ : <2:> .

6. (a) A laide du résultat précédent, déterminer le nombre d’éléments de Py .

» Pour n =15, on a:

card (P5") = é(?) = % —=[42]
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Pour calculer la valeur du coefficient binomial (150), on peut soit dresser ra-
pidement le triangle de Pascal jusqu’a la 10° ligne, soit (méthode encore plus
rapide) utiliser la définition avec les factoriels :

=T7Tx4x9=06x42.

10 _10!_6><7><8><9><10
5) 515 2x3x4x5

(b) En s’inspirant de la question 4(c), expliquer comment on pourrait déterminer card(Ps).
» D’aprés le résultat de la question 3(c), on a :

card (P5) = Z card (Ay) .

tePF

Pour calculer card(Ps), il suffit donc de calculer card(.A;) pour chacune des 42 fonctions de
parcage croissantes t € Py, c’est-a-dire le nombre d’anagrammes de chacune des 42 fonctions
de parcage croissantes, puis de faire la somme de chacun de ces cardinaux.

Pour les curieuz, on obtient card(Ps) = 1296. En fait, on peut démontrer
avec un argument non présenté dans ce sujet que

Vn € N*, |card (P,) = (n+1)"*|
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DS n°4 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Exercice 1
On écrira toutes les fonctions demandées en langage Python. Les trois questions sont indépendantes.

1. Ecrire la fonction recherche(L,elem) qui renvoie :
e -1 siI’élément elem n’est pas dans la liste L,
e l'indice de I’élément elem dans la liste L sinon.

2. On considére la fonction mystére suivante :

def mystere(L,d,f)
ind = d
for i in range(d,f)
if L[i] < L[ind]
ind = 1
return ind

(a) Donner ce que renvoie cette fonction lorsqu’elle prend en arguments le tableau L=[5,9,2,5,1,12,13]
ainsi que les valeurs : d=0 et £=7, puis d=0 et £=4.

(b) Expliquer ce que fait cette fonction mystére.

3. Ecrire la fonction triSelection(L) qui trie la liste L de la maniére suivante :
e rechercher le plus petit élément du tableau
et ’échanger avec I’élément d’indice 0 (le tableau est désormais trié jusqu’a 'indice 0),
e rechercher le plus petit élément du tableau a partir de I'indice 1
et ’échanger avec I’élément d’indice 1 (le tableau est désormais trié jusqu’a l'indice 1),
e rechercher le plus petit élément du tableau & partir de I'indice 2
et ’échanger avec I’élément d’indice 2 (le tableau est désormais trié jusqu’a 'indice 2),
e ctc.,
e continuer de cette fagcon jusqu’a ce que le tableau soit entiérement trié.
Indication : on pourra utiliser la fonction mystére de I'exercice 2.

Exercice 2
On considére la matrice :

10 0 —4
A= —-42 2 GMg(R).
18 0 =7

On propose de calculer les puissances successives de A par trois méthodes différentes et indépendantes.
1. (Binoéme de Newton.) On pose B = A — 2I3 ol I3 est la matrice identité d’ordre 3.
(a) Calculer B? puis exprimer B* en fonction de B et k € N*.
(b) En déduire une expression de A" en fonction de A, I3 et n € N.

2. (Diagonalisation.) On pose

51 -2
P=120-1]eMsR).
12 0

(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
(b) Calculer D = PAP™.
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(c) En déduire une expression de A™ en fonction de n € N.
(d) Justifier brievement que D puis A sont inversibles.
(e) Exprimer A~ en fonction de n € N.

3. (Polynéme annulateur.) On pose f : x +— 2% — 3z + 2.

(a) Montrer que f(A) = 03 ou 03 est la matrice carrée nulle d’ordre 3.

(b) Prouver par récurrence que pour tout n € N, il existe (z,,y,) € R? tel que A" = z,A + y,[;.
(c) Montrer que les suites (,)n>0 €t (Yn)n>0 sont récurrentes linéaires d’ordre 2.

(d) En déduire des expressions de z,, et y, en fonction de n € N, puis de A" en fonction de A, I3 et

n € N.

(e) A l'aide de la relation f(A) = 03, justifier que A est inversible et exprimer A~ en fonction de
A et 13.

(f) Conjecturer une expression de A~" en fonction de A, I3 et n € N puis démontrer cette conjecture.

Exercice 3
On propose de résoudre ’équation différentielle suivante :

C2*+3r+3

— mex + cos(z) (E)

Ve e R, f'(z)— f(x)

ou la fonction inconnue f est supposée dérivable sur R.

1. Dans cette question, on cherche une solution particuliere f; de I’équation différentielle suivante :

_x3+3x+3

ek, [(@) = @) = h(@)er ou h(@) = T

(E1)

de la forme f; : © — g1(x)e” ou g1 est une fonction dérivable sur R.
(a) Montrer que f; est solution de (E1) si et seulement si g; est une primitive de h.
(b) Determiner un quadruplet (a,b, ¢, d) € R?* tel que

c(z+1) d

Vex e R, h(z)= b .
zE€R, hie)=av+t N I R T

(c) Déterminer une primitive de la fonction z — (z + 1)/(z* + 22 + 2).

(d) Déterminer une primitive de la fonction = +— 1/(2? + 2x + 2) a I'aide d’un changement de
variable.

(e) En déduire une solution particuliére f; de (E1).
2. On note g, une primitive de la fonction z — cos(z)e™".

(a) On fixe z € R pour cette question. Exprimer g(x) en fonction de go(x) a 1’aide de primitivations
par parties (on choisira toutes les constantes d’intégration égales a 0).

(b) En déduire une expression de go(x) en fonction de x € R.

(c¢) En s’inspirant de la question 1, déterminer une solution particuliére f, de I’équation différentielle
suivante :

Ve e R, f'(z)— f(x) = cos(x). (E2)

3. Conclure.
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Probléme
On appelle suite des moyennes de Cesaro (du nom du mathématicien italien Ernesto Cesaro, 1859-1906)
d’une suite réelle (uy,),>1, la suite (0,),>1 définie par :

U1+U2+
Yn>1, o,= = — U
- Z 2

Le but de ce probléme est de démontrer le lemme de Cesaro énoncé ci-dessous et d’étudier sa réciproque.

Si une suite réelle (u,),>1 admet une limite (finie ou infinie) alors
la suite (0,),>1 de ses moyennes de Cesaro admet la méme limite.

A) Cas de convergence. On suppose dans cette partie que (u,),>1 converge vers une limite ¢ € R.
1. Pour cette question, on fixe un réel € > 0.
(a) Justifier I'existence d’un entier Ny > 1 tel que pour tout k£ > Nj on ait |uy — ¢| < &/2.

(b) Montrer que pour tout n > N on a :

n

Ni—1
1 1 — Ny +1
n— ) =|— -0 < — —/ :
|on — ] nkil(k - Eﬁ | \+( )2
(c) Justifier I'existence d’un entier Ny > 1 tel que pour tout n > N, on ait = it \uk /| <e/2.

(d) En déduire l'existence d'un entier N > 1 tel que pour tout n > N on ait |an — €| <
(e) Conclure.
B) Cas de divergence de 1% espéce. On suppose dans cette partie que (u,),>1 tend vers +oo.
2. Pour cette question, on fixe un réel A € R et on pose B = max{1, A} de sorte que B > 0 et B > A.
(a) Justifier I'existence d'un entier Ny > 1 tel que pour tout k > Ny on ait uy > 2B.

(b) Montrer que pour tout n > Ny on a :

Nol
n—N0+1

n = C, ol Cn— E ———— | 2B.

o ou Uk + ( - >

(c) Déterminer la limite de C,, quand n tend vers +o0.
(d) En déduire l'existence d'un entier N > 1 tel que pour tout n > N on ait C,,
(e) Conclure.
3. Que se passe-t-il si (uy,)n>1 tend vers —oo ?
C) Réciproque.
4. En étudiant 'exemple (u, = (—1)"),>1, discuter de la réciproque du lemme de Cesaro.
5. Pour cette question, on suppose que (uy,),>1 est croisante.
(a) Montrer que (0,)n>1 est croissante.

1

(b) Montrer que o, < u, < QT_agn_l — "T_lan_l pour tout n > 2.

(¢) En déduire que la réciproque du lemme de Cesaro est vérifiée lorsque (uy,),>1 est croissante (on
distinguera le cas ou la suite (0,,)>; n’est pas majorée du cas ou elle 'est).

6. Que se passe-t-il si (uy,),>1 est décroissante ?

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 62 sur 151 Sébastien Godillon



Corrigé du DS n°4 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
On écrira toutes les fonctions demandées en langage Python. Les trois questions sont indépendantes.

1. Ecrire la fonction recherche(L,elem) qui renvoie :
e -1 si l’élément elem n’est pas dans la liste L,
e [indice de l’élément elem dans la liste L sinon.
» Par exemple :

def recherche(L,elem)

i=0

longueur = len(L)

while i < longueur and L[i] != elem :
i=1i+1

if i == longueur :
return -1

else :
return i

2. On considere la fonction mystére suivante :

def mystere(L,d,f)
ind = d
for i in range(d,f)
if L[i] < L[ind]
ind = 1
return ind

(a) Donner ce que renvoie cette fonction lorsqu’elle prend en arguments le tableau1=[5,9,2,5,1,12,13]
ainst que les valeurs : d=0 et £=7, puis d=0 et £=4.

>

— Pour d=0 et £=7, la fonction mystére renvoie 4 qui correspond a l'indice du minimum des
¢léments du tableau (qui vaut 1),

— Pour d=0 et £=4, la fonction mystére renvoie 2 qui correspond a l'indice du minimum des
quatre premiers éléments du tableau (qui vaut 2).

(b) Ezpliquer ce que fait cette fonction mystére.

» La fonction mystére compare un par un chaque élément de la liste L[d:f] avec le plus petit
élément qu’elle a trouvé. Puis elle renvoie le premier indice du minimum de L[d:f].

3. Ecrire la fonction triSelection(L) qui trie la liste L de la maniére suivante :

e rechercher le plus petit élément du tableau

et l’échanger avec ’élément d’indice 0 (le tableau est désormais trié jusqu’a 'indice 0),
e rechercher le plus petit élément du tableaw a partir de ["indice 1

et l’échanger avec l’élément d’indice 1 (le tableau est désormais trié jusqu’a indice 1),
e rechercher le plus petit élément du tableau a partir de lindice 2

et l’échanger avec l’élément d’indice 2 (le tableau est désormais trié jusqu’a lindice 2),
e cic.,
e continuer de cette fagon jusqu’a ce que le tableau soit entiérement trié.
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Indication : on pourra utiliser la fonction mystere de [’exercice 2.
» Par exemple :

def triSelection(L)
i=20
n = len(L)
while i < n :
k = mystere(L,i,n)

if k 1= 1 :
z = L[1i]
L[i] = L[k]
Lk] = z
i=i+1
Exercice 2
On considere la matrice :
10 0 —4
A=\ —-42 2 e M;3(R).
18 0 =7

On propose de calculer les puissances successives de A par trois méthodes différentes et indépendantes.
1. (Binéme de Newton.) On pose B = A — 2I3 ou I3 est la matrice identité d’ordre 3.
(a) Calculer B* puis exprimer B* en fonction de B et k € N*.

» On a :
10 0 —4 100 8 0 —4
B=A-2I;=| -42 2 | =2(010]|=(—-40 2
18 0 —7 001 18 0 —9
8 0—4 8 0—4 64— 72 0 —32+ 36 -8 0 4
et B*’=|—-40 2 —40 2 |=| -32+360 16—-18 | = 4 0 -2
18 0 —9 18 0 —9 144 — 162 0 —72 + 81 —~180 9

donc . On en déduit que B> = B x B2 = —B?> =B, B* = B x B? = B> = —B, etc.

Par conséquent, on conjecture que B¥ = (—1)¥~1B pour tout k € N* ce qu’on va démontrer par
récurrence.

Attention au signe : il s’agit de (—1)*71 (ou (—1)*! qui revient au méme) et

non de (—1)*. De plus, n’oubliez pas de démontrer précisément votre conjec-
ture par récurrence.

Initialisation : pour k =1 on a bien B' = B = (-1)°B = (-1)"!'B.

Hérédité : on suppose que B¥ = (—1)*"! B pour un entier k& > 1 fixé. Alors on a :

Bl — Bx B¥ = B x (_1>k—1B _ (_1)k—1B2 _ _(_1)k—1B _ (_1)l~cB _ (—1)(k+1)_1B.

Donc la relation est vérifiée au rang k4 1 dés qu’elle est vérifiée au rang k. Et ceci est vrai pour
tout k € N*.
Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on a bien démontré que :

Vk € N*, B¥ = (-1)"'B|

(b) En déduire une expression de A" en fonction de A, 13 et n € N.
» Par définition de B, on a A = B + 2I3. Or les matrices B et 23 commutent car :

B x (213) = 2(Bl3) = 2B = 2(I;B) = (2I;) x B.
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N’oubliez pas de justifier que les matrices commutent avant d’appliquer la
formule du binome de Newton pour les matrices.

D’aprés la formule du binéme de Newton, on obtient pour tout n € N :

n n - n
2nkak — 2nfOBO 2nkak
= ()2 ()

2. (Diagonalisation.) On pose

_ k; (Z) BF(2I5)"F = i (

k=0

k=0

—[(@2"— DA+ (2—2"1;5]

51 =2
20 -1
120

P=

€ M3(R).

(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

» On utilise la méthode du pivot de Gauss :

pP—

51 =2

20 -1

120

12 0 L1<—>L3

20 -1

51 -2 Ly 14

12 0

0—4 -1 Lo+ Loy — 21,4
0—-9 -2 L3+ L3 —5L,
12 0

0—-4 -1

01 0 Ly < —L3+ 2L,
12 0

01 O LQ(—>L3
0—4 -1 L3(->L2
120

010

001 L3<——L3—4L2

" 2" F(—1)*1B  d’aprés le résultat de la question précédente

)
2"3 + (— (g) 2" 0(=1)"7" - zn: (Z) 2”—’f(—1)’f> B=2"T3+ (2" - (-1+2)")B
)

100
010
001

001
010
100

00 1
01 -2
10 -5
001
0 1-2
-12 1
001
-12 1
0 1-2
0 0 1
-1 2 1
4 -9 =2

On obtient une matrice échelonnée de rang 3. Donc le rang de P est maximal et par conséquent
| P est inversible]. En poursuivant la méthode du pivot de Gauss, on obtient :

100 L19L1—2L2 2 —4 -1
=010 Ptl=|(-12 1
001 4 -9 =2
(b) Calculer D = PAP™L.
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» On a:

51 —2 10 0 —4
D=PAP'=1[20-1 —42 2 | p!
120 18 0 —7
50 —4—362 —20+2+ 14
= 20—18 0 —8+7 Pl =
10—-8 4 —4+4
20—2—16 —40+4+36 —10+2+38
— 4—4 —-8+9 242
4 —4 —8+38 —244

(c) En déduire une expression de A™ en fonction de n € N.

102 —4 2 -4 -1
2 0-1 -1 2 1
240 4 =9 =2
200
=010
002

» Montrons par récurrence que A" = P~'D"P pour tout n € N.

Initialisation : pour n = 0 on a bien A% = I;

=P 'P =P '3P=PDP.

Hérédité : on suppose que A" = P~!D"P pour n € N fixé. Alors on a :

A" = A x A™

“Y(PAPH(PPYD"P=P'DD"P = P~

— Ax P7'D"P = (P"'P)A(P"'P)P"'D"P car P"'P =1,

Ipr+ip,

Donc la relation est vérifiée au rang n+ 1 dés qu’elle est vérifiée au rang n. Et ceci est vrai pour

tout n € N.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on a bien démontré que :

¥n eN, A" = PLD"P.

Or D est une matrice diagonale d’aprés le résultat de la question précédente, donc

270 0
010
002"

VneN, D" =

Par conséquent, on obtient pour tout n € N :

2 —4 —1 270 0
An=pP'Dp"p=| -1 2 1 010 |P
4 -9 -2 002"
2x 2" —4 2" 51 —2
= -2 2 on 20 —1
4x 2" —9 -2 x 2" 120

10 x 2" — 8 = 2"
-5 x2"4+442"
20 x 2" =18 =2 x 2" 4 x 2"

22X 2" —2x 2" —4 x 2"+ 4
—2" L9 x 2"
—4 x2" —8x 2"+ 9

2x2" =2

Ix2"—8 0 —4x2"+4
4 x2" 442" 2x 2" —2
18 x 2" —18 0 —8 x 2"+ 9

Justifier brievement que D puis A sont inversibles.

(d)

» D’aprés le résultat de la question 2(b), D est une matrice diagonale dont tous les coefficients

sont non nuls, donc ‘D est inversible ‘ De plus, A = P7'DP d’aprés la relation démontrée par

récurrence dans la question précédente pour n = 1, donc \A est inversible\ comme produit de

matrices inversibles.
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(e) Exprimer A™" en fonction de n € N.
» On a pour tout n € N :

A" = (A™)"!  par définition de la puissance négative d’une matrice inversible
= (P7'D"P)"! d’aprés la relation démontrée par récurrence a la question 2(c)
=P YD")"Y(P')t daprés l'inverse d'un produit de matrices inversibles

= P YD P,

Pensez a utiliser le cours et les résultats précédents pour faire le moins possible
de produits matriciels tres chronophages.

Or D est une matrice diagonale d’aprés le résultat de la question 2(b), donc :

300 (H)"0 o 2770 0
D'=1010 et VneN, (D= 0 1 0 |=[ 010
003 0 0(3)" 0 02"

En utilisant les mémes calculs que ceux de la question 2(c) (en remplagant 2" par 27"), on
obtient pour tout n € N :

9x2™m -8 0 —4x2"+4
A =PI (D NHY'P=|[ -4x2™m4+42" 2x2"-2
18x2"—18 0 —8x2™™+9

3. (Polynéme annulateur.) On pose f : x> 2% — 3x + 2.

(a) Montrer que f(A) = 03 ou 03 est la matrice carrée nulle d’ordre 3.

» On a:
10 0 —4 10 0 —4 100—-72 0 —40+28 28 0 —12
A2 =1 —42 2 —42 2 =| -40—-8436416+4—-14 | =1 —124 6
18 0 —7 18 0 —7 180 — 126 0 —72+49 54 0 —23

Par conséquent, on obtient :

28 0 —12 10 0 —4 100 000
f(A)=A* —3A+2l3=| 124 6 —31 =42 2 | +21010|=1000 :-
54 0 —23 18 0 -7 001 000

(b) Prouver par récurrence que pour tout n € N, il existe (x,,y,) € R? tel que A" = 2, A + y,l3.
» Initialisation : pour n = 0 on a A% = I3 = 0A + 1I5. Si on pose 2o = 0 et yp = 1, on a bien
trouve (zo, o) € R? tel que A° = xoA + yols.
Hérédité : on suppose qu’il existe (z,,y,) € R? tel que A" = x,A + y,I3 pour un n € N fixé.
Alors on a :
A" = A X A" = A2, A + yuls) = 2, A% + 3, A.

Or A2 —3A+2I3 = f(A) = 03 d’aprés le résultat de la question précédente, donc A* = 3A — 213.
En reportant, on obtient :

A = 2, (3A = 23) + yn A = (32 + yn) A — 23,15,

Si on pose Tpi1 = 3T, + Yn €t Y1 = —2x,, on a bien trouvé (T,i1,y.11) € R? tel que
A = A+ Y115, Ainsi la proposition est vérifiée au rang n + 1 dés qu’elle est vérifice au
rang n. Et ceci est vrai pour tout n € N.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on a bien démontré que :

Vn €N, Iz, yn) € R?, A" = 2,A + 1,15,
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(c) Montrer que les suites (Tn)n=0 €t (Yn)nso Sont récurrentes linéaires d’ordre 2.
» En reprenant la récurrence de la question précédente, on a prouvé que :

Tpt1 = 3xn + Yn

Vn € N, {
Yn+1 = _an

En particulier, on a pour tout n € N :

Tny2 = an—‘rl + Ynt+1 = 31’71-‘,—1 — 2%,
et Ynio = =221 = —2(3zp + yn) = =62, — 2y, = 3(—22,) — 2Yn = 3Yni1 — 2Un.

Donc |(2,)n=0 €t (Yn)n=0 sont récurrentes linéaires d’ordre 2| et vérifient la méme relation de
récurrence.

(d) En déduire des expressions de x,, et y, en fonction de n € N, puis de A™ en fonction de A, I3
etn € N.

» L’équation caractéristique ¢> = 3¢ — 2 admet pour discriminant A = (=3)2—4x1x2=1>0
donc elle a deux solutions réelles qui sont :
—(=3)+ V1

—(=3) - V1
n 2x 1 o 2x 1
On en déduit qu'il existe (A, Ag) € R? et (A}, \) € R? tels que :
Vn € N, Ty = >\1q11 + )\QQS =M + 2" et UYn = )\/1 + )\/22n

Or on a (zg,yo) = (0,1) car A° =13 = 0A + 113 et (z1,y;) = (1,0) car A' = A =1A+ 0I3. On

en déduit que (A1, Ay) € R? et (A}, \}) € R? sont solutions des systémes linéaires suivants :

o = )\1"‘)\220 Yo = /\/1+>\,220

r = )\1+)\221 Yy = /\/1+/\,221
— 0=X+ X — L= M +AX,

I =X+2X 0 = A} +2X

0=XA+ X 1=MN+AX,

1:>\2 Lo+ Lo— 1, —1:>\/2 Lo+ Lo— 1,
<:>{/\2:1 <:>{X2:_1 .

Par conséquent, on obtient :
Ty =—1+2"
Vn € N, {yn:2_2n

Finalement, on a en reportant ces expressions :

VneN, A" = (=1 +2")A + (2 — 2")I5]

(e) A Uaide de la relation f(A) = 0s, justifier que A est inversible et exprimer A~ en fonction de
A et 13.
» Puisque A% —3A +2I3 = f(A) =03, on a :

1 3.1 3.1
I,=-(BA—AY) =A(213— -A) = (2I3— A ) A.
3=5 (3 ) (23 2) (23 2)

Si on pose B = %Ig — %A, on a trouvé B € M3(R) telle que AB = I3 et BA = I3. On en déduit

que | A est inversible | et que | A1 = B = 33— 1AL
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(f) Conjecturer une expression de A~™ en fonction de A, I3 et n € N puis démontrer cette conjecture.

» On remarque que l'expression obtenue a la question 3(d) est aussi vraie pour n = —1 car :
1 1 1 1 1 3 1
(—1+27)A+(2-27)]3 = —1+§ A+ 2—5 13:—§A+513:A

reé résu uestion précédente. On conjecture qu Xpression ussi vral
d’apreés le résultat de la questio écédente. On conjecture que cette expression est aussi vraie
pour tous les entiers négatifs, c¢’est-a-dire que :

VneN, A7"=(-1+2""A+(2-2"").
Or on a pour tout n € N :
A" x [(—1 L2 AL (2 - 2—")13}

- [(—1 +2M) A+ (2 — zn)13] [(—1 F2MA+ (2 2—n)13]
=(—1+2")(=1+2"")A% +(-1+2")(2-2""A
+(2-2")(~14+2MA+(2-2")(2-2"");
=1-2"=2""+ 1A+ (—2+2x2"+2" 1) A
+(24+2"+2x2" 1A+ (4-2x2"=-2x2"+1)]3
(2—2" =2 A+ (—6+3x2"+3x2MA+(5—-2x2"—2x 27"
=(2—2"—27") (A% — 3A + 203) +13 = I3

N

=f (;6:03
et de méme :

[(—1 +2 A+ (2 2*")13] x A"

[(—1 LA (2 - 2*")13] [(—1 FOMAL (2- 2,
(142" (=1+2™MA*+ (=1 +2")(2-2"")A
(22 (—1 4+ 27 A+ (2 27)(2 - 27),

=I3 puisqu’on retrouve la méme expression que précedemment.

On en déduit que :

VneN, A" = (A" = (=142 ™A+ (2—2 "))

On peut aussi démontrer ce résultat par récurrence en utilisant la relation
f(A) = 03 qui entraine A=% = %A_l — %13.

Exercice 3
On propose de résoudre ’équation différentielle suivante :

22 +3x+3

VeeR, fl(z)— f(x)= me‘” + cos(x) (E)

ot la fonction inconnue f est supposée dérivable sur R.
1. Dans cette question, on cherche une solution particuliere fi de l’équation différentielle suivante :

2+ 3143

Ve eR, f'(x)— f(x)=nh(x)e" ou h(z)= PR P (E1)

de la forme fi : x> gi1(x)e” ou g1 est une fonction dérivable sur R.
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(a) Montrer que fy est solution de (E1) si et seulement si g, est une primitive de h.
» La fonction f; : x +— gy(z)e” est dérivable comme produit de fonctions dérivables et on a :

Ve eR, fi(z)=gi(x)e” + gi(z)e”

Donc :
Ve eR, fi(z) — filz) = gi(2)e” + gi(x)e” — gi(x)e” = g (x)e”.

Par conséquent :

Ve eR, fi(z)— fi(z) =h(x)e® (E1)
<= VreR, g (v)e”=h(x)e"
< VreR, g(z)=h(z) (care” #£0).

On en déduit que | f est solution de (E1) si et seulement si ¢g; est une primitive de h |.

(b) Determiner un quadruplet (a,b,c,d) € R? tel que

clx+1) d
22420 +2 12420+ 2

Vx eR, h(xr)=ar+b+

» On cherche (a,b, c,d) € R?* tel que pour tout x € R :

clx+1) d
2?2+2r+2 224 2x+2
*+3cx+3  (ax+b)(2®+224+2)+c(z+1)+d
22420 4+2 22 +2x+ 2
= 23+ 3 +3=ar®+ (20 +0)z* + (2a + 20+ )z + (2b + ¢ + d)
car 2° 4 2z + 2 # 0 (puisque de discriminant A =22 —4 x 1 x 2 = —4 < 0).

h(z) =ax +b+

Puisque cette égalité est vraie pour tout € R, on en déduit par identification des coefficients
d’un polynome :

l=a a=1

0=2a-+0b b= —2a=-2
3—2 +2%+c — Ye=3-2a—2=5"
3=2+c+d d=3—2%—c=2

Finalement on obtient | (a, b, c,d) = (1,-2,5,2) |.

(c) Déterminer une primitive de la fonction v — (x +1)/(2* + 2z + 2).
» On a:

Ve e R z+1 1>< 20 + 2 1><
T — o= =
’ 224+2r+2 2 u(x)

P v R avec u(z) = 2%+ 22 + 2.

On en déduit que cette fonction admet pour primitive :

r+1 1 [ () 1 1 9
Vz € R, /x2—|—2x+2x Z/U(x) x 2n|u(90)| 2n}x—|— T+

1
= §1n(:v2+2:n+2) car x2 + 2z +2 > 0.

(d) Déterminer une primitive de la fonction v + 1/(z* + 2x + 2) a l'aide d’un changement de
variable.

» On a:
1 1

2420 +2 (41241
On pose la fonction ¢ : x — x + 1. Alors :

Vo € R,
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— 9 : R — R est bijective (de bijection réciproque =1 : t — t — 1),
— 1) est dérivable sur R (de dérivée ¢ : z — 1),

— 1)’ est continue et sur R,

— et ¢ ne s’annule pas sur R.

N’oubliez pas de justifier chacune des hypothéses du théoréeme de changement
de variable pour les calculs de primitive.

A T'aide du changement de variable ¢ = 9)(z), cette fonction admet pour primitive :

Vz e R /d—aj = / de / ! X dt = / dt arctan(t)
’ 2 4+204+2 ) Y@)2+1 ) e2+17 i) ) 2+1
= |arctan(xz 4+ 1) |.

(e) En déduire une solution particuliére f, de (E1).
» A P’aide des résultats précédents, la fonction h admet pour primitive :

5(x +1) 2
R h(z)dz = — 2 d
Ve e R, / (v)dz /(x +x2+2x—|—2+x2+2x+2) !

1
= /(m —2)dx + 5/ _ T 4 + 2/d—$ par linéarité

24+ 2x +2 22 4+ 22 + 2

2

)
— % — 2 + 3 In(2? + 22 + 2) + 2arctan(x + 1).

D’aprés le résultat de la question 1(a), on en déduit que la fonction

2 5
fiix— (% — 2z + §ln(m2 + 2z + 2) + 2arctan(z + 1)) e”

est une solution particuliére de (E1).
2. On note gy une primitive de la fonction x — cos(z)e™".

(a) On fize x € R pour cette question. Exprimer ga(x) en fonction de go(x) a Uaide de primitivations
par parties (on choisira toutes les constantes d’intégration égales a 0).

» On a:

en posant {’;ig; - Zgi(:c) done {u’lgxg = —sin(z)

I
g
&
=
&

|

S
5
2
=
=
o,
=

|

|
(@]
o
A
2
aQ

|
|

|
2
=
=
]

8
o,
=

o(x) = sin(z) ub(z) = cos(x)
en posant { (@) = e donc () = —e~

= —cos(z)e ™ — up(x)va(x) + [ ubp(z)ve(x)da

= — cos(z)e " +sin(x)e * — /cos(x)e_mdx =|—cos(z)e ™ +sin(x)e™® — go(x)|.

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 71 sur 151 Sébastien Godillon



(b) En déduire une expression de go(x) en fonction de x € R.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on a :
Ve eR, 2go(x) = —cos(z)e™™ + sin(x)e ™

et donc :

T

Ve eR, gfx)= % (sin(z) — cos(x)) e~

(¢) En s’inspirant de la question 1, déterminer une solution particuliére fo de I’équation différentielle
sutvante :

VeeR, f'(z)— f(z) = cos(z). (E2)

» On pose fo: x +— go(x)e®. Alors fy est dérivable comme produit de fonctions dérivables et on
a avec des calculs similaires a ceux de la question 1(a) :

Ve eR, fo(x) — fo(z) = gh(x)e® = cos(z)e ™ e” = cos(x).

La fonction fs est donc une solution particuliére de (E2), et on a d’aprés le résultat de la question
précédente :

foia %(Sin(x) — cos(z)) e~e* = = (sin(x) — cos(x)) |

3. Conclure.
» L’équation différentielle (E) est linéaire d’ordre 1 a coefficients constants. L’équation différentielle
homogeéne associée admet pour ensemble de solutions :

{fo:z—= e =Ae" | X €R}.

D’aprés la structure de I’ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire et le principe
de superposition, on en déduit que 1’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E) est de la
forme :

{f:x= X"+ fi(z) + folz) | A € R}

{f cxe et 4 (% — 2z + 2In(2? 4 2z + 2) + 2arctan(z + 1)) e”
+3 (sin(z) — cos(z)) | A € R} .

Probléme
On appelle suite des moyennes de Cesaro (du nom du mathématicien italien Ernesto Cesaro, 1859-1906)
d’une suite réelle (uy)n>1, la suite (0,)n>1 définie par :

U+ ug+ -+ uy, 1 &
Yn>1, o,= = — U

Le but de ce probleme est de démontrer le lemme de Cesaro énoncé ci-dessous et d’étudier sa réciproque.

Si une suite réelle (uy)n,>1 admet une limite (finie ou infinie) alors
la suite (0,)n>1 de ses moyennes de Cesaro admet la méme limite.

A) Cas de convergence. On suppose dans cette partie que (uy,),>1 converge vers une limite £ € R.

1. Pour cette question, on fize un réel ¢ > 0.
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(a) Justifier lexistence d’un entier Ny > 1 tel que pour tout k > Ny on ait |u, — (| < /2.
» L’hypothése que (u,),>1 tend vers ¢ entraine par définition de la convergence :

Ve' >0, IN>1,Vn> N, |u, — | <¢

‘Aﬁ()m‘mfn a ne pas utiliser € puisque cette variable est déja fizée dans ’énoncé. ‘

Puisque ceci est vrai pour tout ¢’ > 0, on a en particulier pour &’ = £/2 > 0 (car € > 0) I'existence
d’un entier Ny = N > 1 tel que pour tout k =n > N = Nj on ait |uy — | = |u, — | < &’ =¢/2.
Donc :

ANy > 1, Yk > Ny, |ug — (| <

DO | ™

(b) Montrer que pour tout n = Ny on a :

n Ni—1
1 1 n—N;+1)\ ¢
wm = =S w0 <= Y -0+ ()
o | ‘nkl(uk ) n 2 |y, |+( n )2

» Soit n > N;. On a :

—Z up — ) = Zuk——ZE—an——né—an—E par linéarité.

k=1
Puis d’aprés I'inégalité triangulaire :
1 n Nl 1
n— L =|- —0) —/ —/ —/{
|0 — £ n;( K Z'Uk | = Z lug — €]+ — ;}; |ug — £].
= 1

Or on a d’aprés le résultat de la question précédente :

L m—a<ly o mrnt

k= N1 k—Nl

Finalement on a bien :

n Ni1—1
1 1 n — N1 + 1 19
n—Vl =|- -0 < — -/ — ) =
ow =t =3 3w = 0] < 5 3 fu— 4 (TN S
k=1 k=1
(¢) Justifier Uexistence d’un entier Ny > 1 tel que pour tout n > Ny on ait = M g — €] < g/2.
» On pose :
o N1l
Alors N, est bien un entier supérieur ou égal alcar 2 Nl ! |ur, — €| > 0. De plus on a pour
€
tout n > Ny :

Ni-1 Ni-1
2 2
n>=Ny= |- g lug, — || +1> = g |up, — €| par définition de la partie enticre.
€ = €

Puisque tous les termes de cette inégalité sont strictement positifs, on en déduit que :

N11

~ Z up — €] < /2.

Finalement, on a bien montré que :

N11

ElNQ 2 1 NQ, Z |uk —€| g .
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N—1 : :
'L |ug — €] = 0 puis on raisonne

On peut aussi remarquer que lim, o LS
comme a la question 1(a) avec la deﬁmtwn de la convergence vers 0. Le point
. Ni—1 . . . . s
clef est que Y, 1| |up, —{| est une constante indépendante de n ce qui justifie
que la limite précédente est bien nulle et que la définition de Ny ci-dessus ne

dépend pas de n.

(d) En déduire l'ezistence d’un entier N > 1 tel que pour tout n > N on ait |0, — | < €
» On pose N = max{Ny, No}. Soit n > N. Puisque n > N > Ny, on a d’apreés le résultat de la

question 1(b) :
1 — N +1
o0 — {] < Z|uk—€|+( ! )2.

Et puisque n > N > N,, on a d’apreés le résultat de la question précédente :

Par conséquent, on a :

€ n—Ni+1\ ¢
n_gg_ a
lo |2+( n )2
—-1+1
<%+(n n+ )% car Ny > 1
€ €
<§+§:€.

Finalement, on a bien montré que :

AN >1, Vn > N, |o, — ] < ¢|

(e) Conclure.
» Puisque le résultat de la question précédente est vrai pour tout € > 0, on a finalement :

Ve>0,IN>1, Vn >N, |o, — (| < ¢

On reconnait la définition de la convergence, on a donc prouvé que la suite | (0,,),>1 tend vers

la limite /| Ceci démontre |le lemme de Cesaro dans le cas ou (u,),>1 converge|.

B) Cas de divergence de 1™ espéce. On suppose dans cette partie que (uy,),>1 tend vers +oo.

2. Pour cette question, on five un réel A € R et on pose B = max{1, A} de sorte que B >0 et B > A.

(a) Justifier Uexistence d’un entier Ny > 1 tel que pour tout k > Ny on ait uy, > 2B.
» L’hypothése que (uy)n>1 tend vers +oo entraine par définition de la divergence de 1'© espéce :

VA eR, AN > 1, YVn> N, u, > A.

Attention a ne pas utiliser A puisque cette variable est déja fizée dans
[’énonce.

Puisque ceci est vrai pour tout A € R, on a en particulier pour A = 2B € R l'existence d'un
entier Ng = N > 1 tel que pour tout k =n > N = Ny on ait u, = u, > A = 2B. Donc :

Ny > 1, Vk > Ny, uy, > 2B

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 74 sur 151 Sébastien Godillon



(b) Montrer que pour tout n = Ny on a :

SRS

No—1
—No+1
o, =2C, ou C,= g uy, + <u> 2B.
n

k=1

» Soit n > Ny. On a :
| Mol

n
an:%Zuk Zuk—i— Zuk
k=1

kNO

Or on a d’aprés le résultat de la question precedente :

—Zuk 223:%(71—1\70“)23.

k=Ny kNO

Finalement, on a bien :

il (n—N0+1
up + | ———
1 n

)26-c.)

1
O-n>_
n

k=

(¢) Déterminer la limite de C,, quand n tend vers +oo.
» Puisque Egﬁ;l uy est une constante indépendante de n, on en déduit que :

1 No-1
S 5D =0
k=1
D’autre part, on a :
— No+1 —No+1
im 220 gy 20T g
n—-+o0o n n—-+4o0o n

Finalement, on obtient que :

lim C, =0+ 1x 2B =2B]|.

n—-+oo

(d) En déduire l'ezistence d’un entier N > 1 tel que pour tout n > N on ait C,,
» Le résultat de la question précédente entraine par définition de la convergence :

Ve>0,dIN>1, Vn>= N, |C, —2B| > ¢

Puisque ceci est vrai pour tout € > 0, on a en particulier pour ¢ = B > 0 l'existence d’un entier
N > 1 tel que pour tout n > N on ait |C,, — 2B| > ¢ = B ce qui implique par définition de la
valeur absolue que C,, € 2B — B,2B + B] = [B,3B] et donc C,, > B. Ainsi :

3N >1, ¥neN, C, > B|

(e) Conclure.

» D’apres les résultats des questions précédentes, on a :
dIN2>1, VneN, 0,>2C, > B> A.
Puisque ceci est vrai pour tout A € R, on a finalement :

VAeR, N > 1, VneN, g, > A.

On reconnait la définition de la divergence de 1™ espéce, on a donc prouvé que la suite | (0, ),>1

tend vers +oo |. Ceci démontre |le lemme de Cesaro dans le cas ot (uy,),>1 tend vers +00|.
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3. Que se passe-t-il si (Up)n>1 tend vers —oo ¢
» On suppose que (u,)n>1 tend vers —oo. Alors la suite (u), = —uy,),>1 tend vers +oo. D’apres le
résultat de la question précédente, on en déduit que la suite (0),),>1 des moyennes de Cesaro de

(ul)n>1 tend aussi vers +oo. Or :

1« 1« 1 <
Vn > 1, Un:g;“k:g;—%:—(gz:“k):—Ufw

k=1

On en déduit que | (0,)=; tend vers —oo | Ceci démontre |le lemme de Cesaro dans le cas oil

(un)n>1 tend vers 400 | et ¢a conclut la preuve du \lemme de Cesaro \

C) Réciproque.
4. En étudiant l'exemple (u,, = (—1)")n>1, discuter de la réciproque du lemme de Cesaro.

» On a:
lim wug, = lim (—=1)*"= lim 1=1 et lim usp = lim (1) = lim —1 = —1.
n—-+0o0o n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo n—-+00
Donc la suite (u, = (—1)"),>1 est divergente de 2¢ espéce d’aprés le théoréme des suites extraites.
De plus on a pour tout n > 1
2n 2n
1 1 1
b= — =—) (-)f=—(-1+1-1 —1+1
72 2n — e 2n ;< ) 2n (=1+ - +1)

i(£1+1)+(1+1)+---+(1+12 :%(nXO):

2n ~~
n fois
S, T any 1
t Oongr = - —1)k = “l4+1—1+4-—1+1-1
et On+1 2n+1ZUk 2n—|—1z( ) 2n+1( * " i )
L (1 D)+ (1) 4 (14 1) 1 < 0= =5
— o J— TR _— - - n - = ’
on+1 |\ ~ d 2n+1 et
n fois
Ainsi : 1
n1—1>r-ir-loo T2n :nl—lgl{looo =0 et n1—1>r—ililoo Ton+1 :nl—l>r-ir-loo 2TL+1

Donc la suite (0,,),>1 est convergente et tend vers 0 d’aprés le théoréme des suites extraites. Fina-

lement, on en déduit que ‘la réciproque du lemme de Cesaro est fausse |.

5. Pour cette question, on suppose que (u,),>1 €st croisante.

(a) Montrer que (0,),>1 est croissante.
» Soitn>1.On a:

1 n+1 1 n n+1
Optl — Op = Zuk—EZuk:n—H<nZuk—n+lz )

n+l k=1 k=1

= n——{—]_ (HZUk+nUn+1— n+1 ZUk) = n——|—]_ <nun+1—kzluk>

n

n(n + 1 (Z Unt1 — Z“k> = Tl) (Unt1 — up).

=1

Puisque (u,,),>1 est croissante par hypothése, on a en particulier u, 11 > u pour tout k € [1,n].
En reportant dans ’expression précédente, on obtient que 0,1 — 0, = 0, ce qui est vrai pour

tout n > 1. On en déduit que | (0,),>1 est croissante |
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(b) Montrer que o, < u, < 2= 1crgn 1 — —lan 1 pour tout n = 2.

» Soit n > 2. Puisque (un)@l est croissante par hypothése, on a en particulier u; < u, pour
tout k € [1,n]. On en déduit que :

1
:—g u < E Uy = —NU, = U, donc |o, < Uyl
n

D’autre part, on a :

2n—1 n—1

2n—1 —1 2n—1 —1
nn Uanl_nn Jnl:hzlu nn—l Zu’f
2n—1 - 2n1
H(Ew-Eu) -1 X

Puisque (u,),>1 est croissante, on a en particulier u, > w, pour tout k € [n,2n — 1]. On en
déduit que :

2n—1 2n1
2n—1 n—1 1
N = — g - —1-n+1 Up,
- Oon—_1 - Op_1 up = U 2n n+1)=

2n—1 n—1
donc |u, < Oop—1 —
n

On—1 |-

(¢c) En déduire que la réciproque du lemme de Cesaro est vérifiée lorsque (uy,)n>1 est croissante (on
distinguera le cas ot la suite (0,)>1 n’est pas majorée du cas ot elle ['est).
» 1°" cas : on suppose que (0,)s1 n'est pas majorée. Alors, puisque (0,)>1 est croissante d’aprés
le résultat de la question 5(a), on a lim,,, ., 0,, = +00 d’aprés le théoréme de la limite monotone.
En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit que lim,, , ., u, = +oo d’apres
le théoréme de la limite par comparaison.
2¢ cas : on suppose que (0,)s1 est majorée. Alors, puisque (0,,)>1 est croissante d’apres le résultat
de la question 5(a), (0,,)>1 est convergente d’apreés le théoréme de la limite monotone. On pose
¢ =lim, , . 0, € R. Donc :

m—1 —1 1 1
im <26, -6 = lim (2——) azn_1—<1——) Op1 =2 —1x =1
n n

n——4oo n n n—-+o0o

En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit que lim, . u, = ¢ d’aprés le
théoréeme de la limite par encadrement.
Conclusion : dans tous les cas, la suite (u,),>1 admet la méme limite que la suite (0,,),>1 ce qui

prouve | la réciproque du lemme de Cesaro dans le cas ou (uy),>1 est croissante |.

6. Que se passe-t-il si (uy,),>1 est décroissante ?
» On suppose que (u,),>1 est décroissante. Puisque (u], = —uy,),>1 est croissante, la suite (u),),>1
admet la méme limite que la suite (07,),>1 de ses moyennes de Cesaro d’apres le résultat de la ques-
tion précédente. On en déduit que la suite (u, = —u/,),>1 admet la méme limite que la suite (o, =
—o! ) en raisonnant comme a la question 3, ce qui prouve ‘ la réciproque du lemme de Cesaro dans le‘

cas ou (up)n>1 est croissante |.
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DS n°5 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
On considére la matrice :

3 0
0 0
-6 —-21

On propose de calculer les puissances successives de A par trois méthodes différentes et indépendantes.

0
A= 3 S Mg(R)

1. (Binoéme de Newton.) On pose B = A — I3 ou I3 est la matrice identité d’ordre 3.
(a) Calculer B? puis exprimer B* en fonction de B et k € N*.
(b) En déduire une expression de A" en fonction de A, I3 et n € N.

2. (Diagonalisation.) On pose

4-10
P=[311]¢eM;R).
3-10

(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
(b) Calculer D = PAP™L.

(¢) En déduire une expression de A™ en fonction de n € N.
(

d
(e

) Justifier brievement que D puis A sont inversibles.
)

Exprimer A™" en fonction de n € N.

3. (Polynéme annulateur.) On pose f : z + x? — 4z + 3.

(a) Montrer que f(A) = 03 ou 03 est la matrice carrée nulle d’ordre 3.

(b) Prouver par récurrence que pour tout n € N, il existe (z,,y,) € R? tel que A" = z,A + y,[;.

(¢) Montrer que les suites (z,),>0 €t (Yn)n>0 sont récurrentes linéaires d’ordre 2.

(d) En déduire des expressions de x,, et y, en fonction de n € N, puis de A™ en fonction de A, I3 et
n € N.

(e) A l'aide de la relation f(A) = 03, justifier que A est inversible et exprimer A~ en fonction de
A et 1.

(f) Conjecturer une expression de A~" en fonction de A, I3 et n € N puis démontrer cette conjecture.

Exercice 2
Dans le plan affine muni d’un repére, on considére les points My(1,1) et M;(4,2). Pour chaque k > 1, on
définit par récurrence le point My (xy, yx) par :

My = Bar((Mk_l, 1), (Mo, 2)).

Etudier les coordonnées de chaque point Mj, et en déduire que la suite (My)k=0 converge vers un point
limite. Puis montrer que ce point point limite peut s’écrire comme un barycentre de My et M; dont on
déterminera les poids.

Exercice 3
Dans I'espace affine muni d’un repére orthonormé, on considére les droites de représentations paramétriques
suivantes :

r=1+t rT =930+t
Di:Qy=—-1+t,teR et Dy:qy=-2-2t,telR
z=—-1-1 z=3+1

Montrer qu’il existe une unique droite A perpendiculaire commune & D; et Dy dont on déterminera une
représentation paramétrique.
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Probléme
On appelle suite des moyennes de Cesaro (du nom du mathématicien italien Ernesto Cesaro, 1859-1906)
d’une suite réelle (uy,),>1, la suite (0,),>1 définie par :

U Uyt Fu, 1 —
Yn>1, o,= = — Uy,

Dans ce probléme, on admet le lemme de Cesaro énoncé ci-dessous et on propose d’étudier quelques
applications.

Si une suite réelle (u,),>1 admet une limite (finie ou infinie) alors
la suite (0,,),>1 de ses moyennes de Cesaro admet la méme limite.

A) Limite d’un produit. On considére la suite (a,),>1 définie par :

n 1 k/n
Vn > 1, an:H(lJrE) i

k=1

1. Montrer que (0, = In(a,))n>1 est la suite des moyennes de Cesaro d'une suite (u,),>1 & déterminer.
2. Déterminer la limite de nIn(1 4 1) quand n tend vers +oc.
3. En déduire que la suite (a,),>1 converge a I’aide du lemme de Cesaro et déterminer sa limite.
B) Croissance comparée. On fixe un réel b > 0.
4. En s’inspirant de la partie A, montrer que ¥/n! tend vers +o0o quand n tend vers +occ.
5. A l'aide du résultat précédent, retrouver que la suite (b"),; est négligeable devant la suite (n!),>;.

C) Equivalent d’une suite récurrente (1° exemple). On considére la suite (c,)s; définie par :

2
Cn

¢ €)12,+00] et Vn>=1, cpp1= p—
6. (a) Etudier les variations de la fonction f : z + 22/(x — 1).

(b) Montrer que (c,)s1 est bien définie et strictement croissante.

(¢) Prouver que (¢,)s1 diverge et admet pour limite +o00.
7. Déterminer la limite de u,, = ¢,11 — ¢, quand n tend vers 4o0.
8. En déduire que (¢, —¢1)/(n — 1) tend vers 1 quand n tend vers +o0o a ’aide du lemme de Cesaro.
9. Déterminer un équivalent simple de la suite (¢,)p>1-

D) Equivalent d’une suite récurrente (2¢ exemple). On considére la suite (d,,)>; définie par :
T :
dl € ]O, 5 |: et Vn 2 1, dn+1 = sm(dn).

10. Prouver que (d,)>; converge et admet pour limite 0.
11. (a) Montrer pour tout = € [0, 7] que sin(x) > r — %, puis que sin(z) <z — % + 5.
(b) En déduire que :
sin?(d,) — (d,)? ~ — (d")4.

n—-+oo 3

(c) Déterminer la limite de u,, = (d,41)2 — (d,) ™2 quand n tend vers +oo.

12. En déduire que ((d,)™% — (d1)72)/(n — 1) tend vers 1/3 quand n tend vers +o00 a l'aide du lemme
de Cesaro.

13. Déterminer un équivalent simple de la suite (dy,)p>1-

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 79 sur 151 Sébastien Godillon



Corrigé du DS n°5 de mathématiques

Exercice 1
On considere la matrice :
3 00
A= 0 3 0] e M;3(R).
—6 —21
On propose de calculer les puissances successives de A par trois méthodes différentes et indépendantes.
1. (Binéme de Newton.) On pose B = A — 13 ou I3 est la matrice identité d’ordre 3.

(a) Calculer B* puis exprimer B* en fonction de B et k € N*.

» On a:
3 00 100 2 00
B=A-1I,=|1 0 30|—-(010 0 20
-6 -21 001 —6-20
2 00 2 00 4
et B’=| 0 20 0 20| = 0 40
-6 -20 —6-20 —12 -4 0

donc . On en déduit que B> = B x B> =2B% = 4B, B* = B x B> = 4B? = 8B, etc.
Par consequent, on conjecture que B* = 2¥"'B pour tout k € N* ce qu’on va démontrer par
récurrence.

‘ N’oubliez pas de démontrer précisément votre conjecture par récurrence.
Initialisation : pour ¥ =1 on a bien B! = B =2°B =2'"1B,
Hérédité : on suppose que B¥ = 2¥~1 B pour un entier k£ > 1 fixé. Alors on a :

B"'=Bx B*=Bx2"'B=2""1B? =21 x 2B =2"B =20"V"1p

Donc la relation est vérifiée au rang k + 1 dés qu’elle est vérifiée au rang k. Et ceci est vrai pour
tout k € N*.
Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on a bien démontré que :

Vk e N*, BF =2 1p|

(b) En déduire une expression de A™ en fonction de A, I3 et n € N.

» Par définition de B, on a A = B+I3. Or les matrices B et I3 commutent car BxI3 = B = I3x B.
N’oubliez pas de justifier que les matrices commutent avant d’appliquer la
formule du bindome de Newton pour les matrices.

D’aprés la formule du binéme de Newton, on obtient pour tout n € N :
" /n " /n n " /n
o=y (=2 ()= ()7 e 2 )

n
= ( )2"C !B d’aprés le résultat de la question précédente

k
k=1
1 - 1/n 1 1
= — 2’“1“ — 201" ) B =1 2+ —=)(A-1
(2 3 :(0) ) o+ (3 -3)U-n
=15+ 1 1A — (3” DIs = 1(3” 1)A+1(3 3M1
- 2 2 5719 2 3
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2. (Diagonalisation.) On pose

4-10
311
3-10

P=

(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

» On utilise la méthode du pivot de Gauss :

4-10
311
3-10
4-10
07 4
0-10
4-10
0-10
07 4
4-10
0-10
00 4

P =

L2 — 4L2 — 3L1
Ls <+ 4L3 — 3L,
Lo+ Ls

Ly Ly

L3 <— L3 + 7L2

€ M3(R).

100
010
001

1 00
-340
-304

100
-304
-340

1 00
-3 04
—24 4 28

On obtient une matrice échelonnée de rang 3. Donc le rang de P est maximal et par conséquent
\P est inversible \ En poursuivant la méthode du pivot de Gauss, on obtient :

4
0

1

]
O»—tl

100
010
001

(b) Calculer D = PAP™L.
» On a :

D = PAP ! =

(c) En déduire une expression de A™ en fonction de n € N.

0

0

1
400
010
001

100
LQ(——LQ 3 0—4
Lg(-%Lg —-61 7
Ly <= L1+ Ly 4 04
3 0-4
61 7
L1<_%LL1 1 0-1
Pl=| 30-4
61 7
4-10 3 00
311 0 30|pP¢
3-10 -6 -21
12 -3 0 12 =30 1 0-1
9-63—-21|P'=]13 11 3 0—4
9 -30 9 —-30 61 7
12—9 0 —12+12 300
3+43-61-3—4+7]=/l010
9—9 0 —-9+12 003

» Montrons par récurrence que A" = P~'D"P pour tout n € N.
Initialisation : pour n = 0 on a bien A’ =13 = P7'P = P~'I3P = P~1DOP.
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(d)

Hérédité : on suppose que A" = P~'D"P pour n € N fixé. Alors on a :

A = Ax A" = Ax P'D"P = (P'P)A(P"'P)P™'D"P car P"'P =14
= P Y PAP (PP YD"P =P 'DD"P =P 'D""'P.

Donc la relation est vérifiée au rang n+ 1 dés qu’elle est vérifiée au rang n. Et ceci est vrai pour
tout n € N.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on a bien démontré que :

VneN, A" = P7'D"P,

Or D est une matrice diagonale d’aprés le résultat de la question précédente, donc

30 0
VneN, D"=1 010
003"
Par conséquent, on obtient pour tout n € N :
1 0-1 300
A"=pP'D'"P=| 3 04 010 |P
—-61 7 003"
3 0 =3 4-10
= 3x3" 0—-4x3" 311
—6x3"1 7Tx3" 3-10
4x3"—=3x3" —3" 43" 0
= 12x3" =12 x 3" —3x3"+4x3" 0
24 x3"+3+21x3"6x3"+1—-Tx3"1
3" 0 0
= 0 30

—3x3"+3-3"+11

Justifier brievement que D puis A sont inversibles.
» D’apreés le résultat de la question 2(b), D est une matrice diagonale dont tous les coefficients
sont non nuls, donc \D est inversible \ De plus, A = P7'DP d’aprés la relation démontrée par

récurrence dans la question précédente pour n = 1, donc \A est inversible\ comme produit de
matrices inversibles.

Exprimer A™" en fonction de n € N.
» On a pour tout n € N :

—~

A=

A™~1  par définition de la puissance négative d’une matrice inversible
1

P7'D"P)~'  d’aprés la relation démontrée par récurrence a la question 2(c)

—~

v

D™ Y P1)7! d’aprés l'inverse d’un produit de matrices inversibles
-1 (D_l)nP.

Pensez a utiliser le cours et les résultats précédents pour faire le moins possible
de produits matriciels tres chronophages.

Or D est une matrice diagonale d’aprés le résultat de la question 2(b), donc :

100 ($)"0 0 370 0
D7'=[010] e VneN, (D)= 0 1 0 |=( 010
03 0 0(3)" 0 03"
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En utilisant les mémes calculs que ceux de la question 2(c) (en remplagant 3" par 37"), on
obtient pour tout n € N :

3 0 0
A =P (D HP= 0 370
—3x3™MM4+3-3"+11

3. (Polynéme annulateur.) On pose f : x> x* — 4x + 3.

(a) Montrer que f(A) = 03 ou O3 est la matrice carrée nulle d’ordre 3.

» On a :
3 00 3 00 9 0 0 9 00
A2=1 0 30 0 30]|= 0 9 0] = 0 90
-6 -21 -6 -21 —18—6 -6-21 —24 —81

Par conséquent, on obtient :

9 00 3 00 100 000
fLA)=A—4A433={ 0 90)—-4( 0 30])+3[(010|=(000]=]0s]
—24 -8 1 —6 —21 001 000

(b) Prouver par récurrence que pour tout n € N, il existe (x,,y,) € R? tel que A" = 2, A + y,l3.
» Initialisation : pour n = 0 on a A° = I3 = 0A + 1I5. Si on pose 2o = 0 et yp = 1, on a bien
trouvé (xg,yo) € R? tel que A° = 29 A + yol5.
Hérédité : on suppose qu'il existe (z,,y,) € R? tel que A" = x,A + y,I3 pour un n € N fixé.
Alors on a :
A" = A x A" = A2, A + yuls) = 2,4 + 3, A.

Or A2 —4A+3I3 = f(A) = 03 d’aprés le résultat de la question précédente, donc A* = 4A — 313.
En reportant, on obtient :

A = 2, (4A = 3L3) + yu A = (4o, + yn) A — 33,15,

Si on pose Tpy1 = 4T, + Yp €t Yoy = —3T,, on a bien trouvé (T,y1,Yni1) € R? tel que
A" =2, A+ Y4115, Ainsi la proposition est vérifiée au rang n + 1 dés qu’elle est vérifiée au
rang n. Et ceci est vrai pour tout n € N.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, on a bien démontré que :

‘Vn €N, I(xn,yn) €R? A" = 2, A +y,15 ‘

(c) Montrer que les suites (Tn)n=0 €t (Yn)nso0 sont récurrentes linéaires d’ordre 2.

» En reprenant la récurrence de la question précédente, on a prouvé que :

¥n €N, {%1 — 42, + Y
Yn+1 = —31'“

En particulier, on a pour tout n € N :

Lp42 = ZJL7:7‘&-{-1 + Ynt1 = 4xn—i—l — 3z,
et Ypio = —3Tpp1 = —3(4xn + yn) = — 122, — 3y, = 4(—3x,) — 3Yn = 4Ynt1 — 3Yn.

Donc | (z,)n>0 €t (Yn)n=0 sont récurrentes linéaires d’ordre 2| et vérifient la méme relation de
récurrence.
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(d)

(f)

En déduire des expressions de x, et vy, en fonction de n € N, puis de A™ en fonction de A, I3
etn € N.
» L’équation caractéristique ¢* = 4q — 3 admet pour discriminant A = (—4)2—4x1x3=4>0
donc elle a deux solutions réelles qui sont :

—(—4)+V4

—(—4)— Vi
=——7 =1 et = .
&« 2 x 1 ok 2 x 1 ;
On en déduit qu'il existe (A, Ag) € R? et (A}, \) € R? tels que :
VneN, x,= Mg+ Xagh =M\ + 3" et y, =N + \,3™

Or on a (zg,y0) = (0,1) car A° =13 = 0A + 113 et (z1,y;) = (1,0) car A' = A =1A+ 0I3. On
en déduit que (A1, A2) et (A}, \y) sont solutions des systémes linéaires suivants :

Ty = )\1+)\230 Yo = )\/1—1-)\/230
T = )\1"—)\231 Y1 = )\/1+)\l231
0= A+ Ao 1= N+ A,
{1—>\1+3>\2 <:>{0—)\’1+3X2
L J0= 1= X+,
1:2)\2 LQFLQ—Ll —1:2)\/2 LQ(—LQ—Ll

—
(:>{)\1:—/\2:—1/2 —

N =1- N, =3/2
Ao = 1/2 '

Ny = —1/2

Par conséquent, on obtient :

lan
33
an

Ty =

| N =
N[ —= +

Vn € N, {

e |

n

Finalement, on a en reportant ces expressions :

1 1
Yn €N, A" = S(=1+3"A+ (3 3")|

A laide de la relation f(A) = 0s, justifier que A est inversible et exprimer A~' en fonction de
A et 13.
» Puisque A? —4A + 3I3 = f(A) =03, 0n a:

1 4 1 4 1
3=-(4A-AH=A(-Iz3—-A)=(=-I—-A) A
5= 5 ( ) (333)<333)
Si on pose B = 313 — %A, on a trouvé B € M3(R) telle que AB =13 et BA = I3. On en déduit
que | A est inversible | et que | A~ = B = sls—3A|

Congecturer une expression de A" en fonction de A, I3 et n € N puis démontrer cette conjecture.

» On remarque que 'expression obtenue a la question 3(d) est aussi vraie pour n = —1 car :

1 1 1 1 1 1 1 4
(=143 MA+-B-3N==-(-14+=-)A+=(3—=|i=——A+-I,=A""
2( +37) +2( )3 2( +3) +2( 3)3 3 +33

ré résu uesti récé . On jecture qu Xpressi ussl vral
d’aprés le résultat de la question précédente. On conjecture que cette expression est aussi vraie
pour tous les entiers négatifs, c’est-a-dire que :

1 1
VneN, A= o (=143 A+ 5337,
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Or on a pour tout n € N :

1 1
A" x [5(—1 +37A+ (3 3*“)13}

_ [%(_1 34+ %(3 ~ 3L [%(—1 +3M A+ %(3 - 371

(—1+3")(-1+3 ™A+ (-1+3")(3—-3""A

L

1
4
F(3—3")(—1+3)A+ (3—3")(3 - 3*")13]

[(1—3”—3*"+1)A2+(—3+3><3"+3*“—1)A

o

+(—3+3"+3><3*”—1)A+(9—3><3"—3><3*”+1)13]

[(2_3" — 3 A%+ (844 x 3" +4x3 A+ (10 -3 x 3" — 3 x 3_”)13]

g S

(23" = 37) (A% — 44+ 31y) 41| = I,

N J/

:f(?‘():oa

et de méme :

1
(~1+37A+ (3 3*”)13] x A"

:;1 [(—1 +3")(—-1+3"A*+ (-1+3")(3-3")A

T (3-3") (=143 A+ (3—3"(3— 3—”)13}

=I3 puisqu’on retrouve la méme expression que précedemment.

On en déduit que :

1 1
Vn €N, AT = (A" = S (=143 A+ 53 - 37|

On peut aussi démontrer ce résultat par récurrence en utilisant la relation
f(A) =05 qui entraine A2 = A~ — 115,

Exercice 2
Dans le plan affine muni d’un repére, on considére les points My(1,1) et My(4,2). Pour chaque k > 1, on
définit par récurrence le point My(xy, yx) par :

M, = Bar((Mk_l, 1), (My_s, 2)).

Etudier les coordonnées de chaque point My et en déduire que la suite (My)k=0 converge vers un point
limite. Puis montrer que ce point point limite peut s’écrire comme un barycentre de My et My dont on
déterminera les poids.

» D’aprés l'expression des coordonnées du barycentre, on a :

1Xl’k,1—|—2><$k,2 1 +2
Tr = = —Tp_1 4+ —Tp_
F 1+2 R S
Vk > 1,
_1ka—1+2xyk72_l +2
Y = 112 = 3yk—1 Byk—z
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On peut aussi retrouver [’expression de ces coordonnées en utilisant la définition du
barycentre, c’est-a-dire :

T —
I X MMy + 2 x MyM,_o = ﬁ

On en déduit que les suites (zg)r=0 €t (Yx)r=o0 sont récurrentes linéaires d’ordre 2 et vérifient la méme
relation de récurrence d’équation caractéristique :
s 1 n 2

73Ty
Cette équation admet pour discriminant A = (—=1/3)2 =4 x 1 x (—=2/3) =1/9+8/3 = 25/9 > 0 donc elle
a deux solutions réelles qui sont :
~(-1/3) - V259 _1/3-5/3 2 ~(-1/3) + /259

- - — = (& — =
2 x 1 2 2 &

2x1
On en déduit qu'il existe (A1, Ag) € R? et (N}, \y) € R? tels que :

q1 =

3 3
Or on a (zo,%) = (1,1) et (x1,y1) = (4,2) d’aprés 'énoncé. On en déduit que (Ag, A2) et (A}, ) sont
solutions des systémes linéaires suivants :

{1‘0 = /\1(—2)0 + )\2 {y() = )\/1(—5)0 +)\I2
T, = )\1(—§)1 + )\2 Y1 = )\,1(—5)1 + )\/2

2\ 2\ "
Vk >0, o= Mqgi+dogh =\ (—-) + Xy et oy =N <——) + A

1= A+ A L= N+,
{4:—§A1+)\2 ‘:’{2:—§A’1+Xz
1= A+ A L= N+,
‘:’{3=—§A1 Ly Ly— L ‘:’{1:—@3 Ly Ly— L
=9 =3
N =1—\ = 14/5 Ny =1— X =8/5

Par conséquent, on obtient :

vk

WV
\.H

3 2k+8
=T5\78) T

Or (—2/3)* tend vers 0 quand k tend vers +oo car —2/3 €] — 1,1[. On en déduit que :

I M =5
Jmoa = et Jlm =g

Par conséquent, |la suite (My)x=o converge vers le point de coordonnées (14/5,8/5) |.

On cherche maintenant des poids («, 3) € R? tels que ce point limite soit égal a Bar((My, o), (M, 3))
avec a + (0 # 0. En exprimant les coordonnées, on obtient le systéme suivant :

14 axmzg+fxr  a+4fp

5 a+pf a+ . {14(04—1-5):5(044—45)
8 axywt+Bxy _a+28 8(a+ ff) = 5(a +26)
5 a+f a+p

9o — 683 =0 9o — 68 = 0 B

30 —28 =0 — 0:0L2<—3L2—L1(:)a_§5'
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On a un systéme linéaire avec une équation auxiliaire compatible et une inconnue auxiliaire, donc il y a
une infinité de solutions de la forme («, §) = (%ﬁ , ) ot § € R*. En particulier pour 5 = 3, on a bien que

le point limite de la suite (My)=o est le barycentre Bar((My,2), (M1, 3)) |

Attention : on ne peut pas choisir B = 0 car sinon la masse du systéme de points
serait o+ = 0+0 = 0. Par contre, nimporte quelle valeur non nulle de 5 convient.

Exercice 3
Dans l’espace affine muni d’un repére orthonormé, on considére les droites de représentations paramétriques
sutvantes :

r=1+t r =5+t
D1: y:—1+t,t€R et DQZ y:—2—2t,t€R
z2=—-1—1 2 =3+t

Montrer qu’il existe une unique droite A perpendiculaire commune a Dy et Dy dont on déterminera une
représentation paramétrique.
» D’apres les représentations paramétriques de 1’énoncé, les vecteurs
1 1
u_{ = 1 et u_>2 =1 -2
-1 1

sont respectivement des vecteurs directeurs de D; et Dy. Or on a :

1 1 11 11
rang | 1 =2 | =rang | 0 =3 | Lo+ Lo — L7 =rang | 0 =3 =2.
-1 1 0 2 Ly <+ Ls+ Ly 00 L3+ 3Ls+ 2L,

Donc les vecteurs @ et us ne sont pas colinéaires. On en déduit que les droites D; et Dy ne sont ni paralléles
ni confondues et donc qu’il existe une unique droite A perpendiculaire commune a D; et D,.

Ce raisonnement n’est pas nécessaire puisqu’on retrouvera forcément ce résultat par le
calcul mais 1l est souvent bon en géométrie d’interpréter et donner du sens a ce qu’on
fait pour savoir quot faire et surtout ne pas se perdre dans des calculs trop abstraits.

Puisque ui et us sont des vecteurs directeurs des droites D; et Ds, ils sont normaux a la perpendiculaire
commune A. De plus Ui et u ne sont pas colinéaires. Donc A admet une représentation cartésienne de la
forme :

{ Ixz+1lxy+(-1)xz+d=0 { rHy—z+d=0 . (d.d) e R?.

Ixz+(-2)xy+1lxz+d =0 r—2y+z+d =0

Puisque A est perpendiculaire & Dy, les droites A et D; se coupent en un unique point et donc le systéme
linéaire suivant d’inconnue ¢t € R admet une unique solution :

14+t)+(-1+t)—(-1—=t)+d=0 3t=-1—-d
{(1+t)—2(—1+t)+(—1—t)+d’:O {—2t:—2—d’

3t=—1-d
= { 0=3(-2—d)+2(—1—d)=—2d —3d —8 Lo+ 3Ly +2L;"

On a un systéme linéaire avec une équation auxiliaire et aucune inconnue auxiliaire. Puisqu’il admet une
unique solution, on en déduit que I’équation auxiliaire est compatible, donc que —2d — 3d’ — 8 = 0.

De méme en utilisant que A est perpendiculaire & Ds, sait que le systéme linéaire suivant d’inconnue
t € R admet une unique solution :

G+t)+(—2—-2t)—(B3+t)+d=0 —2t = —d
{(5+t)—2(—2—2t)+(3+t)+d’:0 { 6t = —12 —d'

—2t = —d
= { 0=—-12—d +3(—d) = —3d—d —12 Ly« Ly+3L;"
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De méme, puisque ce systéme linéaire admet une unique solution, on en déduit que I’équation auxiliaire
est compatible, donc que —3d —d' — 12 = 0.
En regroupant ces deux conditions, on obtient un systéme linéaire vérifié par les inconnues (d, d’) € R? :

—2d —3d' —8 =0 2d+3d' =8 _ [2d+3d = -8
—3d—d —12=0 3d+d = —12 —7d = —24+24=0 Ly < 2Ly — 3L,
— ! _ —
¢:y{j;$d+&m 2)=—-4

Ainsi la droite A admet pour représentation cartésienne :

r+y—z2—4=0
r—2y+2=0"

On obtient une représentation paramétrique en posant le paramétre z =t :

r4+y—t—4=0 r+y=4+t r+y=4+t
T=2y+1=0 <<= (r—2y=—t — =3y =—4—-2t Ly Ly— Ly
z=1 z=1 z=1
r=4+t—y=4+t—(5+3t)=3+1t
<~ y:§+§t
z=1

Finalement, on obtient comme représentation paramétrique de A :

( s 1
r=-+=
33
4 4 2 teR|
— 4 2o
y=373
z=1
\

1l existe de mombreuses méthodes pour résoudre cet exercice. On peut par exemple
chercher directement une représentation paramétrique de A (donc un vecteur direc-
teur) sans utiliser une représentation cartésienne. Le plus important est de ne pas se
perdre dans les calculs et de savoir ce qu’on est en train de faire a chaque étape du
raisonnement.

Probléme
On appelle suite des moyennes de Cesaro (du nom du mathématicien italien Ernesto Cesaro, 1859-1906)
d’une suite réelle (uy)n>1, la suite (0,)n>1 définie par :

Uy F+ug o Fu, 1w
Yn>1, o,= = — Ug.

Dans ce probléme, on admet le lemme de Cesaro énoncé ci-dessous et on propose d’étudier quelques appli-
cations.

Si une suite réelle (up)n>1 admet une limite (finie ou infinie) alors
la suite (0,)n>1 de ses moyennes de Cesaro admet la méme limite.

A) Limite d’un produit. On considére la suite (a,)n>1 définie par :
Vn > 1, an:H(l—FE) .

k=1
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1. Montrer que (0, = In(ay,))n>1 est la suite des moyennes de Cesaro d’une suite (uy,)n>1 G déterminer.
» Soitn>1.On a:

TS
<(l D) )““((”%)2/")+...+1n((1+%)”/"):;m<(l+%)k/n>
SR

n

SHES

1
up en posant wui = kln (1 + E) .
k=1

Ainsi | (6, = In(a,))p=1 est la suite des moyennes de Cesaro de la suite (u, = nln(1 + 1)),

2. Déterminer la limite de nln(1+ %) quand n tend vers +oc.
» Puisque lim,,_, o % =0,o0n a:
1 1 1 n . L
In{1+— ~ — donc nln|l1+— ~ — =1 par produit d’équivalents.
n n

n—+oo N, n—+oo N

On en déduit que |nln(1 + %) tend vers 1 quand n tend vers +o0 |.

Y hp 1 > s} Pt aYal Ir=l 1 l— > 1")' 7 7l7e ) 2] 7), '_
N’oubliez pas de préciser que lim,, o -» = 0 pour justifier l'utilisation de I’équi
valent usuel.

3. En déduire que la suite (a,)n>1 converge a l'aide du lemme de Cesaro et déterminer sa limite.

» D’aprés le résultat de la question précédente, la suite (u, = nln(1 + 1)),>1 converge vers 1. Or
(0, = In(ay))n>1 est la suite des moyennes de Cesaro de (uy,),>1 d’aprés le résultat de la question
1. D’apreés le lemme de Cesaro, on en déduit que (o, = In(a,)),>1 converge aussi vers 1. Donc :

=

lim a, = lim ™) =lime® =e!' =¢ par composition de limites.
n—+4o00 n——+oo r—1

Par conséquent, |la suite (a,),>1 converge vers e|.

N’oubliez aucun argument nécessaire, mais n’en rajoutez pas non plus. Montrez
que vous savez étre précis et concis dans vos raisonnements !

B) Croissance comparée. On fize un réel b > 0.

4. En s’inspirant de la partie A, montrer que \/n! tend vers +oo quand n tend vers +00.
» Soit n > 1. On a :

In (m) —In ((1 X2 X X n)l/”) — %(mu) +1n(2) + -+ In(n Zln

Ainsi (0, = In(V/n!)),>1 est la suite des moyennes de Cesaro de la suite (u,, = In(n)),>1. Or In(n)
tend vers 400 quand n tend vers +oo. D’aprés le lemme de Cesaro, on en déduit que In <W>
tend aussi vers +oo quand n tend vers +oo. Donc :

lim Vn!= lim exp <1n (W)) = lim exp(z) = par composition de limites.

n—-+00 n—-+o0o r—r-+00
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5. A laide du résultat précédent, retrouver que la suite (b"),>1 est négligeable devant la suite (n!),>1.
» On a pour tout n > 1 :

Ty (@) e (e ()
— = = =exp (nln :
n! ( " n!) vn! vn!
Or /n! tend vers +oco quand n tend vers +oo d’apreés le résultat de la question précédente. Donc

b

nl

lim 0% par quotient de limites et car b > 0,

n—+00 4}

b
lim In (—) = lim In(z) = —oco par composition de limites,
vn

n—+oo z—0t

b
lim nln (—> = —oo par produit de limites,

n—400 W

b" b
lim — = i In[ — = 1 =0 ition de limites.
Jm -~ = lim exp (n n < W)) im exp(x) par composition de limites

On en déduit que | (b"),>1 est négligeable (n!),>1 |

C) Equivalent d’une suite récurrente (1°7 exemple). On considére la suite (c,)s1 définie par :

2
Cn

c1 €]2,400] et Yn=1, cp= T
Cpn —
6. (a) Etudier les variations de la fonction f :x — x%/(z —1).
» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {1} comme quotient de fonctions polynomiales
dont le dénominateur est non nul. De plus :

C2zx(x—-1)—2*x1  2*—2z x(r—2)

Ve e R\ {1}, f'(z)=

(z —1)2 C(@-1?2 (-1

D’oul le tableau de signes de f’ et des variations de f :

x —00 0 1 2 +00
x - 0 + + +
(x —2) - - — 0 +
(z — 1)? + + 0 + +
f'(x) + 0 — — 0 +
0 +00 +00
—00 —00 4
car
: o A :
Jm f@) = tm Sy = i oy = oo etdeméme lim (@) = oo,
02 22
2
. .z ) . B
zlg{l_ flz) = Ilg{l_ P et de méme a;linﬁ f(z) = +oo.
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(b) Montrer que (c,)s1 est bien définie et strictement croissante.
>

D’apres le tableau des variations de la question précédente, on remarque que
¢ €]4, +0o0[ car ¢y €]2,4+00|. En particulier co €]2,4+00[. De méme on peut
montrer que c3 €]2,400], ¢4 €]2,400|, etc. Ceci suffit & montrer que la suite
est bien définie puisque f est bien définie sur |2, +oo[. Aidez vous du tableau
des variations pour savoir quoi démontrer par récurrence.

Montrons par récurrence que 2 < ¢, < ¢,.1 pour tout n > 1.
Initialisation. On a bien 2 < ¢; car ¢; €]2, +oo[ d’aprés ’énoncé. De plus :

2 2
— (e — 1

il —clzcl ala >: a >0 care¢; > 2 (donce; >0et e —1>0).

01—1 01—1 01—1

Co — C1 =

Ainsi ¢; < ¢y et la proposition est démontrée pour n = 1.
Hérédité. On suppose que 2 < ¢, < ¢,4+1 pour un entier n > 1 fixé. Puisque f est strictement
croissante sur |2, +oo| d’aprés le tableau des variations de la question précédente, on a :

f(2) < flen) < f(eny1) donc 4 < cpiq < Cpyo.

Puisque 2 < 4, on a en particulier 2 < ¢,41 < ¢,2. Donc la proposition est vraie au rang n + 1
dés qu’elle est vraie au rang n, et ceci est vrai pour tout entier n > 1.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on a démontré que 2 < ¢, < ¢,y1 pour tout

n > 1. On en déduit que | (¢,)s1 est bien définie | car la fonction f est bien définie sur |2, +o00],

et | (¢y)>1 est strictement croissante |.

(¢) Prouver que (c,)s1 diverge et admet pour limite +oo.
» Par 'absurde, on suppose que (¢,)>1 est majorée. Puisque (c,)>;1 est croissante d’aprés le
résultat de la question précédente, on en déduit que (c,)s1 est convergente d’aprés le théoréme
de la limite monotone. On note ¢ € R sa limite. On a pour tout n > 1 :

2

Cn

Cp+1 =
cp — 1

d’ot en passant a la limite quand n tend vers 400 :

62
(-1

/=1 oubien ¢=

Attention : £ = (?/(¢ — 1) n’est pas définie si ¢ = 1. Il est donc nécessaire de
distinguer le cas ou { = 1.

62
-1
Par conséquent, on a £ = 1 ou bien £ = 0. Or on a ¢, > ¢; > 2 pour tout n > 1 car (¢,)s; est
strictement croissante d’aprés le résultat de la question précédente et ¢; > 2 d’aprés 1’énoncé.
En passant & la limite quand n tend vers 400, on obtient que £ > 2 ce qui est absurde puisqu’on
a démontré que £ =1 ou £ = 0.

14 = (-1 =0 <= —(=0.

Par conséquent, (¢,)s1 n’est pas majorée. Puisque (c,)>1 est croissante d’aprés le résultat de la

question précédente, on en déduit que | (c,)>1 diverge et admet pour limite 400 |.

7. Déterminer la limite de u, = c,11 — ¢, quand n tend vers 4+00.
» On a pour tout n > 1:

Up = Cpn41 — Cp =
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Puisque lim,,_,, ¢, = +00 d’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit que

lim w, =1|
n—-+o0o

8. En déduire que (¢, —c1)/(n — 1) tend vers 1 quand n tend vers +o0o a l'aide du lemme de Cesaro.

» D’aprés le lemme de Cesaro, la suite (0,,),>1 des moyennes de Cesaro de (u,,),>1 converge aussi
vers 1. Or la suite (0,),>1 des moyennes de Cesaro de (u,),>1 est définie par :

Vn > 1, Jn:%Zuk —Z Ch1 — Ck) (chJrl_ch)
k=1

1 ) .
= — (¢py1 — ¢n)  en reconnaissant une somme télescopique
n

Cn+1 — C1
- .

Ainsi lim,, oo (¢py1 — ¢1)/n = lim, 1o 0,y = lim, 1o u, = 1. En remplacant la variable n par
n—1 (car lim, ,, o (n — 1) = +00), on en déduit que :

. Cln-1)+1 — C1 . Ch —C1
lim —————— =] lim
n—+o00 n—1 n—+oo N — 1

=1\

9. Déterminer un équivalent simple de la suite (¢,)p>1-
» Par définition de I’équivalence et d’aprés le résultat de la question précédente, on a :

(n—c1) ~ (n—1>:n(1—1> ~

n——+oo n n—-+oo

De plus :

(cn —c1) =cp (1 — —> ~ ¢, car lim ¢, =+oo d’aprés le résultat de la question 6.
Cp, n—-+4o0o n—-+o0o

On en déduit par transitivité que :

Cp, ~ |
n——+o00

D) Equivalent d’une suite récurrente (2¢ exemple). On considére la suite (d,)s1 définie par :
dy € }og[ et Vn>1, dyyy = sin(dy).

10. Prouver que (d,)s1 converge et admet pour limite 0.
>

Un petit croquis rapide de la courbe représentative de la fonction sinus permet
de savoir ce qu’il faut démontrer par récurrence. Ici, on remarque que la suite
(dn)s1 est décroissante et minorée par 0. Ezploitez les méthodes apprises pour
répondre le plus rapidement possible a ce type de question classique.

Montrons par récurrence que 0 < dp41 < dp, < 5 pour tout n > 1.
Initialisation. On a bien 0 < d; < § car d; €0, 5[ d’aprés I'énoncé. De plus dy = sin(d;) donc :

sin(z) < x pour tout z € [0, 5]

x [
< _
0<dy<di < 5 car { Siﬂ(l') > 0 pour tout z E]O,%

—

Ne perdez pas de temps a démontrer ces inégalités, c’est du cours!
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Ainsi la proposition est démontrée pour n = 1.
Hérédité. On suppose que 0 < dpy1 < d,, < 5 pour un entier n > 1 fixé. Puisque la fonction sinus
est strictement croissante sur [0, 7], on a :
sin(0) < sin(dys1) < sin(d,) < sin (g) donc 0 < dpsy < dpsy < 1.
Puisque 1 < 7, on a en particulier 0 < d,12 < dpy1 < 3. Donc la proposition est vraie au rang
n + 1 des qu’elle est vraie au rang n, et ceci est vrai pour tout entier n > 1.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on a démontré que 0 < d,41 < d, < 7 pour tout
n > 1 pour tout n > 1. On en déduit en particulier que (d,)s; est décroissante et minorée par 0.
Donc (d,,)>1 est convergente d’aprés le théoréme de la limite monotone. On note ¢ € R sa limite.
Or on a pour tout n > 1 :

dn+1 = sm(dn)

d’oul en passant a la limite quand n tend vers 400 :
¢ =sin(?).

On en déduit que £ = 0 car le seul point d’intersection entre la courbe représentative de la fonction
sinus et la premiére bissectrice est 1’origine.

Encore une fois, utilisez ce que vous avez appris (ici les courbes représentatives
des fonctions usuelles) pour gagner du temps.

Finalement, |(d,)>1 converge et admet pour limite 0|.

11. (a) Montrer pour tout x € [0, 7] que sin(z) > x — %, puis que sin(z) <o — & + 1%

» On pose :
3 3
Vo € [O, q . f(z) =sin(z) — r— T :sin(x)—a:+x—.
2 6 6
La fonction f est dérivable comme somme de fonctions dérivables; et on a :
3 2 2
Vr € [O, q , fl(x) =cos(x) — 1+ Ea— cos(z) — 1+ T
2 6 2
La fonction f’ est dérivable comme somme de fonctions dérivables, et on a :
7T " . 2 : :
Vo e [O,E} ,  f'(z) = —sin(z) — 0+ 5 = —sin(z) +2 >0 car 0 <sin(x) < z.
D’ou le tableau des signes et des variations suivant :
T 0 5
f(x) +
f(x) /
f(0)=0
/() +
() /
f(0)=0
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On en déduit que f est positive sur [0, 7] et donc que :

1‘3

E B

Vo € [O, g] , sin(x) >z —

De méme, on pose :

3 5 3 5
Vo € [O,g], g(x) = sin(z) — <x—%+1$70> :sin(x)—x—l—%—lz%.

La fonction g est dérivable comme somme de fonctions dérivables, et on a :

La fonction ¢’ est dérivable comme somme de fonctions dérivables, et on a :

2¢  4x® x3

™ " . .
- = S0+ = - = = <0.
Vo € [0, 2] . g (x) sin(z) — 0+ 5 ~ 51 sin(z) + « 5 f(z) <0
D’ou le tableau des signes et des variations suivant :
x 0 Z
9" (x) -
9'(0)=0
g () \
g'(x) -
9(0) =0
() \

On en déduit que g est négative sur [0, 7] et donc que :

3 5
Vo e [O,g}, sin(x) <x—%+%o.
(b) En déduire que :
sin(d,) — (dn)?  ~ —(dn)4
" " n—-+o0o 3 ’

» Soit n > 1. On a montré a la question 10 que d,, €]0, [, d’oi d’aprés le résultat de la question
précédente :

dy,)’ dn)’

(dn) gsin(dn)gdn—< )

—~

+ n)”
6 120
Ord, — % =dn(1— %) avec d,, > 0 et lim,,_, (1 — M) =1 > 0 d’apreés le résultat de la

6
question 10. On en déduit qu’il existe un entier N > 1 tel que d,, — (dn)* > 0 pour tout n > N.

6

N’oubliez pas justifier que tout est positif avant de passer au carré car la
fonction x s x* n'est pas croissante sur R! On peut également utiliser que

dn < 5 pour montrer que (1 — @) > 0 pour tout n > 1.
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En utilisant la croissance de la fonction = — z2, on obtient pour tout entier n > N que :

dn _4 (dg) 6 (dg) :— (fg()) 6 6 8 10
(dn)? — z(dg) + (Cf;) < sin?(d,) < (d,)? — z(d") + 2%% + (CZ;) —2 6(:5"1)20 + (il;())z
(@), 20)° (@) | (dn)*

< sin(d,) < <dn -

dn)t | (dn)°
dn2_(L L<.2dn<dn2_ .
()" = 5=+ g S sildn) < (d)” = =5 15 360 | 14400
et puisque —(d,,)*/3 <0 :
dn)* dn ) . dn)* | 2(dn)® dn)® dn)'0
_% + % sin®(dn) — (dn)? - 3) + (45) — (36()] + (144)00
_<dn)4/3 ~ 2_(dn)4/3 - _(dn)4/3
2 : _ 2 2 4 6
1_ (dn) > sin®(d,) — (dn) >1- 2(dy) i (dn) _ (dn) '
12 —(dn)*/3 15 120 4800
Or on a d’aprés le résultat de la question 10 :
2 2 4 6
lim 1-— —(dn) = lim 1-— 2(dn) + (dn) — (dn) =
n=s+o0 12 n—-+00 15 120 4800
On en déduit d’apres le théoréme de la limite par encadrement :
ta2 d) = (d 2 d 4
i S(dn) =)y i) — (42 ~ =)
n—+o0o _(dn)4/3 n—+o0o 3
(c) Déterminer la limite de u, = (dyy 1)~ — (d,) "% quand n tend vers +oc.
» On a pour tout n > 1 :
1 1 (dn)? — (dyi1)? B (dn)? — sin®(d,,)

“n:<d”+1)_2‘<d”)_2:<dn+1>2‘<dn>2: (duy1)?(da)? — sin®(dy)(dy)?

Puisque lim,, , 1 d,, = 0 d’apres le résultat de la question 10, on a :

sin(d,,) ~. d, donc sin*(d,)(d,)? et (d,)* par produit d’équivalents.

n—

D’ou en utilisant le résultat de la question précédente :

Sin2<dn> - (dn)2 _(dn)4/3 1 : [P
Uy = — @)l (d,) e _W =3 par quotient d’équivalents.

— (d,)~? tend vers 1/3 quand n tend vers +o0 |.

Par conséquent, |u, = (d,41)
12. En déduire que ((d,)™2 — (d1)72)/(n — 1) tend vers 1/3 quand n tend vers +oo a l'aide du lemme
de Cesaro.

» D’aprés le lemme de Cesaro, la suite (0,),>1 des moyennes de Cesaro de (u,),>1 converge aussi
vers 1/3. Or la suite (0,),>1 des moyennes de Cesaro de (u,),>1 est définie par :

n

Vn>1, o,= % up, = %Z (1)~ = (d) %) = % (Z(dkﬂ)_Q _ Z(dk)—2>

k=1 k=1 k=1 k=1

1
— ((dp+1)"> = (d1)™®)  en reconnaissant une somme télescopique
n

~ (dngn) 7~ (dl)_z‘

n

Ainsi lim,, s oo ((dpi1) 72— (d1)72) /n = lim,,_ 1 o0 0, = lim,, o0 U, = 1/3. En remplagant la variable
n par n — 1 (car lim,_, ;o (n — 1) = 400), on en déduit que :
(o) = (@) [ () = (d) 1

lim lim = —|
n—-+oo n—1 n—s-+o0 n—1 3
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13. Déterminer un équivalent simple de la suite (dp)n>1.
» Par définition de I’équivalence et d’aprés le résultat de la question précédente, on a :

1 1 n

(de)?=(d1)?) ~ =(n—1)= % (1 _ _) ~

n—+oo 3 n n—-4o0 3

De plus :

((dn)_2 - (dl)_2) = (d,)? (1 — (dn) ) e (d,)"% car lim d, =0.

(dl)z n—-+00

On en déduit par transitivité que :

w3

n>—1/2 e

donc d, = ((dn)d)_l/2 oo (3 B

n.

Finalement, on a :

S|lw

n—-+0o
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DS n°6 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Les trois questions sont indépendantes.

1. On suppose que la fonction randint est importée. On rappelle qu’elle prend en argument deux
entiers a et b et qu’elle permet de tirer un entier au hasard compris entre a et b. Par exemple,
randint (1,3) renvoie un élément de {1,2,3} pris au hasard. On rappelle également que a%3 est le
reste de la division euclidienne de a par 3. Par exemple, 5%3 a pour valeur 2.

On considére le programme suivant :

a=0

while (a%2==0)
a=randint (0,10)

Quelles sont les valeurs possibles de a lorsque 'on sort de la boucle ?

2. Si on dispose de deux suites adjacentes (u,)nen €t (Un)nen, il est possible de déterminer un enca-
drement de la limite commune [ & € prés. En effet, [ étant comprise entre ces deux suites, il suffit
de trouver un entier n tel que |u, —v,| < €. Si on représente les suites (uy)nen €t (v,)nen respecti-
vement par des fonctions u et v, 'algorithme précédent peut s’écrire en pseudo-code de la maniére
suivante :

approximation(u,v,epsilon)

On commence n a 0.

tant que |u(n)-v(n)|>epsilon :
on augmente n de 1.

on retourne la liste [u(n),v(n)]

Ecrire une fonction en Python approximation(u,v,epsilon) effectuant ce qui est décrit dans le
pseudo-code. On supposera que :

— epsilon est un réel strictement positif.

— u est une fonction telle que pour tout entier n, la valeur de u(n) est u,,.

— v est une fonction telle que pour tout entier n, la valeur de v(n) est v,.

3. On dit que B est le miroir d'une matrice A si la matrice B est obtenue en parcourant les lignes de
A de droite a gauche. Par exemple, le miroir de A = [[1, 3], [2, 18]] est B = [[3, 1], [18, 2]].

Ecrire une fonction miroir (A) qui prend en argument une matrice A et qui retourne son miroir.

Probléme 1
Ce probléme propose d’étudier les déplacements d’une souris qui cherche un morceau de fromage dans un
labyrinthe. A I'instant initial, on place la souris a l'entrée £ (voir la figure 1). Ensuite elle choisit aléatoi-
rement et avec la méme probabilité un des trois chemins partant de £. Aprés son premier déplacement,
elle peut :
— soit étre revenue a ’entrée E et dans ce cas elle recommence en choisissant avec la méme probabilité
un des trois chemins partant de £ pour son prochain déplacement ;
— soit avoir trouvé le bon chemin qui méne au fromage F' et dans ce cas elle ne se déplace plus et
reste au méme endroit pour manger le fromage.
On note n € N le nombre de déplacements de la souris, F,, I’événement que la souris se situe a ’entrée E
apres le n-iéme déplacement, F), ’événement que la souris soit en train de manger le fromage F' aprés le
n-iéme déplacement et f, la probabilité de ’événement F;,. Ainsi fy = 0 et f; = %
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1. Soit n € N fixé. Déterminer les probabilités conditionnelles Py, (Fy,11) et Pg,(Fn41) & laide de
I’énoncé.

2. Montrer que f,;; = % + %fn pour tout n € N.

3. En déduire I'expression de f,, en fonction de n € N.

4. Calculer lim,, . f, et interpréter le résultat.

Figure 1 Figure 2

A linstant initial, on place désormais la souris & I'entrée E d’un second labyrinthe (voir la figure 2)
qui contient, en plus du fromage F', un croisement C. Lorsque la souris arrive aprés un déplacement au
croisement, C elle choisit aléatoirement et avec la méme probabilité un des quatre chemins partant de C
pour son prochain déplacement. De plus, on note C),, I’événement que la souris se situe au croisement C'
aprés le n-iéme déplacement et ¢, la probabilité de ’événement C,,. Ainsi ¢ =5 =0, ¢ = % et f; = 0.

5. Soit n eN fixé. Déterminer PEn(Cn+1>, Pcn (Cn+1), PFn (Cn+1)7 PEn(Fn+1)7 PCn(FTL—l-I) et PFH,(FTH-I)'
. Montrer que ¢, 1 = % + écn — %fn et f,11 = %cn + f,, pour tout n € N.

6

7. Trouver (a, b, c) € R? tel que f,,» = af,,1 + bf, + ¢ pour tout n € N.
8. Trouver a € R afin que la suite (u,, = f, — &),en soit récurrente linéaire d’ordre 2.
9

12 26

. En déduire que f, =1 — (5@“3) (”‘/ﬁ) + <5\/ﬁ713) (7’1\2/ﬁ> pour tout n € N.

10. Calculer lim,,_,;  f, (en justifiant précisément chaque affirmation utilisée) et interpréter le résultat.

Exercice 2

. b . . .
Soit A = g g ) uwe matrice & coefficients complexes. On définit :

— la trace de A (notée tr(A)) par la quantité a + d.
— Le déterminant de A (noté det(A)) par la quantité ad — be.
— Le polynéme caractéristique de A (noté P4(X)) par X? — tr(A)X + det(A).

10 00
On note I, = <0 1) et 0y = (0 0).
Par définition, Py(A) est la matrice A% — tr(A)A + det(A) L.
1. (a) Montrer que P4(A) = 0s.
(b) On suppose que det(A) # 0. A I'aide de la question 1a, retrouver la formule de A~

Dans toute la suite de I'exercice, on suppose qu’il existe a et 5 des complexes différents tels que :
Pa(X) = (X - a)(X - B)

2. Montrer que a + 8 = tr(A), af = det(A).
3. En considérant la trace, montrer que A # aly et A # Bls.
4. Montrer que (A — aly)(A — Bl3) = 0. En déduire que A — aly et A — 515 ne sont pas inversibles.

5. Montrer que a« = a & (5 =d.
. : 5 ( —b d-p (a0
On suppose désormais que a # a. On pose : P = (a—a . ) et A = (O 5)

6. Montrer que les ensembles des solutions des systémes

(a—a)zr+ by =0 (a—Bz+ by =0
{ cx + (d - a)y =0 (5) et { cx + (d — @)y =0 (6>

—bt t
sont respectivement S| = {(ato‘) , 1 e (C} et Sy = {( et ) , t € (C}
d—p
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7. Montrer que AP = PA.
8. Montrer que det(P) = (o — a)(av — ) (indication : exprimer be et d en fonction de a, «, ).
En déduire que P est inversible et que P7*AP = A.

9. Déterminer une matrice @ inversible pour que 'on ait Q71(AT)Q = A ou AT est la transposée de

A.
Probléme 2

Pour chaque z > 0 fixé, on considére I’équation suivante d’inconnue y > 0.
zIn(z) = yn(y) (E)

Le but de ce probléme est d’étudier les solutions de (E) en fonction des valeurs de x > 0.
1. On considére la fonction f : ¢t — tIn(?).
(a) Déterminer lim_,o f(t) et limy_, o f(2).
(b) Dresser le tableau des variations de f et y faire figurer I'image de ¢ = 1.
2. On fixe x > 0 pour cette question et on pose g, : y — f(y) — f(z).
(a) Dresser le tableau des variations de g, et y faire figurer I'image de y = 1.

(b) Démontrer chacun des points suivants.

— Siz €0, %[ alors (E) a deux solutions :  dans ]0, [ et une solution dans |1, 1[ notée ¢y (z).
— Si z =1 alors (E) a une seule solution : z = 1.

— Siz €]4,1] alors (E) a deux solutions : une solution dans ]0, £[ notée ps(z) et x dans ]2, 1.
— Six € [1,+o0[ alors (E) a une seule solution : z dans [1, +o0].

3. On étudie 'application ¢ :]0, %[—>]%, 1] dans cette question.
(a) Montrer que f(p1(z)) > f(p1(2')) si 0 < 2 < 2/ < 1, puis en déduire que ¢ est strictement
décroissante.
(b) On fixe z €]0, [ pour cette question et on pose £~ = lim_,— @1 (2) et £+ = limy_,+ ¢1(2').

1. Quel résultat du cours permet de justifier que £~ et ¢ existent et sont finies ? Pour chacune
de ces limites, donner les hypothéses précises qui permettent d’appliquer ce résultat.

ii. Montrer que ¢~ et {1 appartiennent a [%, 1].
iii. Montrer que f(¢7) = f(x) = f(£"), puis que £~ = ¢1(x) = (T,
iv. En déduire que ¢; est continue sur ]0, 1.
(c) Justifier que ¢; admet des limites finies en 0 et en %, puis déterminer ces limites.
4. On étudie I'application @9 :]%, 1[—]0, %[ dans cette question.
(a) Montrer que f(pa(p1(2))) = f(x) six €]0, ;[ et que f(pi(p2(2))) = f(z) stz €], 1].
(b) En déduire que s est la bijection réciproque de ;.

(c) A T'aide des résultats de la question 3, justifier que @y est continue et dresser son tableau des
variations.

5. Discuter du prolongement par continuité sur [0, 1] de la fonction suivante :

e1(x) stz €]0, 1]

010, 10\{1} 5 R, z {902(93) N
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Corrigé du DS n° 6 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
Enoncé et corrigé de V. Vong
1. On reste dans la boucle tant que le nombre choisi est pair. Donc Les valeurs possibles sont les
nombres impairs entre 0 et 10, c’est-a-dire 1,3,5,7,9.

2. Par exemple :

def approximation(u,v,epsilon)
n=0

while (abs(u(n)-v(n)))>epsilon :
n=n+1

return [u(n),v(n)]

3. Par exemple :

def miroir(A)

if A==[]
return A
else :

nblignes=len(A)

nbcolonnes=1len(A[0])

B=[]

for i in range(nblignes)

B=B+[[A[i] [j] for j in range(nbcolonnes-1,-1,-1)]]
return B

Probléme 1
Ce probleme propose d’étudier les déplacements d’une souris qui cherche un morceau de fromage dans un
labyrinthe. A Uinstant initial, on place la souris o Uentrée E (voir la figure 1). Ensuite elle choisit aléa-
toirement et avec la méme probabilité un des trois chemins partant de E. Aprés son premier déplacement,
elle peut :
— soit étre revenue a l’entrée E et dans ce cas elle recommence en choisissant avec la méme probabilité
un des trois chemins partant de E pour son prochain déplacement ;
— soit avoir trouvé le bon chemin qui meéne au fromage F et dans ce cas elle ne se déplace plus et
reste au méme endroit pour manger le fromage.

E

Figure 1 Figure 2

On note n € N le nombre de déplacements de la souris, E, [’événement que la souris se situe a l'entrée E
apres le n-iéme déplacement, F,, [’événement que la souris soit en train de manger le fromage F aprés le

n-ieme déplacement et £, la probabilité de l’événement F,,. Ainsi fy =0 et f; = %
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1. Soit n € N fizé. Déterminer les probabilités conditionnelles Py, (Fy,11) et Pp, (Fni1).

» D’apres I’énoncé, lorsque la souris est située a 'entrée E, elle choisit aléatoirement et avec la
meéme probabilité un des trois chemins partant de E. La probabilité conditionnelle Pg, sachant que
la souris est située a l'entrée E aprés le n-iéme déplacement est donc une probabilité uniforme.
Puisqu’un seul des trois chemins partant de £ méne a F', on en déduit que :

1
Pg, (Foy1) = 3

De plus, lorsque la souris est en train de manger le fromage F', elle ne se déplace plus. En particulier,
sachant que la souris est en train de manger le fromage aprés le n-iéme déplacement, il est certain
qu’elle est toujours en train de manger le fromage aprés le (n + 1)-iéme déplacement. Donc :

Pg, (Fhi1) =11

2. Montrer que f,, 1 = % + %fn pour tout n € N.

» Soit n € N. Puisque la souris est située a l’entrée E ou bien en train de manger le fromage aprés
le n-iéme déplacement, les événements F,, et F), forment un systéme complet d’événements. On en
déduit d’apres la formule des probabilités totales que :

fn+l = P(Fn+l) = P<En)PEn(Fn+l) + p<Fn)PFn(Fn+1)

N’oubliez pas de préciser quel systéme complet d’événements vous utilisez pour
appliquer la formule des probabilités totales, ni de justifier rapidement qu’il s’agit
bien d’un systeme complet d’événements.

Or E, est 'événement complémentaire de F,, donc P(E,) =1 — P(F,) =1 — f,. On obtient donc
d’apreés les résultats de la question précédente :

Wl Do
£

1
foi1 = P(E,)Pg,(Fri1) + P(F,)Pr, (Fry) = (1 —1,) 3 +f, x1=|-+

Et ceci est vrai pour tout n € N.

3. En déduire I’expression de f,, en fonction de n € N.

» D’apreés le résultat de la question précédente, (f,,),en est une suite arithmético-géométrique. On
cherche o € R tel que :

1,2 AP _,
Oé—3 3Oé<:> 3 Oé—3<:)>04—.

Alors la suite (u, = f, — @),en est géométrique car :

1 2 1 2 2 2
Vn € N, Un+1 = (fn+1 — Oé) = (g + gfn> - (§ + gOé) = g(fn — Oé) = gun

On en déduit que :

e () e () -0 ()

et par conséquent :

VneN, f,=u,+a= —(g) + 11
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4. Calculer lim,,_, . f, et interpréter le résultat.
» D’apres le résultat de la question précédente :

2 n
lim f, = lim _(g) +1=0+1=[1] car2€l0,1],

n—-+o0o n——+oo

Ainsi, ‘ aprés un tres grand nombre de déplacement, il est presque certain que la souris soit en train‘

‘de manger le fromage ‘ Ce qui est cohérent avec le labyrinthe de la figure 1.

A Dinstant initial, on place désormais la souris & Uentrée E d'un second labyrinthe (voir la figure 2)
qui contient, en plus du fromage F', un croisement C. Lorsque la souris arrive apres un déplacement au
croisement C, elle choisit aléatoirement et avec la méme probabilité un des quatre chemins partant de C'
pour son prochain déplacement. De plus, on note C,, ’événement que la souris se situe au croisement C'
apres le n-ieme déplacement et ¢, la probabilité de I’événement C,,. Ainsi cg =1y =0, ¢1 = % et f; = 0.

5. Soitn € N fixé. Déterminer Pg, (Cyi1), Pe, (Cni1), Pr,(Cni1), Pe, (Fni1), Po, (Fui1) et Pr, (Fui)-

» D’aprés I'énoncé, les probabilités conditionnelles Pg, et Po, sont des probabilités uniformes. On
en déduit que :

1
P, (Chi1) = 3| carun seul des trois chemins partant de £ méne a C|
0 : . o
Py, (Fri1) = 3= 0| car aucun des trois chemins partant de £ mene a F,
2 1 . . .
Pe, (Chir) = 1-3| exactement deux des quatre chemins partant de C' reviennent a C,
1 . NI
Pe, (Foi) = 7| carun seul des quatre chemins partant de C' méne a F.

De plus, sachant que la souris est en train de manger le fromage F' apreés le n-iéme déplacement, il
est certain qu’elle est toujours en train de manger le fromage apres le (n + 1)-iéme déplacement, en
particulier il est impossible qu’elle soit située au croisement C' aprés le (n + 1)-iéme déplacement.
Donc :

PFn(FnJrl) =1 et PFn<Cn+1) =0\

6. Montrer que c,y1 = % + %cn — %fn et f1 = %cn + £, pour tout n € N.

» Soit n € N. Puisque la souris est située a I’entrée E ou bien au croisement C' ou bien en train de
manger le fromage apres le n-iéme déplacement, les événements F,,, C, et F,, forment un systéme
complet d’événements. On en déduit d’apres la formule des probabilités totales que :

Cpt1 = P(Cn-i-l) = P(EN)PEn(Cn—H) + P<Cn)PCn(Cn+1) + P(Fn)PFn<Cn+l)
et fo41=P(Fun) = P(E,)Pg,(Fu) + P(Ch) Pe, (Foga) + P(FL) Pr, (Futa).

Puisque E,, C, et F, forment un systéme complet d’événements, on a :

1=P(E,) + P(C,) + P(F,) donc P(E,)=1—-P(C,)— P(F,)=1-¢, —f,.
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On obtient donc d’apres les résultats de la question précédente :
Cnt1 = P(En) P, (Cnia) + P(Co) Pe, (Cuir) + P(Fn) Pr, (Coia)

1 1
= (L= cn—fa) X 5 x 5 41, X0

13 6" 3"
et foy1 = P(E,)Pg, (Fuy1) + P(Cy)Pe, (Fpit) + P(F,) Pr, (Fpit)

1
:(1—cn—fn)><0—|—cn><1+fn><1

1

Et ceci est vrai pour tout n € N.
7. Trouver (a,b,c) € R? tel que f,,o = af, 1 + bf, + ¢ pour tout n € N.
» Soit n € N. On a d’apreés les résultats de la question précédente :

f L +f L(L + L Ly + L +f L + ! + Il
n = —Cp n i —Cnp — Z1y —Cp n| — T4 ——Cn Taln.
L R I W 3 4 12 24 12

On cherche (a, b, c) € R3 tel que :

1 7 11 1 a
4 —f =f .5 =af f = - f f = - f,.
12—|—24cn—|—12n nio = af, 1 + b, +¢ a<4cn—|—n>+bn+c c+4cn+(a—|—b)n

Il suffit donc de poser (a, b, c) € R? tel que :

11 11
:ldonc a:g et a+b= — donc|b ——g:_—.

—_ a —_
‘T2l 1 : 12 T 12 1

Attention a votre raisonnement ici : il ne s’agit pas d’une identification (comme
pour les nombres complezes ou les polynémes). Vous n’avez pas besoin de raison-
ner par équivalences : il suffit de trouver un triplet (a,b,c) qui vérifie l’énoncé.
Il est plus difficile (et ce n’est pas demandé) de montrer que les valeurs trouvées
sont nécessaires, c’est-a-dire qu’il n’en existe pas d’autres.

8. Trouver a € R afin que la suite (u,, = f, — a)pen soit récurrente linéaire d’ordre 2.
» Soit n € N. On a d’aprés le résultat de la question précédente :

1
un+2:n+2—a:afn+1—|—bfn—|—c—oz:é(un+1+a)—1(un+a)+ﬁ—a
7 1 " 7 1 +1 7 1 n 1 1
= —Upt1 — —Up —a— -t — — ) = =Up — Uy, — - —a.
6 "4 6 4 12 6 "4 12 12

Si on pose [a = 1], on obtient :

7 1
Vn € N7 Up4+2 = ZUpg1 — —Up

6 4

donc (uy,)nen est bien une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

9. En déduire que f, =1 — (5\/23;13) <7+\/ﬁ) + <5m_13> (7_‘/ﬁ> pour tout n € N.

12 26 12
» En reprenant les calculs de la question précédente, 1'équation caractéristique de (uy,)nen €st :
2 7

= 1<:>27+1—0
T =697 S
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10.

Elle admet pour discriminant A = (—%)2 —4x1x }l = é—;” > 0 et pour solutions :

7+ 13
12

13
62

B 7T—+v13
g = o

Par conséquent, il existe (A1, A2) € R? tel que :
Vn € N, Up = )\1(]711 + )\qu

Orfy=f =0doncug =u; =0—a=0—1= —1 d’aprés le résultat de la question précédente.
On en déduit que (A1, Ag) est solution du systéme linéaire suivant :
11

—1:)\1+)\2 —1 )\1
<= = .
{—12)\1%‘1‘)\292 (_1) (‘11 Q2> ()‘2)

11 .
Or det <q ¢ ) =q2 — q1 # 0 (car ¢; # @) donc ce systéme n’admet qu’'une seule solution :
1 G2

()=Ga) (D)= (5 () -2 6

A2 a1 g -1 @—q \—@ 1 -1 —@g\ a—1)"
Profitez de tout ce qu’on a vu depuis le début de l’année pour gagner du temps
dans vos calculs! En particulier, pensez a la formule de "inverse des matrices

d’ordre 2 pour résoudre efficacement des systémes linéaires de deuzr équations a
deux inconnues.

On obtient donc :

N S et 3 54 VI3 5VI3+13
N o1 2R 54 VI3 5V/I3- 13
i 0 771? - 7+1\2/ﬁ —2% _2\/1_3 26 ‘

Par conséquent :

VneN, f, =u, +a=\g + Mgy +1

(VB3 7+v13\ (5vi3—13)\ (7T- Vi3
B 26 12 + 26 12 ‘

Calculer lim,,_, o £, (en justifiant précisément chaque affirmation utilisée) et interpréter le résultat.
» On a9 <13 < 16 donc 3 < /13 < 4 car x — /x est strictement croissante. Par conséquent :

0<5 7+3<7+\/13<7+4 11<1 ; 0<1 7—4<7—\/13<7—3 1<1
—_ = = — e —_ = = — .
6 12 12 12 12 4 12 12 12 3

On en déduit que lim,,_, 7+1*§ﬁ) =0 et lim, , 00 (7_1‘éﬁ> = 0 et donc d’aprés le résultat de

la question précédente :

Ainsi, comme pour le premier labyrinthe,

lim f,=1|
n——+00

aprés un trés grand nombre de déplacement, il est presque

certain que la souris soit en train de manger le fromage

. Ce qui est cohérent la figure 2.
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Exercice 2
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. (a) Calcul de A? :

A2 a? + be ab + bd
“ \Nca+dcchb+d?

Par linéarité de la somme de matrices, on en déduit que

2 - —_ R
A2—tr(A)A—i—det(A)]2:(a +bc — (a+d)a+ (ad — bc) ab+ bd — (a+ d)b )

ca+dc— (a+d)c cb+d* — (a+ d)d + (ad — be)
En développant les différents termes, on obtient

Pa(A) = a? + be — a® + da + ad — be ab + bd — ab — db
4 ~ \ca+dc—ac—dc cb+d? —ad — d? + ad — be

Pa(A) = (8 8)

A2 — tI‘(A)A + det(A)]g = 02.

Aprés simplification, on a

Donc

det(A)l, = tr(A)A — A2
Or det(A) # 0. Donc

1 2

I = det(A) (tr(A)A — A%)
o I =( ! (tr(A)I; — A))A = A( ! (tr(A)I, — A))
27 Mdet(A) SN ~ T det(A) S\ '

A est donc inversible et

-1 .
A = dct(4) (tr(A) I, — A)
D’ou
A 1 a+d—a —b
~ det(A) \ —c a+d—d
On a bien . i )
-1 __ -
ST (—c a )
2. On a

Pa(X) = (X —a)(X = ).

En développant, on en déduit que
Py(X)=X?*—(a+B)X + ap.
Par définition de P4, on a donc
X% —tr(A)X + det(A) = X — (a+ B)X + ap.

Par unicité de I'écriture d’un polynéome sous la forme Y a, X*, on en déduit que

tr(A) = a+ f,det(A) = af|.
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3. On a tr(A) = a + B et tr(als) = 2a. Or a # . Donc a +  # 2a. Donc tr(A) # tr(aly). La
trace étant une application sur les matrices, il en résulte que A # I. De méme, on a tr(51,) = 20.
Comme « # f3, on a tr(A) # tr(S1z). Par conséquent, les matrices A et 51, sont différentes.

4. En développant, on a
(A —al)(A—BL) = A% — BA — aA+ afBl, = Py(A) = 0,

d’apreés la question 1.a. Donc

(A= al)(A - Bl,) =0,

5. Si (A — aly) était inversible, en multipliant & gauche I'égalité (A — aly)(A — BIy) = 0y par cet
inverse, on en déduirait que A — 51 = 0q, ce qui contredirait la question 3. Par conséquent A — als
est nécessairement non inversible. De méme, si (A — (1) était inversible, en multipliant a droite
légalite (A — aly)(A — BI) = 0y par (A — BL,)7!, on en déduirait que A — aly = 0y, ce qui
contredirait la question 3. Donc A — 31, n’est pas inversible.

6. Supposons que a = o Comme on a a +d = «a + 3, il en résulte que d = S. Réciproquement,
supposons que d = . En simplifiant dans la méme égalité, on en déduit que a = . On a bien

a=a<d=p.

7. Comme a — a # 0, en appliquant Ly <— Ly — —*-L;, a (1), le systéme est équivalent a

(a —a)r +by =0 (a — o)z +by =0
{ <(d_a)_ab—ca)y:()<:>{ ((d_a)(a_a)_bc)y:()

Or (d—a)(a—a) —bc=ad—bc— (a+d)a+a? = Ps(a) = 0. Donc le systéme (1) est équivalent a
(a —a)x + by = 0.

En mettant y en paramétre, on en déduit que

()

Comme a # «, on a aussi d # 3, d’aprés la question 5. En appliquant L; < L; — #Lg au
systéme (2), on en déduit que le systéme est équivalent a

{((a—ﬁ)—%)x =0

cx +d—-pBy=0

En multipliant par (d — () la premiére ligne, on a comme systéme équivalent

{((a—ﬁ)(d—ﬁ)—cb)x —0
“r +H(d—By =0

Or (a—B)(d— ) —bc=ad—bc— (a+d)B3+ ? = Pa(8) = 0. Donc le systéme (2) est équivalent a
cx+(d—P)y=0

En mettant  en paramétre, on en déduit que
t
82:{(_ct>te(c}.
d—p
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8. Calculons AP et PA :

—ab ad — aff — be _ —ab (d—05)p

AP = —bc + da — ad —fc PA = (a — a)a —fc

Les coefficients diagonaux étant clairement égaux, il reste & montrer que
—bc +da — ad = (a — a)a,ad — be — aff = (d — B)f.

Or ad — be = af. Donc —bc + da — ad = aff — ad = (f — d)a. De plus a + 8 = a + d. Donc
f—d=a—a Dou|—bc+da—af=(a—a)|
De méme, en utilisant les précédentes égalités, ad — be — aff = aff —aff = (. — a)B = (d — 5)S.
D'ou |ad — be — af = (d — B)p) |

Par conséquent, | AP = PA| On a

det(P) = bc — (a — a)(d — f)
=bc—ad+af +ad—af
=—af+af+ala+F—a)—af (ad—bc=af,d=a+ [ —a)
=a’+af —af —ax
— (a—a)(a - )

Or a # a et a # 3, donc ce déterminant est non nul. Par conséquent P est inversible. En multipliant
a gauche I'égalité de la question 7 par P~! on obtient alors

PTTAP = A
9. On a P~'!AP = A. En transposant, on obtient :
(PTTAP)T = AT,
Or A est diagonal. Donc A" = A. Or pour des matrices M, N, on a (MN)" = N'M* D’ou :
PTAT(PY)T = A

Mais (P~1)? = (PT)~!. 1l suffit donc de poser Q = (P7)~!.

Probléme 2

Pour chaque x > 0 fizé, on considere ’équation suivante d’inconnue y > 0.

zIn(z) = yIn(y) (E)

Le but de ce probleme est d’étudier les solutions de (E) en fonction des valeurs de x > 0.
1. On consideére la fonction f :t — tin(t).

(a) Déterminer limy_,o f(t) et limy_, o f(2).
» On a:
1

: : . 1 1 1
2ltg% f(t) = tlirg}rtln(t) = Xl—lgloo Yln <§> en posant t = 5 = X = n

, In(X)
N X1—1>I—1200 B X
et  lim f(t) = lim tIn(¢) = par produit de limites usuelles.

t—4o00 t——+o0

= @ d’aprés le théoréeme des croissances comparées
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(b) Dresser le tableau des variations de f et y faire figurer 'image de t = 1.

» La fonction f est définie et dérivable sur |0, +oo] comme produit de fonctions usuelles. On a :
1
Vi>0, f/(t)=1x1In(t) +t x ; =1In(t) +1

donc : )
f'(t) >0 <= In(t) > -1 < t>exp(—1) = -

De plus, f(1) =1In(l) = -1 et f(1) =1In(1) = 0. D’ou le tableau des variations de f :

e

t 0 1 1 +00

e

f') - 0 +

0 00
0/+
R

2. On fize x > 0 pour cette question et on pose g, : y— f(y) — f(x).

(a) Dresser le tableau des variations de g, et y faire figurer l’image de y = 1.

» Puisque x est fixé, f(x) est une constante. On déduit donc le tableau des variations de la
fonction g, = f — f(z) a partir de celui de la fonction f.

Y 0 1 1 +o00

e

— () +00

Utilisez les questions précédentes pour éviter de perdre du temps en calculs
inutiles (comme le calcul de la dérivée de g, et l’étude de son signe ici).

(b) Démontrer chacun des points suivants.
— Six €)0, [ alors (E) a deux solutions : x dans |0, L[ et une solution dans %, 1[ notée ¢y ().
— Siaz =1 alors (E) a une seule solution : v = 1.
— Siz €], 1] alors (E) a deux solutions : une solution dans |0, [ notée py(x) et x dans )%, 1].
— Six € [1,400[ alors (E) a une seule solution : x dans [1,4o00].
» L’équation (E) est équivalente a I’équation g¢,(y) = 0 d’inconnue y > 0 par définition de g,.
De plus, on remarque que y = x est une solution évidente (car f(z) = f(z)). On raisonne par
disjonction de cas.

1 cas : x €]0, 1[. D’apres le tableau des variations de f, on a f(z) €] — 2,0/, donc :

L f@) <0< —f(x).

D’aprés le tableau des variations de g, et le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que

P’équation (E) admet deux solutions : | la solution évidente  €]0, 1[ et une solution ¢, (z) €]%,1[|.

2¢cas : o = 1. Alors f(z) = —1 et —1 — f(z) = 0. D’apres le tableau des variations de g, et

le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que 1’équation (E) n’a qu'une solution :

la solution évidente x = % .

3¢ cas : x €]1, 1[. D’aprés le tableau des variations de f, on a f(z) €] — 1,0[, donc :

o f) <0<~ f(a)
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En raisonnant comme dans le 1°* cas, on en déduit que 1’équation (E) admet deux solutions :

une solution ¢ () €]0, [ et la solution évidente z €], 1[|

4¢ cas : x € [1,400]. D’apreés le tableau des varaitions de f, on a f(z) > 0, donc :

L~ f@) < —f(x) <O,

D’apres le tableau des variations de g, et le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit
que l'équation (E) n’a qu’une solution : |la solution évidente z € [1, +o00]]|.

1
(a) Montrer que f(p1(z)) > fle1(2))) si 0 < o < 2’ < 1, puis en déduire que ¢y est strictement
décroissante.
> Soit (z,2') €]0,2[? tel que z < a’. Puisque ¢;(z) est solution de I'équation (E) d’aprés le
résultat de la question précédente, on a g,(p1(x)) = 0, c’est-a~dire f(¢1(x)) = f(z). De méme,
on a g, (¢1(2')) = 0, cest-a~dire f(p1(a’)) = f(2'). Or f est strictement décroissante sur ]0, 1],
donc :

3. On étudie Uapplication ¢ :]0, 2[—]%,1[ dans cette question.

f(p1(z)) = f(z) > f(2') = f(pa(a')) car x <2,

On en déduit bien que | f(¢1(z)) > f(e1(2')) | pour tout 0 < 2 < 2/ < 1. De plus, on sait que
¢1(x) €], 1] et ¢1(2’) €)%, 1] par définition de ¢, et f est strictement croissante sur ]2, 1].

Par conséquent, [¢1(z) > p1(2') | pour tout 0 < = < 2/ < % ce qui prouve que 'application

‘gpl est strictement décroissante ‘

(b) On fize x €)0, L[ pour cette question et on pose (= = limy_,— p1(2') et €7 = limy_,+ @1 ().
i. Quel résultat du cours permet de justifier que £~ et £ existent et sont finies ¢ Pour chacune
de ces limites, donner les hypothéses précises qui permettent d’appliquer ce résultat.
» On justifie que £~ et ¢* existent et sont finies d’aprés le ’ théoréme de la limite monotone ‘
Plus précisément :

— | g1 est strictement décroissante et minorée par 1 sur |0, z[| donc ¢~ = lim,_,,- ¢ (')

existe et est finie d’aprés le théoréme de la limite monotone ;

— |1 est strictement décroissante et majorée par 1 sur Jz, 2[| donc (T = limgy .+ o1 (')

existe et est finie d’aprés le théoréme de la limite monotone.
Soyez précis dans [’énoncé de vos hypotheses pour appliquer le théoreme
de la limite monotone !

it. Montrer que (= et £t appartiennent a [%, 1].
» On sait que ¢ (') €], 1] pour tout 2’ €]0, [ par définition de ¢y, ¢’est-a-dire :

1
va' €]0,1], - <p@@) <1
e
ce qui donne en passant a la limite quand 2’ — 2~ et quand 2/ — 2™ :

<L = lim p(2') < 1.

=zt

- <0 = lim ¢y(2') <1 et

e ' —x—

1 1
e

N’oubliez pas de passer aux inégalités larges quand on passe a la limite
dans des inégalités !

On obtient bien que £~ € [, 1]|et [£F € [X,1]].
iii. Montrer que f(07) = f(x) = f({T), puis que £~ = py(x) = (T,
» Soit 2’ €]0, 2[. Puisque g, (¢1(2’)) = 0 d’apres ce qu’on a vu a la question 2(b), on a :

vz €]0,1[,  fle(2)) = f(2)
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ce qui donne en passant a la limite quand 2’ — 2~ et quand 2’ — =™ :

lim f(p(2) = lim f@@') et lim flpi(af) = lim f(2").

=z =z o’ —zt

Or f est continue sur |0, +oo[ comme produit de fonctions usuelles continues. En particulier
f est continue en x donc :

lim f(a) = lim f(a) = f()

=z~ =zt

et f est continue en lim, .- ¢1(2') = ¢~ car (- > % > (0 d’apres le résultat de la question
précédente et en limys .+ ¢1(2’) = €+ (pour les mémes raisons) donc :

lim flpa(a) = () et Tim_ (o) = F(E).

/' —x—

N’oubliez pas de préciser que f est continue pour pouvoir passer a la limite !
Cet argument est nécessaire pour justifier ces calculs de limites.

Par conséquent :

fU)=f)| et |f(7) = f(2)]

En particulier, on en déduit que ¢~ et £ sont solutions de I'équation (E). Or z €]0, L[ (par
hypothese), ¢~ € [%, 1] et £+ € [1,1] (d’aprés le résultat de la question 3(b)ii). D’aprés le

e
résultat de la question 2(b), on en déduit que £~ et £ sont nécessairement égaux a la solution

¢1(z) de (E), dou :

" =0t =i ()|

w. En déduire que @y est continue sur 0, £|.

» La fonction ¢ est continue en x si et seulement si lim,_,, p1(2') = @1(x).

Sautez sur l’occasion pour montrer que vous connaissez votre cours ! ‘

Or on a montré a la question précédente que :

lim o (2') =0 =pi(x) et lim ¢ (2) =07 = ¢i(2).

=z o' —zt

On en déduit bien que lim,/_,, ¢1(2’) = ¢1(x) et donc que ¢y est continue en x. Puisque ceci

est vrai pour tout  €]0, [, on obtient que | ¢ est continue sur ]0, £[|.

(c) Justifier que @1 admet des limites finies en 0 et en %, puis déterminer ces limites.

> ¢ est strictement décroissante et majorée par 1 sur J0,1[. Donc lim,_q ¢ () existe et est
finie d’apres le théoreme de la limite monotone. On note ¢, cette limite. Soit  €]0, 1[. Puisque
9z(p1(x)) = 0 d’apres ce qu’'on a vu a la question 2(b), on a :

Ve €01, flei() = £(2)
ce qui donne en passant a la limite quand x — 0 :
liH(l) floi(x)) = liII(l) f(z) =0 d’aprés le résultat de la question 1(a).
z— z—

Or ly = lim, o ¢1(x) € [%, 1] en raisonnant comme a la question 3(b)ii, donc f est continue en
ly > 0 ce qui donne :

0= 31612% flpi(x)) = f(lo).

Or, d’apreés le tableau des variations de f de la question 1(b), 1 est le seul antécédent de 0 par
la fonction f. On en déduit que ¢y = 1, c’est-a-dire que :

lim pq(z) = 11|

z—0
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De méme, ¢ est strictement décroissante et minorée par % sur |0, é[ donc 44/ = limy 1 /¢ ¢1(x)
existe et est finie d’apres le théoréme de la limite monotone. En raisonnant de méme, on obtient

que :
flty) = lim flpi(@) = lm fla) = —=.

z—1/e z—1/e e

Or, d’aprés le tableau des variations de f de la question 1(b), % est le seul antécédent de —%

par la fonction f. On en déduit que ¢,/ = %, c’est-a-dire que :

Q|

li =
A o)

4. On étudie lapplication py :] 1[—]0, e[ dans cette question.
(a) Montrer que f(pa(p1(2))) = f(x) siw €0, 2] et que f(e1(pa(x))) = f() six €], 1.
> Soit z €]0, 2[. Alors ¢;(z) €)1, 1] par définition de 1. Puisque gy, (@) (@2(¢1(x))) = 0 d’aprés
ce qu’on a vu a la question 2(b), on a f(pa(p1(z))) = f(p1(x)). Or g.(¢1(x)) = x d’aprés ce
qu'on a vu a la question 2(b), donc | f(p2(p1(2))) = f(p1(x)) = f(x)| pour tout = €]0, 1],
De méme, si z €]2,1] alors ps(z) €]0, L[ par définition de ¢,. On en déduit d’aprés ce qu'on a
vu & la question 2(b) que | f(¢1(p2(2))) = f(p2(x)) = f(x)| pour tout  €]%,1].

(b) En déduire que @y est la bijection réciproque de .

» Soit x €]0, 1[. Puisque f(pa(¢1(x))) = f(x) d’aprés le résultat de la question précédente, on
en déduit que @a(¢1(x)) est une solution de (E). Or ¢2(p1(2)) €]0, X[ par définition de ¢y et ¢,
donc @a(¢1(x)) est égal a la solution évidente x €]0, [ d’aprés le résultat de la question 2(b).
Puisque ceci est vrai pour tout z €]0, %[7 on en déduit que :

§02 O 901 = Id]O,é[

De méme, si z €]+, 1] alors ¢1(p2(x)) est une solution de (E) d’aprés le résultat de la question
précédente et g01(<p (z)) €]+, 1] par définition de ¢y et o, donc ¢ (pa(z)) est égal a la solution
¢vidente €)1, 1[ d’apres le résultat de la question 2(b). Puisque ceci est vrai pour tout z €], 1],
on en déduit que :

Y1 0P = Id]éJ[ .

Finalement, on a obtenu que ¢, :]2,1[—]0, 1[ est Papplication inverse de ¢ 3]0, 1[=]2, 1], c’est-

a-dire que | s est la bijection réciproque de ¢ ‘

(c) A laide des résultats de la question 3, justifier que py est continue et dresser son tableau des
variations.
» La fonction ¢ est strictement décroissante (d’apreés le résultat de la question 3(a)) et continue
sur 'intervalle |0, [ (d’aprés le résultat de la question 3(b)). D’aprés le théoréme de la bijection
continue, on en déduit que la bijection réciproque de ¢, est continue. Or s = (1)~ d’apres le
résultat de la question précédente, donc ‘QOQ est continue ‘

D’autre part, d’aprés les résultats des questions 3(a) et 3(c), on obtient le tableau des variations
de ¢y :

1

o1 (2) \ 1

e

Or on sait que la courbe représentative de la bijection réciproque s = (¢1)~" est symétrique

de la courbe représentative de ; par rapport a la premiére bissectrice. On en déduit le tableau
des variations de s :
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pa(z) e \
0

5. Discuter du prolongement par continuité sur [0,1] de la fonction suivante :
pr(x) iz €)0, 1
11

@:]0,1[\{%}%]& T {@2(@ sizell 1]

» D’apreés les résultats de la question 3(c) et ceux de la question précédente, on a

li =1 li =1 =— et i = 0.
limei(w) =1, lm @i(z) = lm @afz) == et limpa(2)
Par définition de la fonction ¢, on en déduit que :
li =1 li = 1 =— et i = 0.
lim p(z) =1, dim (z) im ple) = - et limy(z)
Par conséquent, |la fonction ¢ :J0,1[\{2} — R est prolongeable par continuité sur ]0, 1[|en posant :
1 siz=0
p1(x) si x €]0, %[
00, 1[—= R, 2 — Iosiz=1 |
pal) si z el 1]
0 siz=1
112 sur 151 Sébastien Godillon
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DS n°7 de mathématiques

durée : 3 heures

Questions de cours
Soit (2, P(2), P) un espace probabilisé fini. Les justifications aux questions suivantes ne sont pas deman-
dées.

1. Soit Y = ¢g(X) une variable aléatoire composée. On note fx et fy les lois de probabilité de X et Y.
(a) Rappeler I'expression de fy(y) en fonction de y € Y (£2) a 'aide de fx et g.
(b) Rappeler la formule du théoréme de transfert a 'aide des notations de I’énoncé.
2. Soit X une variable aléatoire. On note m = E(X) et 0 = \/V(X).
(a) Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a 1'aide des notations de 1’énoncé.
(b) Donner I'expression d'un intervalle de confiance pour X de probabilité supérieure a 99%.
3. Soit U une variable aléatoire qui suit une loi uniforme de parameétre n € N*. Rappeler :
(a) l'ensemble des valeurs images de U,
(b) la loi de probabilité de U,
(c) Pespérance de U.

4. Soit B une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de paramétres (n,p) € N x [0, 1]. Rappeler :
a) l’ensemble des valeurs images de B,

(

(b) la loi de probabilité de B,
(c) l'espérance de B,

(d) la variance de B.

5. Soit H une variable aléatoire qui suit une loi hypergéométrique de paramétres (N,n,p) € N x
[0, N] x [0,1] avec Np € N. Rappeler :

(a) laloi de probabilité de H,
(b) T’espérance de H.

Exercice
On note C = (e_1>, e_2>, e_3>, e_4>) la base canonique de R* et on considére les sous-ensembles de R* suivants :

xi;;lg roy—z+i=0
Ve Z:—Q)\—i—/j/ S pv) €ER? et W 2 +2—t=0.
t=A+3u+v Srty—z+t=0

1. Justifier que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R*.
2. Déterminer une base (77, v3) de V.
3. Déterminer une base (173, wy) de W.
4. Déterminer le rang de la famille (v_1>, vs,wh, wh w}). Est-elle libre ? Est-elle génératrice de R*?
5. Extraire de la famille (vl,v—g,@, @) une base de F' = Vect (vl, '172), 17%,174)).
6. On considére les vecteurs f_f =(2,1,-1,0), f_; =(3,0,0,—1) et f_3> =(2,1,0,1).
Montrer que la famille (fl , f—;, f—3>> est une base de F.

%
7. Montrer que la famille B = (f1 , £y, 3, e_4>> est une base de R*.

8. Déterminer la matrice des coordonnées de la famille C dans la base B.

— —
9. Montrer que pour chaque U e R*, il existe un unique couple ( f,7) € F x R tel que U="1+7¢;.
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Probléme

Le but de ce probléeme est d’étudier 'efficacité de deux méthodes numériques permettant de calculer une
approximation du nombre réel In(2). Pour tout le probléme, on fixe une précision 1077 ou p € N et on
admet que 2 < e < 3.

A) Méthode de dichotomie.

On considére la fonction f:x+—e”—2. On pose ap=0, by=1 et on définit par récurrence pour tout n>0 :

S a, si f(c,) >0 ot b cp st f(en) >0 ol e _ Unt by
nt1 ¢, sinon 1

b,, sinon " 2

Justifier que In(2) est 'unique solution de I'équation f(z) = 0. Puis montrer que ag < In(2) < b.
Prouver que les suites (a,)n>0 €t (b,)n>0 sont adjacentes.

En déduire que la suite (¢,),>0 converge vers In(2).

Montrer que |c, — In(2)| < (1/2)"™! pour tout n > 0.

5. Montrer que si n est supérieur & A = %p alors ¢, est une approximation de In(2) a 10" preés.

B) Méthode de Newton.

On considére la fonction F:x—z—f(x)/f'(x). On pose ug=1 et on définit par récurrence pour tout n>0 :

Ll

Upt1 = F(uy).
6. Justifier que F' est de classe C* sur R.

7. Pour chaque n > 0, justifier que wu,,; est 'unique solution de I’équation T,,(x) = 0 ou T, est la
fonction dont la courbe représentative est la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse u,,.

8. Etudier les variations de la fonction F. Puis montrer que In(2) < u; < .
9. En déduire que la suite (u,),>0 est décroissante et que chacun de ses termes appartient a | In(2), 1].
10. Prouver que la suite (uy,),>0 converge vers In(2).

11. Montrer que

F(x)—In(2) 1
V. In(2),1 — < -
z €]In(2), 1], @) <3
12. En déduire que 0 < u,, — In(2) < (1/3)™ pour tout n > 0.

In(10)

In(3)

14. Comparer la constante B avec la constante A de la question 5. Puis conjecturer la méthode la plus
efficace.

13. Montrer que si n est supérieur a B =

p alors u,, est une approximation de In(2) a 1077 pres.

C) Raffinement de l’estimation de la vitesse de convergence.
15. Pour cette question, on fixe x €]In(2), 1] et on considére la fonction
g:t F(z) = F(t) — F'(t)(x —t) — Mz —t)* ot A € R est une constante.
(a) On fixe la constante A afin que g(In(2)) = g(x). Exprimer A en fonction de z.
(b) A Tl'aide d’un résultat du cours, justifier I'existence d’un réel ¢ €]In(2), z[ tel que F"(c) = 2.
(c¢) Déduire des résultats précédents que
F(z) —In(2)
(z — ln(2))2
16. En déduire que 0 < u,, — In(2) < (1/2)?"~! pour tout n > 0.

17. Montrer qu'on peut remplacer la constante B de la question 13 par la constante

C =In(fgp+1)/In(2).

<1
5

18. Calculer la limite quand p tend vers +o00 du rapport C'/A ou A est la constante de la question 5.
Que peut-on en déduire quant a la conjecture émise a la question 147
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Corrigé du DS n°7 de mathématiques

Questions de cours
Soit (Q,P(Q2), P) un espace probabilisé fini. Les justifications auz questions suivantes ne sont pas deman-

dées.
1. Soit Y = g(X) une variable aléatoire composée. On note fx et fy les lois de probabilité de X et'Y .

(a) Rappeler Uexpression de fy(y) en fonction de y € Y(2) a l'aide de fx et g.
>

Vyev(Q), fry)= Y, fx@

z€X(Q)
g(z)=y

(b) Rappeler la formule du théoreme de transfert a l’aide des notations de l’énoncé.

>

E(Y)= Y g(x)fx()

zeX(Q)

2. Soit X une variable aléatoire. On note m = E(X) et 0 = /V(X).
(a) Rappeler l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a Uaide des notations de l’énoncé.

>

0.2
Va > 0, P(|X—m|>a> <Z
(0]

(b) Donner Uexpression d’un intervalle de confiance pour X de probabilité supérieure a 99%.
» D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a pour tout a > 0 :

P(Xe]m—a,m+a[>:P<|X—m|<a>:1—P<|X—m|>a>21—0—2.
a
Or on a : > g9 . )
o o
=~ 100 — 100~ o = « 000° <= « Oc

car a et o sont positifs. On en déduit en posant a = 100 que :

99
P(X — 100, m + 10 ) >
€lm o,m+ 100] 100

Par conséquent, | Jm — 100, m + 100[ | est un intervalle de confiance pour X de probabilité supé-

rieure & 99%.
3. Soit U une variable aléatoire qui suit une loi uniforme de parametre n € N*. Rappeler :

(a) lensemble des valeurs images de U,
>

U(Q) = [[17 n]]
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(b) la loi de probabilité de U,
>

ke [ln], P(U =k :%

(c) Uespérance de U.
>

4. Soit B une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de paramétres (n,p) € N x [0, 1]. Rappeler :

(a) Uensemble des valeurs images de B,
>

B(Q2) = [0,n]

(b) la loi de probabilité de B,
>

whe ol P@=1 = () )| ora=1-p

(c) Uespérance de B,
>

E(B)=np

(d) la variance de B.
>

V(B)=npq| ouig=1—p

5. Soit H une variable aléatoire qui suit une loi hypergéométrique de parameétres (N, n,p) € Nx [0, N x
[0,1] avec Np € N. Rappeler :

(a) la loi de probabilité de H,
>

() ()
()

Vk € [0,n], P(H=k)= ot Ng=N — Np

(b) Uespérance de H.
>

E(H)=np

Exercice
On note C = (e_f, e_g, e_g, e_4>) la base canonique de R* et on considére les sous-ensembles de R* suivants :

xi;\/\++u2 r—y—z+t=0
Vo i:—2A+lf/ O pv) €ERY et W 2+2—1t=0.
F= A4 3+ r+y—z+t=0
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1. Justifier que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R*.
» On a d’apreés la représentation paramétrique de V :

V= {(x,y,z,t) = N 20+ 20, 22+ v A+ 3+ ) | (M ) €R3}
_ {(x,y,z,t) = A(1,2,-2,1) + u(1,2,0,3) + (0,0,1,1) | (A, p,v) € R3}

- vect((l, 2,-2,1),(1,2,0,3), (0,0, 1, 1)).

En particulier, |V est un sous-espace vectoriel de R*| comme sous-espace vectoriel engendré par

trois vecteurs de R%.
Ona 0 =(0,0,0,0) € W car :
0—-0—-0+0=0
2x04+0-0=0".
3x0+0—-04+0=0

Soient ] € W, u5 € Wet A € R. On note uj = (x1,y1,21,t1) et up = (22, Y2, 22, t2) les composantes
des vecteurs u_1> et u_% Alors les composantes du vecteur )\u_>1 + u_>2 sont :

At + @ = My, g1, 21, 1) + (T2, Y2, 22, 1) = (A2 + D9, Ay + Yo, A2t + 22, My + ta),
De plus, on a par linéarité :
()\.Tl + l’g) — (/\y1 + yQ) - ()\21 + ZQ) + ()\tl + tz) = )\(1‘1 — Y1 — 2 + tl) + (.I’z — Y2 — 29 + tz).

Or uj € W donc les composantes de uj vérifient les équations cartésiennes de I. En particulier on
axry—y —z +t =0. Demémexg—y2—22+t2:()caru_2>EW. Donc :

()\{L‘l —I—QTQ) — ()\yl —f-yg) — ()\Zl+22) + (/\tl +t2) =Ax0+0=0.
On raisonne de méme pour les deux autres équations cartésiennes de W :

2(>\y1 + yg) + (/\21 + 2’2) — ()\tl + tz) = )\ (2y1 + Z1 — tl) + (2y2 + Z9 — tz)

=Ax04+0=0
B(Az1 +x2) + (Mg +142) — Az +22) + (M +t2) = A Bz +y1 — 21+ 1) + B2+ y2 — 20 + 12)
—OcardteW —OcarBeEW
=Ax0+0=0.

Ainsi les composantes du vecteur Ui + up vérifient les équations cartésiennes de W. On en déduit
que)\u_1>+u_2>€Wpourtoutu_>1€W,u_>2€Wet)\€R.
Finalement, | W est un sous-espace vectoriel de R* | par définition.

On peut également remarquer que chaque équation cartésienne de W représente
un hyperplan de R* et donc que W est un sous-espace vectoriel de R* comme
intersection de sous-espaces vectoriels de R*.

2. Déterminer une base (v],v3) de V.
» D’aprés la représentation paramétrique de V, la famille ((1,2,—2,1),(1,2,0,3),(0,0,1,1)) est
génératrice de V. De plus :

rang((l, 2,-2,1),(1,2,0,3),(0,0,1, 1)) — rang (Matc<(1, 2,-2,1),(1,2,0,3),(0,0,1, 1)))

110 110 110
—ran 2 20 — ran 000 LQ%L2_2L1_I’&D 021 LQHLg —9
TS o1 | T8 021 | Ly Ls+20, 8| 000 | Ly o Ly <

1 31 021 Ly« L,— 1, 000 L4%L4—L3
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On en déduit que la famille ((1,2,-2,1),(1,2,0,3),(0,0,1,1)) n’est pas libre. On peut donc en
extraire une base. Or :

dim (Vect((l, 2,-2.1),(1,2,0,3), (0,0,1, 1))) - rang<(1, 2,-2.1),(1,2,0,3), (0,0,1, 1)) —9

et rang<(1,2, —2.1),(1, 2,0,3)) —2 car (1,2,-2,1) et (1,2,0,3) ne sont pas colinéaires.

Ainsi, ((1,2,-2,1),(1,2,0,3)) est une famille libre maximale de

Vect<(1,2, ~2.1),(1,2,0,3), (0,0, 1, 1)) _vy

On en déduit que (v_1>, 172)) =((1,2,-2,1),(1,2,0,3)) est une base de V'|.

On peut aussi remarquer que (0,0,1,1) = —1(1,2,—2,1) + 5(1,2,0,3) donc
Vo= Vect ((1,2,-2,1),(1,2,0,3),(0,0,1,1)) = Vect ((1,2,-2,1),(1,2,0,3))
puis on conclut en utilisant que (1,2, —2, 1) et (1,2,0,3) ne sont pas colinéaires.

3. Déterminer une base (@,w;;) de W.

» On a :
X
r—y—2+1t=0 1-1-11 0
W WHzr—t=0 «— [02 1 —1 ‘Z —lo
3x4+y—z2+t=0 31 -1 1 . 0
1-1-11 t 0
— |02 1 -1 Z — 1o
04 2 =2 " 0 Ls <+ L3 — 3L
1-1-11 t 0
— |02 1 -1 z —lo .
00 0 0 ; 0/ Ls< L3 —2L,

On obtient un systéme linéaire de trois équations a quatre inconnues de rang 2 avec une équation
auxiliaire compatible et deux inconnues auxiliaires. Il y a donc une infinité de solutions qu’on peut
exprimer en fonction des inconnues auxiliaires z et ¢ vues comme des paramétres.

(
rT—y=z—1
Wil T TETL o eRr
2=z
| =t
'x:z—t—i—%(—z—l—t) —z——t L1<—L1—|— L2
— 1 1
y=—32+5t Ly = 5L ,(2,t) € R?.
2=z
t=1

\

On obtient une représentation paramétrique de W et donc :

W= {(z.y,21)
={@.y.50=2(3,-5, 1,0 +4(-1,1,0,1) | (1) e R}

= Vect ((

(2=t -da+ 1620 | (51) € R}

11
27 27
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On en déduit que la famille ((3,—3,1,0),(—3,3,0,1)) est génératrice de W. De plus :

rang(( ) ;7170) ( % %7071)> = rang (MatC<(27_%7170)7(_%7%7071)>)
1 1 11
2. T2 2 72 2 72
an -1 2 e | 00 | L2 Lot Ly 01| Ly 4 L _y
TS T 0 [T 01 | LyeLy—2L T T80 0 | Ly Ly -
0 1 01 00 Ly+ Ly— L;s
Par cons¢quent, la famille ((3,—31,1,0),(—3,3,0,1)) est libre.
Finalement, (17%,274) = ((%, —% 1,0), (—%, 5,0, 1)) est une base de W |.

On peut utiliser (109 méthodes différentes. Par exemple : on commence par trou-
ver un vecteur wh € W \ {0} alaide de la represmtatwn cartésienne de W,

—
puis on compléte avec un autre vecteur wy € W \ { O } non colinéaire a wj.

4. Déterminer le rang de la famille (vl, v_%, @,w@ FEst-elle libre ? Est-elle génératrice de R* 2

» On a :
rang (o1, 73,0}, 1) = rang (Mate (31, ., 1))
1 1
51%1_15 (1)(1)53_3% Ly < Ly — 2L
_ 3 3 | _ ~3 3 2 & Lo —ala
ISl 20 10 0 B 02 2 1| Ly Ly +2IL,
1 1
113 =3
— ran 02 2 —1 Lo+ Ls
TS 002 2 | Ly Ly
00—3 3 ) Ly« Ly—Ls
1 1
Ll 5 —3
~ rang 02 2 —1
- 3 3
00—-5 3
00 0 O L4<—L4—§L3

:_
T

Puisque le rang n’est pas maximal, |la famille (v7, v3, w3, w 4) n’est pas libre |.

De plus dim(R*) = 4 # 3 donc |la famille (77, v3, w3, w}) n’est pas génératrice de R* |,

5. Extraire de la famille (U_1>, 11_2),173,174)) une base de F = Vect (v_f, @,@,@).
» On a:
dim (Vect<vl, s, 17:?1731)) = rang(U_f, s, W3, u_)i) =3

111 11 4
2 2—1 02 2
= rang 90 1 = ... =rang 00 _3 =3
2
130 00 0

a 'aide des mémes opérations sur les lignes que celles de la question précédente. Ainsi (U_1>, 172), 173)

est une famille libre maximale de

VeCt(”l;@?@a@) = F

On en déduit que (v_1>, e 173) est une base de F'|.
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—

— o
6. On considere les vecteurs f; = (2,1,—1,0), f =(3,0,0,—1) et f3 =(2,1,0,1).
- = )
Montrer que la famille (f fy f)est une base de F.
» On a:
= = = = = =
rang(fl, fQ, f3> = rang (Matc<f1, f2, f3>>
2 3 2 10 1\ L1+ Ly
— ran 1 0 — ran 030 LQHLlpuiSLQFLQ—QLl
TSl 00| T8 00 1| Ly Ly+ Ly
0 —11 0-11
101
= ran 030 =3
—HS 001 -

000/ Ly< Ly+ 5L puis Ly + Ly — Ls

Donc la famille (f_f, f_2>, f_3)) est libre.

On montre maintenant que le vecteur f—l> appartient & F. Puisque la famille (vl,v_g,@) est en
particulier génératrice de F' d’aprés le résultat de la question précédente, il suffit de montrer que
f; s’écrit c&mme une combinaison linéaire des vecteurs v_1>, v_2> et @73 Il suffit donc de montrer que
I’équation f; = >\1U—1> + /\gv_g> + )\3173 d’inconnue (A1, A2, A3) € R? admet au moins une solution. En
remplagant chacun des vecteurs par ses composantes, on obtient le systéme linéaire suivant :

| ) ) AN EEEANEY
_ ) _ )
=M g [t T 920 1 i2
1 3 0 130 3
11 2
-3 00—2§ M Lo+ Ly — 2L
_ 2
— _ Ay 2 2 1
3 02 2 A L39L3+2L1
-2 0 —% 3 L4%L4—L1
1
2 11 3 A\
=3 {003 ) {\) Ls e Ly
-5 00—2 °/ Ly« Ly — Ly
1
2 11 4 A\
— 31 o022 )
-3 " loo-=2 AQ
0 00 0 5/ Ly« Ly— 5L,

On obtient un systéme linéaire de quatre équations & trois inconnues de rang 3 avec une équation
auxiliaire compatible et aucune inconnue auxiliaire. Il y a donc une seule solution. On en déduit

que le vecteur f; appartient bien & F.

Inutile de perdre du temps a résoudre ce systéme linéaire. Il suffit de prouver
qu’il existe au moins une solution pour conclure.

De méme, pour montrer que le vecteur f_; appartient a F', il suffit de montrer que I’équation
fo = /\lv_1> + )\Q/U—2> + /\3@73 d’inconnue (A1, A2, A3) € R? admet au moins une solution. On obtient un
systeme linéaire avec les mémes inconnues et les mémes coefficients que celui obtenu pour le vecteur
f1 mais avec un second membre différent. A I'aide des mémes opérations sur les lignes, le second
membre devient :

3 3 3 3
0 N —6 Lo+ Ly —214 N 6 Ly > Ls N 6
0 6 Ly < L3+ 2L, —6 L3y <> Lo —6
-1 —4 L4<—L4—L1 —10 L4<—L4—L3 0 L4<—L4—3L3
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De méme que pour le vecteur f;, ’équation auxiliaire est compatible et donc le systéme linéaire
admet une seule solution. On en déduit que le vecteur fy appartient bien a F.
On raisonne de méme pour le vecteur f3. On a :

2 2 2 2
1 _ -3 L2 — L2 — 2L1 _ 4 LQ g L3 _ 4
0 4 Ls+ L3+ 21,4 3| Ly Ly -3
1 1) Ly Ly— I —5) Ly« Ly— Ls 0 ) Ly« Li—2Ls

%
donc le vecteur f3; appartient bien a F'.

D’autre part, on a dim(F') = 3 car (Uf e 173) est une base de F' d’aprés le résultat de la question

— =3

précédente. Par conséquent, (fi, fy, f3) est une famille libre maximale de F. On en déduit que

= = =
(f1, fa, f3) est une base de F'|.

On peut utiliser des méthodes différentes. Par exemple : montrer que tout vecteur
N N . . . .. —

appartenant a F', c’est-a-dire toute toute combinaison linéaire des vecteurs v1,

vy et wiy d’apres le résultat de la question p'r'e(glente, s’écrit de maniére unique

comme combinaison linéaire des vecteurs f, fy et f3.

- = =
7. Montrer que la famille B = (fl, fy, f3, e_4>> est une base de R*.
» On a:

— = — = =
Yaﬂg<f1,f2, f3,€_4>> = rang (Matc<f1,f2> f3,€_4>>>

2 320
1 0160
-1 000
0 -111

1010
0300
=rang [ 1410 =4.

0001 L4<—L4+%L2puisL4<—L4—L3

L1<—)L2
L2 <~ Ll pUiS L2 < L2 — 2L1
L3+ L3+ Lo

S W O

= rang = rang

SO OO
—= o= O =
—_— o O O

- = =
Donc la famille B = (fj, fs, f3, e—4>) est libre. D’autre part, on a dim(R*) = 4. Par conséquent, B

est une famille libre maximale de R*. On en déduit que ‘B est une base de R* ‘

8. Déterminer la matrice des coordonnées de la famille C dans la base B.
» Pour tout vecteur v 6 R4, les coordonnées de @ dans la base B forment I"unique solution de
équation ¥ = A f1 + A fg + A3 f3 + Aseq d'inconnue (A1, Ag, A3, \4) € R Si on note U = (x,y,2,t)
les composantes du vecteur U, on obtient le systéme linéaire suivant :

T 2 3 2 0 2 320 M
y | 1 0 1 o] [ 1 010 Ao
SN S T o [T o Mol T 2000 | A
t 0 -1 1 1 0 —111 Ay

Y 1010 A1 L1+ Lo
— ZL'—Qy . 0300 )\2 Lo < Iy puis Lo+ Lo —21,4
zZ+y B 0010 )\3 L3<—L3+L2
t 0-111 A
y—(z+y) 1010 )\1 L1<—L1—L3
—.T——y o 0100 )\2 L2<—%L2

— sty “loo1o || N

t+3(xr—2y) — (2 +y) 0001 Ai) Ly< Ly+ 5Ly puis Ly < Ly — Lg
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Par conséquent la matrice des coordonnées du vecteur 7 dans la base B est :

/\1 —Z
_ [ ] 3% = 3Y
Mats (7) = Matg((x,y, z,t)) == y L
A4 —33 — —y —z+t
Puisque & = (1,0,0,0), & = (0,1,0,0), & = (0,0,1,0) et e = (0,0,0,1), on en déduit que :
0 0 -1 0
— 3 — -2 — 0 — 0
Mat3<el> = 8 , Matg(eg) = 13 , Matg(eg) = 1 et Mat3<e4> =10
1 5
3 —3 —1 1
Finalement, on a :
0 0 —1 0
L2
—| 373
Mats (C) 0 1 1 0
L _5 _
373

— —
f,T)EFxRtelqu67: f +7e;.

[

9. Montrer que pour chaque U € R*, il existe un unique couple (

» Soit U € R*.

Unicité. On suppose qu’il existe deux couples ( T ,T)EF xRet (f',7) € F xR tels que

T=Tire =t +re

= = =
Puisque la famille (f;, f5, f3) est en particulier génératrice de F' d’aprés le résultat de la question 6,

— = =
les vecteurs f et f’ s’écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs f;, fy et f5, ¢’est-a-dire :
— — — —
f =Mf1 + X1y —|—)\3f3 avec ()\1,)\2,)\3) e R?
— - — :
TN+ M N avee (A, A, \) € R?

Donc :
W= ME b + Nl 7ot = N+ A + AN +7el.

- = =
Puisque la famille B = (f;, f5, f3, e_4>) est une base de R* d’aprés le résultat de la question 7, on en
déduit que :

M N

I EPACTN I

Mats () = IV Il Y
T T

Par unicité des coordonnées, on obtient que (A1, Ao, A3) = (A}, A5, \;) et 7 = 7. En particulier on
a:
— = — — — — —
f - )\1f1 —|—)\2f2 —|—)\3f3 - )\llfl +>\/2f2 —F)\gfg - ?
%
Finalement, les couples ( f,7) et (?, 7') sont égaux, ce qui prouve 'unicité.
Existence. Puisque la famille B = (fj, 5, f3, e_4>) est en particulier génératrice de R* d’apreés le

résultat de la question 7, le vecteur U s'écrit comme combinaison linéaire des vecteurs f , o, f3

et e_4>, c’est-a-dire :
— — —
U =M1 +Xafs +Asfs +Meq avee (A, Ao, A, \s) € R

— — — — — = =
On pose f = Af] + Aofy + A3fsy et 7 = Ay, Puisque la famille (f;, {5, f3) esgen particulier
génératrice de F' d’apres le résultat de la question 6, on en déduit que le vecteur f appartient F
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comme combinaison linéaire des vecteurs f;, fo et f3. Ainsi, on a bien trouvé un couple ( f,7) €
_>

FxRtelque @ = f +7e;.

Conclusion. Puisque ceci est vrai pour tout vecteur U € R , on a bien montré que :

— —
V€ R, 3!(f,7>€F><R, D=1 +re|

Probléme

Le but de ce probleme est d’étudier efficacité de deux méthodes numériques permettant de calculer une
approximation du nombre réel In(2). Pour tout le probleme, on fize une précision 1077 ot p € N et on
admet que 2 < e < 3.

A) Méthode de dichotomie.

On considére la fonction f : x — e* — 2. On pose ag = 0, by = 1 et on définit par récurrence pour tout
n=>0:

. . b
oy = {an si f(c,) >0 el byoy = {cn si f(cp,) >0 an +

. . ot ¢ = .
Cy, Sinon b,, sinon " 2

1. Justifier que In(2) est ['unique solution de [’équation f(x) = 0. Puis montrer que ag < In(2) < by.

» On a:
fz) =0 <= " —2=0 <= "=2 < z=1In(2)

car 'application exp : R —]0, +00] et In :]0, +00[— R sont bijections réciproques 1'une de I'autre.

Par conséquent ‘ln(Q) est l'unique solution de 'équation f(z) =0 ‘ De plus on a :

l1<2<e donc |ay=0=In(1l) <In(2) <lIn(e) =1=1b

car la fonction In est strictement croissante sur 0, +o00].

2. Prouver que les suites (an)n>0 €t (bn)n=0 sont adjacentes.

» Il suffit de prouver que :
— (@n)n=0 est croissante,
— (bn)n=0 est décroissante,
— limy 400 by — a, = 0.
‘ Montrez que vous connaissez votre cours!!

Montrons tout d’abord par récurrence que b, — a, = (%)” pour tout n > 0.

Initialisation. On a by —ag =1 —-0=1 et (%)0 = 1 donc la proposition est initialisée.

Hérédité. On suppose que b, — a,, = (%)" pour un n > 0 fixé. On raisonne par disjonction de cas.
1 cas @ f(c,) > 0. Alors :

an, + by, by —a,  (3)" (1)7“rl
bn+1_an+1zcn_an: — Qp = = =| = .

2 2 2

2° cas : sinon f(c,) < 0. Alors :

n bn bn_ n n 1 s
bn-‘rl_an—‘rl:bn_cn:bn_a . - - :(2) :(_) ‘

2 2 2

2
et ceci est vrai pour tout n > 0. Donc la proposition est héréditaire.

Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que b, —a,, = (%)” pour tout n > 0.

En particulier, on a :
lim b, —a, = lim <1> =0.

Conclusion : dans tous les cas on a montré que by1—a,41 = (3)"* dés que b, —a, = (3)",

n—-+oo n—-+oo 2
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Soit maintenant n > 0 fixé. On raisonne par disjonction de cas.
1 cas : f(c,) > 0. Alors :

an, +0b a, —b —(LHn
n+l — Un = Up — Up = t bn _bn:n_bn: Z n_bn: Z = = 2 < 0.
Qpy1 — @ an — a 0 e +1 c 5 5 5 0
2° cas : sinon f(c,) < 0. Alors :
n bn bn_ n "
anH—an:cn—an:a;— —a, = 2a :(22) >0 et byy1—0,=0b,—b,=0.

Conclusion : dans tous les cas on a a,+1 = a, et b, 1 < b, et ceci est vrai pour tout n > 0. On en
déduit que (a,),>0 est croissante et (b,),>0 est décroissante. Finalement, on a bien montré que les

suites | (an)n=0 €t (by)n=0 sont adjacentes|.

3. En déduire que la suite (¢,)n=0 converge vers In(2).

» Montrons tout d’abord par récurrence que f(a,)f(b,) < 0 pour tout n > 0.
Initialisation. On a :

flao)f(bo) = f(0)f(1) = (" = 2)(e' =2) = —(e—2) <0 care>2.

Donc la proposition est initialisée.

Hérédité. On suppose que f(ay,)f(b,) < 0pour unn > 0 fixé. Puisque a,, < b, (car b,—a,, = (%)2 >0
d’aprés ce qu’on a vu a la question précédente) et f : x +— e — 2 est strictement croissante, on en
déduit que f(a,) < 0et f(b,) = 0. On raisonne par disjonction de cas.

1 cas : f(c,) > 0. Alors :

flans1) f(bps1) = flan) f(cn) <O car fan) <0 et f(cn) > 0.

2° cas : sinon f(c,) < 0. Alors :

fan2) f(bni1) = flen) f(bn) SO car f(en) < O et f(b) >

Conclusion : dans tous les cas on a montré que f(a,41)f(bpy1) < 0dés que f(a,)f(b,) <0,

et ceci est vrai pour tout n > 0. Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que f(a,)f(b,) < 0 pour tout

n > 0. Or les suites (a,)n>0 et (by)n=0 sont adjacentes d’aprés le résultat de la question précédente,
donc elles convergent vers la méme limite. On note ¢ = lim,, ., , a,, = lim,,_,, . b,. En passant a la
limite dans 'inégalité qu’on vient de démontrer par récurrence, on obtient :

lim f(an)f(bn) < 0.

n—-+00

Or limy, 400 fan) = limy 00 f(bn) = f(£) et = f(£) car f: x +— " — 2 est continue sur R donc en
particulier continue en /.

N’oubliez pas de préciser que f est en continue en { pour justifier cette limite.
La continuité est un arqument essentiel !'!

Par conséquent :

FOF(6) <0 done f(£) = 0.

Or In(2) est 'unique solution de 'équation f(z) = 0 d’apreés le résultat de la question 1. On en déduit
que ¢ = In(2) et par conséquent, les suites (a,)n>0 €t (b, )n=0 convergent vers In(2). Finalement :
an, +b, In(2)+In(2)

lim ¢, = lim = =|In(2)|.
n—-+4oo n—-+oo 2 2

Comme la question précédente, il suffit d’adapter la démonstration du théoreme
de dichotomie du cours dans le cas particulier de la fonction f de [’énoncé.
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. Montrer que |c, — In(2)| < (1/2)"* pour tout n > 0.
q p
» Soit n > 0. D’aprés ce qu’on a vu a la question 1, on a a, < In(2) < b, et donc :

b b b, — 1\n 1 n+1
B e YO L e N Y Y
2 2 > 2 >
an +b an +b a, —b —(L)n 1\ "
t ¢, —In2)=—"—2"-I2)> >+—"—-b,=—2—T=2 —_ (= _
et e —In(2) =5 n(2) 2 2 2 >

On en déduit que ¢, — In(2) € [—(3)"™, (3)"™] et ceci est vrai pour tout n >, d’ou :

1

n+1
VYn >0, |, —In(2)| < (5) .

5. Montrer que sin est supérieur a A = 1;111((12(;)]) alors ¢, est une approximation de In(2) a 1077 pres.

» Soit n > A. Alors :

In(10)

1>n>A=
nrlzn n(2)

p donc In(2""') = (n+1)In(2) > pIn(10) = In(10°) car In(2) >0

donc 2" > 10”7 car In est strictement croissante

1\ 1 1 -
donc <§> = on+1 <1—0p210 P,

D’apres le résultat de la question précédente, on en déduit que :

lcn — In(2)| < 1077

Par conséquent, | ¢, est une approximation de In(2) a 107 preés|.

B) Méthode de Newton.
On consideére la fonction F : x — x — f(z)/f'(x). On pose ug = 1 et on définit par récurrence pour tout
n=>0:

Unp+1 = F(Un)

6. Justifier que F' est de classe C* sur R.
» La fonction f : x +— e¥ — 2 est de classe C* sur R comme somme de fonctions usuelles. Donc sa
dérivée f': x > €” est aussi de classe C* sur R. D’autre part, f'(x) = e¢” # 0 pour tout z € R.
Donc \F est de classe C* sur R\ comme somme et quotient dont le dénominateur est non nul de
fonctions de classe C* sur R.

‘ N’oubliez pas de préciser que le dénominateur est non nul!!

7. Pour chaque n > 0, justifier que u,y1 est l'unique solution de l’équation T,(x) = 0 ou T, est
la fonction dont la courbe représentative est la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse uy,.

» Soit n > 0. La tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse u,, admet pour
équation :

y = flun) + f'(un) (2 — uy)
donc T), : ¢ — f(u,) + f'(un)(z — uy,). On en déduit que :

Fluy) ~ ) =t car fiun) #0

To(x) =0 <= f(un)+f (un)(x—u,) =0 <= = =u,—

Ainsi, | u,41 est I'unique solution de 1'équation 7),(x) = 0]|.
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8. Etudier les variations de la fonction F. Puis montrer que In(2) < u; < ug.
» On a pour tout z € R :

2
=x—1+2¢" donc F'(x)=1-2e".

Ainsi :
Fl(2) >0 <= 1—-2e">0 < " >2 <= x>1In(2) carln est strictement croissante.

De plus, on a :

— limy oo F(2) = limy oo (2 —14+2e7%) = limy_, o0 X (— % — —x +2) = +oc en posant X = —x
et d’aprés le théoréeme des croissances comparées,

— F(In(2)) = In(2) — L53L = n(2) car f(In(2)) =0,

— et lim, 00 F(2) = limy ooz — 1 4+ 2¢77) = +00.

On en déduit le tableau des variations de la fonction F'.

x —00 In(2) +00
F'(x) — 0 +
+00 +00
F(z) \ /
In(2)

On a up = 1 > In(2) en raisonnant comme a la question 1. Donc |u; = F(ug) > F(In(2)) = In(2)

car F' est strictement croissante sur [In(2), +oo[. De plus, on a :

2
up = Flug) = F(1) =1—-1+2 "=~ <1=ug| car2<e.
e

9. En déduire que la suite (uy,)n>o est décroissante et que chacun de ses termes appartient a |1In(2), 1].
» Montrons par récurrence que In(2) < u,41 < u, < 1 pour tout n > 0.
Initialisation. On a In(2) < u; < ug = 1 d’aprés le résultat de la question précédent donc la
proposition est initialisée.
Hérédité. On suppose que In(2) < v,y < u, < 1 pour un n > 0 fixé. Puisque F' est strictement
croissante sur [In(2), +oo[, on a :

F(In(2)) < F(upt1) < F(uy) < F(1) donc  In(2) < upio <ppa1< L
—— N N~ ~—~—
=In(2) =Un+42 =Un+1 =F(up)=u1 <up=1

Ainsi la proposition est vérifiée au rang n + 1 dés qu’elle est vérifiée au rang n, et ceci est vrai pour
tout n > 0. Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on a bien montré que In(2) < u,1; < u, < 1 pour tout

n > 0. On en déduit que la suite | (u, )0 est décroissante et que chacun de ses termes appartient au

segment | In(2), 1] |

10. Prouver que la suite (uy)n=o converge vers In(2).

» D’aprés le résultat de la question précédente, la suite (uy,),>0 est décroissante et minorée. On en
déduit qu’elle converge d’aprés le théoréme de la limite monotone. On note ¢ = lim,,_, u,. En
passant & la limite dans la définition par récurrence de (uy,)n>0, on obtient :

(= lim Uy = lim F(u,) = F(()

n—-40o n—-+4o00

car I est continue sur R donc en particulier continue en £.
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Comme pour la question 3, la continuité est un argument essentiel. N oubliez
pas de la préciser.

Or :
[
f(0)

Finalement, la suite | (u,),>0 converge vers In(2)|.

(=F({) < (=1

< f({)=0 < (=1In(2) d’apreés le résultat de la question 1.

11. Montrer que
F(z)—1In(2) 1
Vz €]In(2),1], —F———— < <.
R R
» Soit = €]In(2), 1]. Puisque la fonction F' est de classe C*° d’aprés le résultat de la question 6, elle
est en particulier continue sur [In(2),z] et dérivable sur |In(2),z[. On a donc d’aprés le théoréme

des accroissements finis :
F(z) — F(In(2))
x — In(2)

de €]1n(2), 2|, = F'(c).

‘ Vérifiez bien chacune des hypothéses d’un théoreme avant de 'appliquer.

Or on sait que F(In(2)) = In(2) et F’'(c) = 1 — 2e~¢ d’aprés ce qu’on a vu a la question 8. De plus,
on a :

1

c<xr<1l donc e “>e~ carexp est strictement croissante

donc F'(c)=1-2e°<1—-2""=1- g
donc F’(c)<1—§<1—2:% car e < 3.
Finalement, on a bien montré que :
F(z) —In(2) _ 1
zr — In(2) 3

et ceci est vrai pour tout x €]1In(2), 1].

12. En déduire que 0 < u,, —In(2) < (1/3)™ pour tout n = 0.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. On a up — In(2) = 1 — In(2) €]0, 1] car In(2) €]0, 1| d’aprés le résultat de la question
1. Donc la proposition est initialisée car 0 < up — In(2) < 1 = (3)°.
Hérédité. On suppose que 0 < u, —In(2) < (3)" pour un n > 0 fixé. D’aprés le résultat de la
question précédente on a en posant x = u, (car u, €|In(2), 1] d’aprés le résultat de la question 9) :

Upi1 —In(2)  F(u,) —In(2) 1

1
=02~ uy—n(2) <3 donc  wu,4; —In(2) < 3 (up, —In(2)) car u, —In(2) > 0.

De plus u,+1 — In(2) > 0 car u,4; > In(2) d’apres le résultat de la question 9. On obtient donc
d’apreés I’hypothése de récurrence :

0< 1(2)<1 N 1™ 1>0
" — In — — — — car — .
Unt1 3\3 3 3

Ainsi la proposition est vérifiée au rang n + 1 dés qu’elle est vérifiée au rang n, et ceci est vrai pour
tout n > 0. Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on a bien montré que

1 n
Yn >0, 0<u,—In2) < (5) .
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13. Montrer que si n est supérieur a B = ln((l()) p alors u,, est une approrimation de In(2) a 1077 pres.
» Soit n > B. Alors :
In(10) .
n>B= n(3) p donc In(3")=nlIn(3) > pln(10) =In (10”) car In(3) >0
n

donc 3™ > 10P car In est strictement croissante

1\" 1 1
donc -] ==—<—=107%.
3 3n ~10p

D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit que :

0<wu, —In(2) <1077,

Par conséquent, | u,, est une approximation de In(2) & 1077 prés |.

14. Comparer la constante B avec la constante A de la question 5. Puis conjecturer la méthode la plus

efficace.

» On a 0 =1In(1) < In(2) < In(3) car la fonction In est strictement croissante. Par conséquent :

_ In(10) _ In(10)
T @)~ @)

= B| carIn(10) > 0.

Ainsi, d’apreés les résultats des questions 5 et 13, il suffit de calculer moins de termes de la suite
(un)nso0 que de termes de la suite (¢,),>0 pour obtenir une approximation de In(2) & 1077 prés.
Donc ’1& méthode de Newton semble plus efficace que la méthode de dichotomie ‘

ATTENTION : il s’agit seulement d’une conjecture et non d’une preuve!! En
effet, nous avons montré que les conditions n > A (question 5) et n > B (ques-
tion 13) pour obtenir une approximation de In(2) a 1077 preés sont suffisantes
mais nous n'avons pas démontré qu’elles sont nécessaires. Autrement dit, si n
est plus petit que A et B alors il est possible que ¢, soit une approrimation de
In(2) a 107? prés au contraire de u,. Pour pouvoir prouver que la méthode de
Newton est plus efficace que la méthode de dichotomie, il faudrait déterminer
pour chaque méthode la plus petite valeur de n a partir de laquelle on a bien
une approximation de In(2) a 1077 pres.

C) Raffinement de l’estimation de la vitesse de convergence.
15. Pour cette question, on fize x €]1n(2),1] et on considére la fonction
gt F(z)— F(t) — F'(t)(x —t) — Mz —t)* ot XA € R est une constante.

(a) On fize la constante X afin que g(In(2)) = g(x). Exprimer X en fonction de x.
» On a :

9(In(2)) = g(z) = ( — F(z) = F(z)(z —2) = Mz —2)* = 0
= F(z) — F(In(2)) — F'(In(2)) (z — n(2)) = A(z — n(2))* = 0
= Az — 111(2)) = F(z) — F(In(2)) — F'(In(2)) (z — In(2))
o F(z) — F(In(2)) B F'(In(2))

(r—m(@)"  (¢-I(2)

Or F(In(2)) = In(2) et F'(In(2)) = 0 d’aprés ce qu'on a vu a la question 8. Finalement :

/\\—/
~—
Youn

)~ n2)|
(m—ln( ))2
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(b) A laide d'un résultat du cours, justifier Uexistence d’un réel ¢ €]In(2), x| tel que F"(c) = 2.
» La fonction F' est de classe C* sur R d’aprés le résultat de la question 6. Donc sa dérivée F’
aussi. Par conséquent, la fonction g est de classe C* sur R comme somme et produit de fonctions
de classe C*. En particulier, la fonction g est continue sur [In(2), z| et dérivable sur |In(2), z|.
Puisque g(In(2)) = g(z), on a d’aprés le théoréme de Rolle :

Je €]In(2),z[, ¢'(c) =0.
Or on a pour tout t € R :
g(t) = F(z) = F(t) = F'(t)(z — t) = Mz — t)’
donc ¢ (t)=0—F'(t) — F'"(t)(x —t) — F'(t)(—=1) = A\(=1)2(z — t)
=—F'(t) = F"(t)(x —t) + F'(t) + 2\(x — 1)
= (2A=F"(t))(z —1).

On en déduit que ¢'(c) = (2A — F"(¢))(x — ¢) = 0 donc | F”'(c) = 2\ | car ¢ # x.

(c) Déduire des résultats précédents que

F(z) —In(2) _ 1
(r—In(2))* 2

» D’apres les résultats des deux questions précédentes, on a :
F(z) —In(2) )= F"(c)
(z —In(2))’ 2

Or, on a vu a la question 8 que F’: x +— 1 —2e ", donc F"(c) = 2e. De plus, on a :

n(2) car exp est strictement croissante.
e

2 2
In(2) < ¢ donc 2e7¢ <2 @ = =~ 3= 1

Finalement, on optient :

Fl) @) F() _1
(z— 111(2))2 2 2|

16. En déduire que 0 < u,, —In(2) < (1/2)*"~* pour tout n > 0.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. On a ug — In(2) = 1 —In(2) €]0, 1] car In(2) €0, 1] d’apres le résultat de la question
1. Donc la proposition est initialisée car 0 < uy —In(2) < 1 = (%)0 (3t = (é)QO !
Hérédité. On suppose que 0 < u,, — In(2) < (£)*"~! pour un n > 0 ﬁxe D’aprés le resultat de la

2
question précédente on a en posant © = u, (car u, €]1In(2),1] d’aprés le résultat de la question 9) :

— In(2 F — In(2 1
Uunt1 — In(2) _ (un) — In(2) < - donc wun4 —In(2) <

(un — 111(2))2 (un — 1n(2))2 2
De plus u,41 — In(2) > 0 car u,y; > In(2) d’aprés le résultat de la question 9. On obtient donc
d’aprés I’hypothése de récurrence :

1 1 2n-1\ 2 1 14+2(27—1) 1 14+2ntl 2 1 ontl g
<mm<3((6)7) -6 -7 -0

Ainsi la proposition est vérifiée au rang n + 1 dés qu’elle est vérifiée au rang n, et ceci est vrai pour
tout n > 0. Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on a bien montré que

(un —In(2 ))2 car u, — In(2) > 0.

[\3|>—t

1\ 21
Yn>=0, 0<u,—In(2)< (5) .
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17. Montrer qu’on peut remplacer la constante B de la question 13 par la constante

C =9, 4 1)/1n(2).

In(2)

» Soit n > C. Alors :

In (509p + 1) In(10)
n n
n>C= 1;22) donc In(2")=nln(2) > 1In ( n(2) D+ 1) car In(2) > 0
In(1
donc 2" > Il ((20)) p+ 1 car In est strictement croissante
n

donc In(2*7") = (2" —1)In(2) > In(10)p = In (10°) car In(2) >0

donc 22"7! > 107 car In est strictement croissante

nN""t oo 1 B
donc (5) = W < ]__Op =107".

D’apres le résultat de la question précédente, on en déduit que :

0 <wu,—1In(2) <1077,

Par conséquent, |u,, est une approximation de In(2) & 107" prés | comme a la question 13.

18. Calculer la limite quand p tend vers +oo du rapport C'/A ot A est la constante de la question 5.
Que peut-on en déduire quant a la conjecture émise a la question 14 7

» On a:
n In(10) n n
S m(ageer) w5 )
lim — = lim — 22— iy = lim
p—too A potoo 1;1((12(;) p—+oo  In(10)p p—-+00 In(10)p
In
) (FR L) p L (m0) 1) 1
lim = lim —— | ——+1n + - x—-].
p—-+o0 In(10)p p—+oo In(10) \ In(p) In(2) p p
Or :
lim =0 d’apreés le théoréme des croissances comparées.
p—+oo In(p)
On en déduit que :
C
lim — =0]|
p—r—+00

Ainsi, la constante C' est négligeable devant la constante A lorsque p tend vers +o00. D’apreés les résul-
tats des questions 5 et 17, le nombre de termes de la suite (u,),>0 qu’il est suffisant de calculer pour
obtenir une approximation de In(2) & 10~? prés est beaucoup plus faible que ce méme nombre pour la

suite (¢, )n=0. Ceci conforte la conjecture émise a la question 14 : ’ la méthode de Newton semble plus

‘efﬁcace que la méthode de dichotomie ‘

Méme commentaire qu’a la question 14 : ce raisonnement ne prouve rien, il ne
fait que confirmer une conjecture
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DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Pour toute variable aléatoire X telle que I’ensemble de ses valeurs images X (2) est un sous-ensemble fini
de N, on définit sa fonction génératrice par :

gx : t— E(tX) ou E désigne 'espérance.

Soit X une telle variable aléatoire. On note m € N sa valeur image maximale, ainsi X (Q2) C {0,1,2,...,m}.
1. Justifier que gx est une fonction polynomiale.
2. (a) Calculer gx(1).
(b) Montrer que ¢ (1) = E(X).
(¢) Montrer que g% (1) = E(X(X —1)).
(d) Exprimer V(X) (ou V désigne la variance) en fonction de ¢y (1) et g% (1).
3. (a) Exprimer gy a laide de gx.
(b) Exprimer gox & I'aide de gx.
4. Dans cette question, on suppose que X < B(n,p) ou (n,p) € N x [0, 1].
(a) Calculer gx.
(b) Retrouver les valeurs de E(X) et V(X) a l'aide de la fonction génératrice.
Exercice 2
On considére la fonction suivante :
f @~ zexp(sin®(x)).

Déterminer le développement limité a l'ordre 5 en 0 de f.

us

2
[ est de classe C*® sur [.

Justifier que f réalise une bijection de I'intervalle | — 7, 7[ vers un ensemble I & déterminer.

Justifier que la bijection réciproque f~! de fh,%%
Justifier I'existence de (a,b,c) € R? tel que f~(z) = azx + bx® + cx® + 0,0(2°).

En composant les développements limités de f~! et f, déterminer les valeurs des constantes a, b et
c.

U W e

6. Que peut-on en déduire pour la tangente de la courbe représentative de f~! au voisinage de 07

Exercice 3
On propose de calculer 'intégrale suivante :

1
I:/\/1+:c2 dz.
0

2

2t
1. A P'aide du changement de variable z = ©(t) dont on vérifiera précisément les hypothéses, montrer
que

Pour cela, on pose ¢(t) = pour tout ¢ < 0.

1 —(1+v2) 1 4 $2)2
/ gdt.

I=-
1/, £3

2. A I'aide d’un changement de variable & déterminer, montrer que
1 1+v2 1 t2 2
1:_/ A+
4 /; t3

3. Conclure.
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Probléme 1
Pour tout p € N et x € R on pose f,(z) = m et [, = fol mdx.

1. Ecrire un programme permettant d’afficher la courbe de f; sur I'intervalle [0, 1]. On considérera 100
points de l'intervalle.

2. Calculer Iy, I4.

3. Ecrire une fonction sommeRiemmann(n,p) qui retourne la valeur + Z e fp( ). On supposeran > 1.

4. On fixen > 1.

(a) Montrer que : Vk € {0,--- ,n— 1}, Vt € [£, &, 1+(@>2 <z < 1+(1%)2.

(b) En déduire que - Ly Lo <r< iyl 1

1+ k+1)2 - 4 —n k=0 1_‘_(%)2.

¢) En déduire une fonction a rox(ecart) qul retourne une liste a, bl ol a <
9%
ecart.

T<bet|b—al <

5.(a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que : Vp € N, I, = 277 + 2p(I, — I,11).

2p—1 1
Wz L= (T 1 o (®)

En déduire que

2p p2p+1

(b) En déduire une fonction calculeI(p) qui retourne la valeur de I, pour p € N en utilisant la
relation de récurrence (R) et les valeurs de Iy, I;. On supposera que le nombre 7 est donnée en
Python par la variable pi.

6. Soit p € N. En étudiant le signe de f, — f,11, montrer que la suite (1,),en est décroissante et minorée
et en déduire sa nature.

7. On cherche a déterminer la limite de (I,)pen.

1
(a) Pour tout p > 3, justifier que l'on a I, = [ PO f () da + flll( : fp(z)dz.

+ 1

(b) En déduire que pour tout p > 3,0 < I, < \/1 gy

(¢) En déduire la limite de (1,)pen-
8. On suppose que la variable pi contient la valeur de m. On considére les fonctions suivantes :

def test1()
for i in range(1,60)
print(calculeI(i)*(i**0.5)*2/(pi**0.5))
def test2()
for i in range(1,60)
print(calculeI(i)*i)
def test3()
for i in range(1,60)
print(calculeI(i)/1i)

Lorsque 'on exécute ces programmes on constate que 1’on obtient les affichages suivants :

test1() || 0.886... 1.025... 1.064... 1.071... 1.067... 1.061... 1.054...
test2() | 0.785... 1.285... 1.633... 1.898... 2.115... 2303... 2.472...
test3() | 0.785... 0.321... 0.181... 0.118... 0.084... 0.063... 0.050...

Déduire de ces tests informatiques un équivalent possible pour I,,. On I'écrira sous la forme Cp®.
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Probléme 2
Soit p € N*. On note 0, 'endomorphisme nul de R? et I, 'endomorphisme identité de R”. On rappelle que
pour tout endomorphisme f de RP, on définit par récurrence les endomorphismes suivants :

fo=1, et VkeN, f=forf"

On dit qu'un endomorphisme f de R? est nilpotent s’il existe n € N* tel que f™ = 0,. Dans ce cas, le plus
petit entier n > 1 qui vérifie cette propriété est appelé 'indice de nilpotence de f.

A) Dans cette partie, on considére I'application suivante :
fi(r,y,z,t)— Br4+y—22—-2t,—z+t,2x+y—2z—t,x—t).

1. Justifier que f est un endomorphisme de R*.
On note M la matrice de f dans la base canonique de R*.
2. Calculer M? et M?3. En déduire que f est nilpotent et déterminer son indice de nilpotence.
3. f est-il injectif 7 surjectif 7
4. Soit A € R. Montrer que f — Al est bijectif si et seulement si A # 0.
5. On pose U5 = (1,-1,0,1).
(a) Montrer que v3 € Ker(f).
) Trouver un vecteur vy € Ker(f) tel que (v1,v3) forme une base de Ker(f).
) Trouver un antécédent v3 € Im(f) de v par f.
d) Trouver un antécédent vs € R* de v3 par f.
) Justifier que la famille (v_f, 3,03, v_4)) forme une base de R*.
) Déterminer la matrice de f dans la base (07, 03, U3, 01 ).
(g) En déduire une base de Im(f).

B) Cette partie propose de démontrer quelques propriétés générales des endomorphismes nilpotents.
On fixe donc f un endomorphisme nilpotent de R? quelconque et on note n son indice de nilpotence.

1. Prouver que pour tout k € Non a f*#£0,si k <net f*=0,si k> n.
2. (a) Montrer que Im(f™1) C Ker(f).

(b) En déduire que f n’est pas injectif. f est-il surjectif ?
3. Le but de cette question est de démontrer que n < p.

(a) Justifier que I'ensemble R? \ Ker(f"!) est non vide.

On fixe U € RP\ Ker(f™!) et on suppose qu’il existe des réels \g, A, Aa, . .., A\,_1 non tous nuls

vérifiant
%

M+ MF(L) + X f2(T) + -+ Aot f77H (W) = 0
On note m le plus petit des entiers k € {0,1,2,...,n — 1} tels que A\ # 0.
(b) En considérant le vecteur f*~1=(3-770 A\ f*(7)), montrer que A, = 0.
(¢) Que peut-on en déduire pour la famille (7, f(), f2(W), ..., " (W))?
(d) Conclure.

4. Soit A€ R*. Onpose g=1,+ f + f2+---+ fo L

(a) Simplifier (f —1,) og.
(

b) En déduire que f — 1, est bijectif et déterminer sa bijection réciproque en fonction de g.
(c) Justifier que % f est un endomorphisme nilpotent de R? d’indice de nilpotence égal a n.
)

(d) En déduire que f — AL, est bijectif et déterminer sa bijection réciproque en fonction de A, f
et n.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1

Pour toute variable aléatoire X telle que l’ensemble de ses valeurs images X (€)) est un sous-ensemble fini
de N, on définit sa fonction génératrice par :

gx it — E(tx> ou B désigne [’espérance.

Soit X une telle variable aléatoire. On note m € N sa valeur image maximale, ainsi X (2) C {0,1,2,...,m}.

1. Justifier que gx est une fonction polynomiale.
» On a d’aprés le théoréeme de transfert :

gx 1t E(tX> = ZtkP(X =k)= Zaktk en posant ar = P(X = k).
k=0 k=0

Donc | g est bien une fonction polynomiale associée au polynome Y ", apx X" € R[X]|.
2. (a) Calculer gx(1).
» Par définition de gx, on a|gx(1) = E(1¥) = E(1) = 1|

On peut également retrouver ce résultat a l'aide du théoréeme de transfert :

gx(1) = B(1%) = Z 'P(X =k) =Y P(X=k) =P <U(X = k))

k=0

=P <X € O{k}) =P(X e€{0,1,2,...,m})=1.

k=0

(b) Montrer que ¢’y (1) = E(X).

» La fonction génératrice gx est dérivable sur R car c’est une fonction polynomiale d’aprés la
question 1. On a d’aprés le théoréme de transfert :

gx t— E(tX> = ZtkP(X =k) donc: gy :t~— Zktk_lP(X =k)
k=0 k=0

et en particulier :

gy (1) = i FFIP(X = k) =) kP(X = k) = |E(X)|

(c) Montrer que g% (1) = E(X(X —1)).

» La fonction génératrice est deux fois dérivable sur R pour les mémes raisons que celles exposées
a la question précédente, et on a :

gt > k(k—1)t"?P(X = k)
k=0
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donc en particulier :

Em:k E—1D1"?P(X Em:k P(X =k)=|E(X(X - 1))
k=0 k=0

d’aprés le théoréme de transfert.
(d) Exprimer V(X) (ou V désigne la variance) en fonction de g’y (1) et g% (1).
» On a d’aprés la formule de Koenig-Huygens :

V(X) =E (X —E(X))?) =E (X*) - E(X).
Or on a par linéarité de 'espérance :

E(X(X —1)) =E(X? - X) = E(X?) - E(X).

On peut également justifier cette égalité en détaillant les calculs a 'aide du
théoreme de transfert et la linéarité de la somme.

D’ou en utilisant les résultats des questions précédentes :

V(X) = B(X2) — E(X)? = B(X2) — E(X) + B(X) — E(X)? = E(X(X — 1)) + B(X) (1 - E(X))

= g%(1) + gx (1) (1~ g5 (1)) |

3. (a) Ezprimer gxy1 a laide de gx.
» Par définition de la fonction génératrice, on a :

Gxi1 it E(tX+1) = E(tX X t) = E(tX) Xt =|tgx(t)| par linéarité de I'espérance.

On peut également retrouver ce résultat en détaillant les calculs a l'aide du
théoreme de transfert et la linéarité de la somme.

(b) Ezprimer gox a laide de gx.
» Par définition de la fonction génératrice, on a :

gox i L E<t2X) :E((tQ)X> —lgx ()]

De méme, on peut retrouver ce résultat en détaillant les calculs a 'aide du
théoréeme de transfert.

4. Dans cette question, on suppose que X — B(n,p) ot (n,p) € N x [0,1].
(a) Calculer gx.
» On a par définition de la loi binomiale :

X(Q)={0,1,2,...,n} et Vke X(Q), P(X =k)= (”)pm —p)"h.

On en déduit d’aprés le théoréme de transfert que :

ox £ E(H) = Ztk Ztk() k= no (Z)(m)'fu—p)"—k.

Puis on a en utilisant la formule du binéme de Newton :

gx i t—=|(pt+1—p)"
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(b) Retrouver les valeurs de E(X) et V(X) a l'aide de la fonction génératrice.
» On a d’apres le résultat de la question précédente :

gy it—=nppt+1—p)" ' et gt nn—1p*(pt+1—p)" 2
On en déduit d’apres les résultat de la question 2 que :
B(X) = gx(1) =npp+1—p)" " =np(1)"" =
V(X) = k(1) + g (1) (1= g& (1)) = nln = Dp*(p+1 = p)"* + np(1 = np)
=np ((n = 1)p(1)"* + (1 = np)) = np(np — p+ 1 —np) =|np(1 - p)|.

On retrouve bien 'espérance et la variance de la loi binomiale.

Cette méthode efficace peut bien sir étre utilisée pour calculer les moments
d’autres lois de probabilité finies.

Exercice 2
On considere la fonction suivante :
f:x— xexp(sin®(z)).
1. Déterminer le développement limité a ['ordre 5 en 0 de f.

» On a: . ) .
sin(x) = — —2° + =2 + 0,0 (:B5) =7 — 6$3 + HOIEE’ + 020 (IEB)

donc :

= —6x4+0z_>0(x5):x —§x4+0$_>0(x5).

De plus, on a :
h)y=1+nh 1h2 1h3 1h4 1h5 h®
exp(h) =1+ ht h™ + % + 5h' + o + 0550 (1)

1 1 1 1
— 14+ h+=h24+Zh3 4+ —h* 4+ —h® 40, (K°).
+ht o4 eh® bt + 0,50 (B°)

2 — 22 4 0,0 (2°) car lim,_,o h = 0, on obtient :

Donc en posant h = sin?(z) = x

1 1 1 ?
exp(sin®(z)) =1+ (562 - §x4 + 040 (:c5)> +5 (x2 — §x4 + 040 (:c5))

Lis, 1, 5 o s 14 5 !
+6 T —gx —i—ox_}O(x) +ﬂ T —gx +0z_>o(x)

1 s 14 5 ’ s 14 5 ’
+E0(x —gfﬂ +0x—>0($ )) + 020 ($ —gff +0x—>0($ ))

=1+ (x2 — %:ﬁ‘ + 040 (x5)) +

1 1 1
2 (000 (57)) + 5 (02000 (27)) + 12 (000 (57) + 020 (&)
=1+2°+ <—% + %) zt 4 0,50 (x5) =14+a22+ éx4 + 020 (x5) )

Finalement, on a :

1 1
f(z) = zexp(sin*(z)) = = (1 + 2 + 6334 + 0250 (a:5)> =|z+2°+ 6:1:5 + 0p50 (2°) |

BCPST1A lycée Hoche 2016-2017 136 sur 151 Sébastien Godillon



2. Justifier que f réalise une bijection de l'intervalle | — 5, 5[ vers un ensemble I a déterminer.

» La fonction f est le sur l'intervalle | — 7, Z[ comme produits et composées de fonctions usuelles
dérivables. On a pour tout z €] — 7, 7 :

f(z) = exp(sin®(x)) + z x 2sin’(z) sin(z) x exp(sin®(z)) = <1 + 2z cos(x) sin(x)) exp(sin®(z)).

On raisonne par disjonction de cas pour étudier le signe de x cos(x) sin(z).

1" cas : x €] — §,0]. Alors <0, cos(z) > 0 et sin(z) < 0 donc x cos(x) sin(x) > 0.

2¢ cas : x € [0, 3[. Alors z > 0, cos(x) > 0 et sin(x) > 0 donc z cos(z) sin(x) > 0.
Conclusion : dans tous les cas, x cos(x)sin(z) = 0 et donc f'(z) > 0 car exp(sin®(z)) > 0.
On en déduit le tableau des variations de la fonction f :

e
2
f(l') _Te /
2
Ainsi la fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle | — 7, 7| donc d’aprés le
théoreme de la bijection continue f réalise une de | — 7, 5[ vers I'intervalle
I'=f(l=%30=1—3¢3¢l}

Montrez que vous connaissez votre cours en précisant bien chacune des hypo-
theéses du théoréme de la bijection continue (continuité, stricte monotonie et
intervalle) méme si certaines d’entre elles sont évidentes a vérifier.

3. Justifier que la bijection réciproque f~' de f|; |-z,z[ est de classe C* sur I.
» La fonction f est de classe C* sur I'intervalle | — 7, 7| comme produits et composées de fonctlons

usuelles de classe C*. De plus, on a vu a la question précédente que f'(z) # 0 pour tout x €] -7, 7.

Donc f~! est |de classe C® sur I| d’aprés le théoréme de la bijection dérivable et sa dérivée est
donnée par la formule :

4. Justifier Uezistence de (a,b,c) € R® tel que f~1(x) = ax + bx® + cx® + 0,_,0(2°).
» Puisque f~' est de classe C> sur lintervalle I =] — Ze, Ze[ qui contient 0, f admet un dévelop-
pement limité a tout ordre en 0 d’aprés le théoréme de Taylor-Young. En particulier, on a d’apres

la formule de Taylor-Young a l'ordre 5 :
(f"0) 5 (f7H)"0) 5 (STHDO) 4 (fFTHD(0)

) = 10+ (£ (0)z+ ST i e TR A 2’4040 (2°)

De plus on a :
Vo €] -3, 5[ f(=2) = (—2) exp(sin®(~2)) = —wexp((—sin(z))?) = —z exp(sin’(z)) = — f ()
donc :

[ Punique antécédent de y par f

vyel, f'-y)=/f"(—f(z)) enposantz= f""(y) €] —Z,2[1
=1

= f7'(f(—x)) puisque f est impaire sur | —
= —z par définition de f*
= —f"!(y) par définition de z.

us
2
s
2
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On en déduit que f~! est impaire sur I et donc que tous les coefficients d’ordre pair de son déve-
loppement limité en 0 sont nuls. Par conséquent :

et |lc=

FH (@) = ax + b2® + ca® + 0,50 (2°) avec|a = (f71)(0)], |b=

5. En composant les développements limités de f=' et f, déterminer les valeurs des constantes a, b et
c.

» Puisque lim, o f(z) = lim,_o ( + 2° + $2° 4+ 0,0 (2°)) = 0, on a par composition des déve-
loppements limités :

FHf (@) =af(@) + bf(2)* + cf ()" + 0pm0 (f(2)°)

3
—=aq (:c + 23 4+ éx‘r’ + 0440 (x5)) +b (x + 23+ %xE’ + 040 (x5))

1 b 1 b
+c (:c + 23+ 6:1;5 + 0450 (a:'5)) + 040 ((:c + 23+ 6:6‘5 + 040 (x5)> >

—a <x + 23+ %:ﬁ + 0440 (Jc5)) +b(2° + 32" + 32° + 0,50 (2°))
+ (@ + 0530 (2°)) + 050 (2°)

1
=ax + (a + b)x® + <6a +3b+ c> 2° + 0,0 (2°) .

D’autre part, on a :
FUf(x) =2 =2+ 0,0 (z°)  par définition de f'.

D’apres I'unicité du développement limité a Pordre 5 en 0 de f~!(f(z)) = z, on en déduit que :

a+b=0 donc b= —a=-1
fga+3b+c=0 c:—%a—?)b:%

Finalement, |(a,b,c) = (1, —1, %7) )

6. Que peut-on en déduire pour la tangente de la courbe représentative de f~1 au voisinage de 0 ?
» On a donc d’apres les résultats des questions précédentes :

17
fla)=o—2°+ Fx‘r’ + 0p30 (2°) .

Par conséquent, la tangente a la courbe représentative de f~! au point d’abscisse 0 admet pour

équation et :

— au voisinage a gauche de 0, la courbe y = f(z) est située au dessus de sa tangente y = x en 0;
— au voisinage a droite de 0, la courbe y = f(z) est située au dessous de sa tangente y = = en 0.

Exercice 3
On propose de calculer lintégrale suivante :

1
I:/\/1+x2 dz.
0

2

2t

Pour cela, on pose ¢(t) = pour tout t < 0.
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1. A l'aide du changement de variable x = (t) dont on vérifiera précisément les hypothéses, montrer
que

1 —(14+v2) 1 +t2 2

[,

I=-
1), 3

» On a pour tout t <0 :

1—¢2
0=p(t) < 0= 5 — t’=1 <= t=—-lout=1
< t=—-1 cart <0
1— ¢ )
et 1=pt) — 1= 57 = t"4+2t-1=0
—2—/8
@)t:T\/_:—l—\/éout:—le\/i

—= t=—(1+V2) cart<O0.

Ainsi, | ¢ est une fonction de classe C* sur l'intervalle [—(1 4+ v/2), —1]| (comme quotient de fonc-

tions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas) telle que|@(—1) = 0|et | p(—(1 +/2)) = 1|

Puisqu’on a vérifié les hypothéses du théoréme de changement de variable, on obtient en posant

r =) :
—(1+v2)

1
[ / VIFD do = T+ o (02 (£)dt.
0 _

1

Or on a pour tout t <0 :

\/mgo'(t)_\/l_i_(l;tt?) y —2t><2t(—2t(>12_t)x2

VAR (1282 + 1Y) y —4t% — 2 + 2t2
- Vat2 42
VI+222+t4  —(1+¢%)

ot T o

~—
cart <0
14+12)2 x (142 1+ t2)?

_ ( zlts(+ >_(1_t3) Car1+t220.

Finalement, on obtient :

par linéarité de 'intégrale.

~(14+V2) (] L 42)2 1 [~HV2) (1 1422
]:/ 1+ )dt: / th

. 4¢3 1/, £3

2. A Uaide d’un changement de variable & déterminer, montrer que

1 1+v2 1 t2 2
1/, 3

» La fonction t +— —t est de classe C' sur lintervalle [1,1 + v/2]. On obtient donc & I’aide du
changement de variable dans le résultat de la question précédente :

1 —(1+v2) 1 t? 2 1 1+v2 1 20\ 2)2 1 1+v2 1 2\2
1:—/ gdt:—/ (Chal ) x(—du):4/ B0 g
_ 1 1

4 /4 t3 4 (—u)? 4 u?
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3. Conclure.

» En utilisant le résultat de la question précédente, on a par linéarité de 'intégrale :

t3 4 t3

1+V2 dt 2 1+V2 dt 1 1+v2
S g tdt
[ AR Y

|: 1 ‘|1+\/§ 1 :|1+\/§ 1 |:t2‘|1+\/§

“l1nlt -
+2[n|’1 12,

v2) =n
mq) %m(uf) é(
1+

(
(M 1) 11n<1—|—\/_>

_|_
\/_

(Gvar =) +a(m (1
;
1
8

2

142 2 1+v2 2 4 1+v2

1 1 1+2 1

I= / ﬂdt:_/ ﬂdtzz/ (
1 1 1

4 2

1-2 1n<1+\/§>+1+\/§_ \/§+ln(1+\/§)‘

Probléme 1
Enoncé et corrigé de V. Vong

Pour tout p € N et x € R on pose f,(z) = m et I, = fol de.

1. import matplotlib.pyplot as mpl
L=[i/99 for i in range(100)]
M=[1/(1+x**2) for x in L]
mpl.plot(L,M)

2. Par définition,

1 1
1
Iy = / lde =1,1, = / dx = arctan(1) — arctan(0) =
0 0

14 a2
On a donc
Io - 1, Il = —
3. def sommeRiemmann(n,p)
S=0

for i in range(n)
S=5+1/((1+(i/n) **2) **p)
return S/n

4.(a) Soit k€ {0,--- ,n—1}. et t € [Z, =] Ona

OSE kE+1
n

<t<(

Par croissance de la fonction carré sur R,

2
t+t)dt
1+\/§)2_1>
2
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Donc

k kE+1
T<i+ Oty (U0
n n
Par décroissance de la fonction inverse sur R**, on a donc
1 1 1
1> > > 0.

- 1+(§)2— 1+¢2 7 1+ (EH)?

1 1 1
< 2 < LAV
14 ((k+1)> 1+t L+(3)

Par conséquent,

(b) Soit k € {0,---,n — 1}, en intégrant sur [%, i] I'inégalité de la question 3, on a

k+1 k+1 k+1

. 1 B . 1
—thg/ : tzdtﬁ/ ot
14 ((k+1)) k T Eo 1+ (3)

Donc
1 1 E 1
Y U
1+<(k+1)> e 141 nl+ ()2
En sommant sur {0,--- ,n — 1}, on obtient alors

\ghi

1 1o 12
_Z 2— 2dt§_ ko
nk:01+ o 1+t n 1+(5)

B
Il

0

Autrement dit,

-1

3
§

L <
k
k=0 L+( n k=0

SRS
BI+~

H>I>1

1+§

(¢) On peut remarquer dans l'inégalité de la question 4, en soustrayant celle-ci par le membre
gauche, on obtient

Tolew 1 1,1 1

Al rEE S0

4 n 1+ (== n 2 2n
k=0 n

Ainsi, pour I'écart e, il suffit d’avoir n vérifiant % <e.

def approx(ecart)

n=1

while(1/(2*n))>e :
n=2*n

a=0

b=0

for i in range(n)
a=a+1/(1+((i+1)/n)**2)
b=b+1/(1+(i/n)**2)

return [a/n,b/n]

5. (a) Soit p € N. Par définition, I, = fo e — Trazpde. Les fonctions u : w1 et f, étant respectivement
C% et C! sur [0,1], on peut effectuer une intégration par parties. De plus,

. —2px
_'<1_+_x2)p+1
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D’ou

1 2
o =1 z
= i + 2 [ s
Donc 1 2 1
5 +1 1
L=2"42p( | momde— [ e da )
» + p(/o (1+ 22)pt! x /0 (1 + 22)p+1 x)
D’ou

L,=2"+2p(I, — I,;1)|

Soit p > 1. On a
I, =2"P4+2p(1, — I,11).

Donc
2pl,01 =277 4+ (2p — 1)1,.
D’ou
Sy, 201
Iy, =277 14 2 I,.
(b) def calculeI(p)
if p==0 :
return 1
I=pi/4

for i in range(1,p)
I=2%*%(-1-1)+((2%1i-1)/(2%1i))*I
return I

6. Soit p € N. Pour tout ¢t € [0,1] :

?+1-1 12

fp(t) B fp+1(t) - (t2 4 1)p+1 - (1 + t2)p+l >0

Donc, en intégrant on obtient
I,—I,.1>0.

La suite (I,)pen est donc décroissante. De plus, pour tout p € N, la fonction f, est positive sur
[0,1]. Donc I, est positive.

On en déduit que la suite (/,),en est décroissante et minorée par 0 donc est convergente.
1

7.(a) Soit p > 3. D’aprés la relation de Chasles, on a I, = [\V"" f,(z)dx + fl L fp(x)de.

In(p)
(b) Soit p > 3. La fonction f, étant 'inverse d'un polynéme qui ne s’annule pas sur R, f, est
dérivable sur R. On a

Vr €R, fi(x) =
D’ou
Vo >0, f(r) <0.
fp est donc décroissante sur R. En particulier,

1
In(p)

vt € [0, ]afp(t) < fp(o) =L

En intégrant, on a donc
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De méme, comme p > 3, In(p) > 1, donc —~— < 1. D’oul

Wt e [%@,ujp(t) </ (%@) |

Donc, en intégrant,

D’un coté, on a

In(p)
De l'autre . .
1‘mwﬁgﬁiifﬁ
Vin(p) In(p)
En sommant ces deux inégalités, on obtient alors
I, < ! + !

In(p) (1+1n(p)) ‘

(¢) Lors que p — +00, on a In(p) — +o00, donc lim, , \/_ =0.

In(p)
De plus, (1 + 5)" = pi(+55) O, limy,, o0 gy = 0, done
1 1
In(l 4+ ——) ~ o ——.
n( +m@ﬂ 77 In(p)
D’ou |
p
In(1 ~ )
pn(+m@) In(p)

; p__ . ,
Or lim,, 4 o fn(p) — TOO par croissance comparée. Donc

i pin(l+ e

) = +o0.

1
In(p)

Or limx_, o X = +00. Par composition, on a donc limy, oo (1 + )P = +00. En passant a

.. . . 1 _
I'inverse, on obtient lim,_, Ty 0.

Par conséquent,

1
lim = 0.

p—+oo , /In ln(p

D’aprés le théoréme d’encadrement, il en résulte que hin I,=0|
p—4o00

8. Des trois tests, le premier semble nous fournir un équivalent de (1,),en. Plus précisément, il semble

que lon ait | I, ~p 100 VapTE |

Probléme 2

Soit p € N*. On note 0, l'endomorphisme nul de R? et I, l’'endomorphisme identité de RP. On rappelle que
pour tout endomorphisme f de RP, on définit par récurrence les endomorphismes suivants :

fo=1, et VkeN, f*t' = fo f~

On dit qu’un endomorphisme f de RP est nilpotent sl existe n € N* tel que f* = 0,. Dans ce cas, le plus
petit entier n > 1 qui vérifie cette propriété est appelé l'indice de nilpotence de f.
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A) Dans cette partie, on considére l'application suivante :
fi(ry,z,t)— Br4+y—22—-2t,—x+t,20+y—2z—t,x—1t).

1. Justifier que f est un endomorphisme de R*.
» Soient \ € R, uj = (z1,y1,21,t1) € R et up = (72,2, 22,12) € RY. On a :

F O] + @) =f (Ary + 29, Ay1 + Y2, A2t + 20, My + 1)

3(Ary + m2) + (Ay1 + y2) — 2(A21 + 22) — 2(My + 1o),
—()\331 + .TQ) + ()\tl + tg),
2()\.1‘1 + $2) + ()\3/1 + yz) — 2()\21 + 2’2) — ()\tl + tg),
()\171 + xg) — ()\tl + t2)

3x1 + y1 — 221 — 2tq, 329 + Yo — 229 — 219,
. —I1 +t1, + —X9 +t2,
2[E1+y1—221—t1, 2[E2+y2—222—t2,
r1—t T —to

=\f(x1,91, 21, t1) + f(22, Y2, 22, t2).

On en déduit que f est une application linéaire de R* dans R*, donc ‘ f est un endomorphisme

(de RY)

On note M la matrice de f dans la base canonique de R*.

2. Calculer M? et M3. En déduire que f est nilpotent et déterminer son indice de nilpotence.

» On a :
3 1-2-9
100 1
M=1 51 94
100 —1
3 1-2-9 3 1-2-9 9 1 —2 -1
. [ -100 1 —100 1| [|-2-12 1
ME=MXxM=1 51 o 4 21-2-1|"1 0 0o 0 0
100 —1 100 —1 9 1 —2-1
3 1-2-9 9 1 —2-1 0000
10 0 1 —2-12 1 0000
3 _ 2 _
ME=MxM-=1 o5 1 o 4 0000/ loooo
100 —1 29 1 —2-1 0000

Par conséquent, f3 = 04 donc‘ f est nilpotent ‘ Et puisque f? # 04 (car la matrice M? de f? dans

la base canonique de R?* n’est pas la matrice nulle), on en déduit que ‘ I'indice de nilpotence de f ‘

estégala.
3. f est-il injectif ? surjectif ?
» On a:
3 1-2-2 —-10 0 1 L+ Ly
—-10 0 1 3 1-2-2| Ly« L
rang(f) = rang(M) = rang 9 1 _9_1 | =gl o 1 o 2 !
100 -1 100 -1
—-10 0 1 —-10 0 1
~ om 01-21 L2<—L2—|—3L1_rn 0 1-21
TS 01 21 | Ly Ls+20, M8 00 0 0] Ly Ly L,
0000/ Ly+L,+ 1Ly 0000

=244
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Puisque f est un endomorphisme de R* d’aprés le résultat de la question 1, on en déduit que
‘f n’est ni injectif, ni surjectif ‘

4. Soit X € R. Montrer que f — My est bijectif si et seulement si X\ # 0.
» L’application f— Al est linéaire comme combinaison linéaire d’applications linéaires. Puisque
la matrice de I, dans la base canonique est la matrice identité d’ordre 4, on a :

1000 3—A 1 -2 -2
0100 1 =X 0 1
rang(f — \[) =rang | M — A 0010 = rang 5 1 —9_\ _1
0001 1 0 0 —1-—2)\
-1 =X 0 1 L1HL2
IR I S R, DU S |
1 0 0 —1-2x\
—1 )\ 0 1
e | 0 1EAB =N 22 24BN | Lot Lo+ (3= N
—TRNE Ll g 19y -2 1 Ls < L + 2L,
0 )\ 0 —1—-X+1 ) L, L,+1I,
1 =\ 0 1
e | O A2=BAET 2 1A
—rans o 1 2142\ | Ly« Ls—2L,
0 A 0 —\
1 = 0 1
TS 0 23041 21—\ | Ly Ly
0 —A 0 —\
—1-X 0 1
o 0 1 -2 142\
RS 0 0« Jok Ly« Ly— (A2 = 3)\+ 1)L,

0 0 =2X A+ X1+2)\)/) Ly Li+ ALy
avec * = —24+2M =3\+1) et *=1-XA—(N=32+1)(1+2))

= 2A(A — 3) 1A= (2N —B5A2— A+ 1)
= —)2(2) — 5)

“1-x 0 1
B 0 1 -2 142\
TS g 0 —2) IN2 Ls < Ly

0 0 2A(A=3) =M2(2A—5) ) Ly ¢ Ly

“1-x 0 1
B 0 1 —2 142\
TS g g —2) 22

0 0 0 4xx ) Ly L+ (A—3)Ls
avec  xdk = —A2(2A = 5) + (A — 3)2A% = A2(=2A + 5+ 2\ — 6) = —\?

—1-X 0 1
- 001 —21+2\| [2siA=0
TS g g —2) 22 ] 4sinon

0 0 0 =\

Or f — Al est bijectif si et seulement si rang(f — Ay) = 4 (car f — Al est un endomorphisme
de R*). On en déduit que ‘ f — Aly est bijectif si et seulement si A # 0 ‘

Question trés classique! Il faut savoir mener ce type de calcul de rang a
paramétre sans erreurs. Organisez-vous et soignez votre présentation.
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5. On pose v3 = (1, —1,0,1).
(a) Montrer que U3 € Ker(f)
» Les coordonnées de f v3) dans la base canoniques sont égales a :

3 1-2 2 1 3—1-2 0
-10 0 11 —1+1 10
2 1-2 —1 o | [2-1-1] |0
100 —1 1 1—-1 0
On en déduit que f v3) et donc que € Ker(f) | par définition du noyau de f.

(b) Trouver un vecteur vj € Ker(f) tel que (i, v3) forme une base de Ker(f).

» On a pour tout @ = (z,y,2,t) € R*:

(3x+y—22—2t=0 T 0
= —x+t=0 y|l [0
f) =0 < drty—2:—t=0 M 2] o
\ r—1t=0 t 0
—-10 01 x 0
— 0 1-21 y| [0 en reprenant les mémes opérations
0000 2] |0 que celles utilisées a la question 3 -
0000 t 0

On obtient un systéme linéaire de 4 équations a 4 inconnues de rang 2 avec 2 équations auxi-
liaires compatibles et 2 inconnues auxiliaires. On en déduit la représentation paramétrique
suivante de Ker(f) :

r =1
y=22-1  Her
=z
t=1t

En particulier, on a :

Ker(f) = vect<(0,2, 1,0), (1, 1,0, 1)).

De plus (0,2, 1,0) et 5 = (1,—1,0,1) forment une famille libre puisqu’ils sont non colinéaires.

Finalement, il suffit de poser | v = (0,2,1,0)|. Alors on a bien que o€ Ker(f) et que (v_f, Ug)

forme une base de Ker(f).

1l suffit de choisir n’importe quel vecteur U € Ker(f) non colinéaire a e

(¢) Trowver un antécédent v € Im(f) de v3 par f.
» On cherche v} = (23, Y3, 23,t3) € Im(f) tel que f(v_g) = 5. On sait que image de f est
engendrée pas les images des vecteurs de la base canonique par f. Or :

f(l,0,0,0) = (37 _17 27 1)7 f<07 17070) = (1707 17 O)?
£(0,0,1,0) = (—2,0,—2,0), £(0,0,0,1) = (2,1, —1, —1).

On en déduit que v € Im(f) s’écrit comme une combinaison linéaire de ces quatre vecteurs,
c’est-a-dire qu'il existe (A1, Aa, A3, A\g) € R? tel que :

T3 = 3/\1 + )\2 - 2)\3 - 2)\4 T3 )\1
Yz = —A1 + Ay ys | _ A2
z3 = 2)\1 + )\2 — 2)\3 — z3 =M )\3
t3 = )\1 - )\4 t3 )\4

Cela revient & utiliser une représentation paramétrique de Im(f).
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On a donc :

3:53+y3 —223 — 2t3 =1 I3 1
=\ > —r3+ 13 = —1 ys | _ | -1
f(Ug)—UQ — 2x3+y3—223—t320 M zZ3 - 0
$3—t3:1 t3 1
A 1 2 1 —2-1\ [\ 1
A -1 -2-1 2 1 A -1
2 2 _ 2 _
S M= ol = o o0 0 o0 M| T o
A4 1 2 1 =2 -1 A4 1
21 -2 -1 A 1
00 0 O Ao O | Las Lo+ Ly
“~ looo0 o M| o
00 0 O A4 0/) Ly<+ Ly— L,

On obtient un systéme linéaire de 4 équations a 4 inconnues de rang 1 avec 3 équations auxi-
liaires compatibles et 3 inconnues auxiliaires. On en déduit la représentation paramétrique
suivante de l’ensemble des solutions :

M=121=X+2X3+\)

A2 = Ao 3
)\3 — )\3 7(A27A37A4) € R”.
A =M\

Par exemple, en choisissant (A2, A3, A4 (0,0,0), on obtient :

) =
3 A 31 -2 2 1/2 3/2
s | _ s | M -10 0 o | [ -1/2
z3 )\3
ls Ay
3

21—2—1 o || 1
100 —1 0 1/2

Finalement, il suffit de poser |3 = (3,—3,1,3)| Alors on a bien que v5 € Im(f) et que
f(08) = 3.

Question difficile qui demande une bonne organisation. Il ne faut pas s’em-
méler entre ce qu’on sait (hypothéses) et ce qu’on cherche (inconnues).
Soyez méthodique et utilisez soigneusement les notions du cours pour ne

pas vous perdre dans les calculs!

(d) Trouver un antécédent v € R de 03 par f.
» On cherche v; = (74, Y4, 22, t4) € R tel que f(v_4>) =
question précédente, on a :

v_§. En raisonnant comme & la

T4 3/2
fE) =1 = M| 7| = _11/2
3/2
_ | -1z
= 1
1/2

ty 1/2
3 1-2-2
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-10 0 1
2 1-2-1
100 -1

SR S EEN ]




~10 0 1 24 ~1/2\ Ly < Lo

— — 3 1-2-2 Ya 3/2 LQHLl
J=v =191 9 ||z~ {
100 -1/ \t 1/2
10 0 1\ [ ~1/2
—s 0 1-21 Y4 _ 0 Lo+ Ly + 3L,
01-21 Z4 0 Lg(—L3+2L1
0000 t4 0 Ly<+ Ly+ Ly
10 0 1\ [ ~1/2
o2 fu]|_[ 0
0000 24 0 Ly <+ L3 — Ly
0000 4 0

On obtient un systéme linéaire de 4 équations & 4 inconnues de rang 2 avec 2 équations auxi-
liaires compatibles et 2 inconnues auxiliaires. On en déduit la représentation paramétrique
suivante de ’ensemble des solutions :

Ty =%+

Ys = 224 — 1y 2
2= ,(Z4,t4) GR .
t4:t4

Par exemple, en choisissant (z4,%4) = (0,0), on obtient i = (%, 0,0,0)|.

(e) Justifier que la famille (v_1>, e v_4>) forme une base de R*.
» On a dans la base canonique de R* :

01 3/21/2 10 1 0\ L L
I 2-1-1/2 0 | _ 2 -1-1/2 0
rang(vl’v2’”3’v4>_rang 10 1 0 el 01 3/2 12| Ly Ly
01 1/2 0 01 1/2 0
10 1 0 10 1 0
e | 071 5/2 0 | Ly Ly—2Ly _ | 0-1-5/2 0
TS0 1 3/2 1/2 TS 0 0 —1 1/2 | Ly« Ly+ Ly
01 1/2 0 00 —2 0 ) Li+ Ly+1Ly
10 1 0
B 0—1-5/2 0 B
=rang | o o _3 1/2 =4.
00 0 —1) Ly Ly—2L;

Ainsi (07,03, 05, 04) est une famille libre maximale de R*, donc une .

(f) Déterminer la matrice de f dans la base (v_f, vs, 03, v_4>)
» On a par définition des vecteurs (v_1>, .05, U_4>) :

%
f@)=f(W) =0 =00 + 00 + 003 +07; (car
f (?3) 5 = 00] + 103 + 003 + 0u;  (car 13 est un antécédent de vy par f)
f (U_4>) 5 = 00 + 0vs + 103 + 005 (car v est un antécédent de 5 par 1)

On en déduit que la matrice de f dans la base (v_1>, v, 3, v_4>) est égale a :

1

i et U3 sont des vecteurs de Ker(f))

I
I
1

Il
Il
3

0000
0010
0001
0000
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On peut aussi retrouver cette matrice a l'aide des composantes de chaque
vecteur v_1>, @), s et I—’4>, c’est-a-dire de leurs coordonnées dans la base
canonique, mais les calculs sont beaucoup plus longs. Remarquez que la
matrice obtenue est identique quels que soient les choix faits aux questions
précédentes.

(9) En déduire une base de Im(f).
» Puisque (07, 03, 03, 1) est une base de R* on a :

I (f) = Veet (f (51), f (5), f (5), f (5]) ) = Veet( 0, 0,5, 5 ) = Vect (3,33 ).
De plus, v3 = (1,—1,0,1) et v = (3,—3,1,3) forment une famille libre puisqu’ils ne sont
pas colinéaires. On en déduit que | (73, 73) forme une base de Im(f)|.

B) Cette partie propose de démontrer quelques propriétés générales des endomorphismes nilpotents. On
fixe donc f un endomorphisme nilpotent de RP quelconque et on note n son indice de nilpotence.
1. Prouver que pour tout k € N on a f*#0, sik <n et f*=0, si k >

» Soit k € N. Si f¥ =0, alors k > n par définition de l'indice de nllpotence Par contraposée,

on en déduit que |si k < n alors f¥ # 0, |. D’autre part, si k > n alors f* = frk—ntn = fh=no fn

car k —n > 0. Or f* = 0, par définition de I'indice de nilpotence et f*= o 0, = 0,. Donc

si k> nalors f*=0,|

2. (a) Montrer que Im(f" ') C Ker(f).
» Soit @ € Im(f™ ). Par définition de Im(f™1), il existe un Vecteur W e RP tel que
W = {71 (@). Done f() = f(f77 (@) = (Fo f*)(W) = f"(w) = T car f" =0, Par
définition de Ker(f), on obtient que @ € Ker(f) et ceci est vrai pour tout o € Im(f" b,
Par conséquent :

m(f" ) C Ker(f)|

Question facile qui consiste a écrire les définitions de Tm(f™ ') et Ker(f).

(b) En déduire que f n’est pas injectif. f est-il surjectif ¢
» On a f» ! £ 0, d’aprés le résultat de la questlon 1 car n — 1 < n. En particulier, il
existe un vecteur 7 € R? tel que f* () # 0. Or (W) € Im(f"1) par définition de
Im(f" ') et Im(f"') C Ker(f) d’apres le resultat de la question précédente. On en déduit
que f"HW) € Ker(f) avee f7Y(W) # 0. Ainsi Ker(f) contient au moins un vecteur
vecteur non nul, donc Ker(f) # { 0 }. On en déduit que ‘ f n’est pas injectif‘. En particulier
dim(Ker(f)) > 1 et d’aprés le théoréme du rang :

dim(Im(f)) = rang(f) = dim(R?) — dim(Ker(f)) <p— 1.

En particulier dim(Im(f)) # p et donc ‘ f n’est pas surjectif ‘

3. Le but de cette question est de démontrer que n < p.

(a) Justifier que 'ensemble RP \ Ker(f™™ 1) est non vide.
» On suppose que RP \ Ker(f"~ 1) = () donc Ker(f" ') = RP. Par définition de Ker(f" 1),

on en déduit que f*YW) = 0 pour tout @ € RP. Par conséquent f*~' = 0, ce qui
contredit le résultat de la question 1 puisque n — 1 < n. Par I'absurde, on en déduit que

R\ Ker(f*1) # 0]

On fize U € RP\ Ker(f™1) et on suppose qu’il existe des réels o, A1, Aa, - - -, A1 non tous nuls
vérifiant

—

M A MfL)+ Ao f* (W) + -4+ X f7 (W) = 0.
On note m le plus petit des entiers k € {0,1,2,...,n— 1} tels que A\ # 0.
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(b) En considérant le vecteur fr==m(3 70} e fE()), montrer que A, = 0.
» On a par hypothése de 1’énoncé :

—

nz MNefM () = M+ MF(T) + A f? () + -+ Moot f77H(U) = 0

donc :
n—1
fn—l—m (Z )\kfk (7)) _ fn—l—m (ﬁ) — 6> car fn—l—m est linéaire.
k=0

D’autre part, on a par linéarité de f»—1=™ :

-1

oot (Z we @)) =S Z (f=7m o 1) ()

_ i: )\kfn—l—m-i-k (7)
k=0
=N f" (W) A M) A+ A (W)

+ A" (W)
+ )‘m—l-lfn (7> + )\m+2fn+1 (7) + e+ )\n_lan—Q—m (7) .
Or \g = Ay = -+ = A\p_1 = 0 par définition de m et f* = fr = ... = fn=2=m =

d’aprés le résultat de la question 1. On en déduit que :

n—1
T = frotom (Z A f (7)) =0+ A f" (D) + O
k=0
donc A, = 0 ou f* (W) = T.0r @ e R \ Ker(f™ 1) donc f* () # K par définition
de Ker(f"1). Finalement, on a montré que .
(¢) Que peut-on en déduire pour la famille (W, f(), f2(L),..., " H)) ?
» On a )\, # 0 par définition de m et \,, = 0 d’apres le résultat de la question précédente.

Ceci est absurde. On en déduit que ’hypothése de I'énoncé est fausse : il n’existe bas de
réels Ao, A1, ..., A\y_; non tous nuls tels que A\ @ + )xlf(ﬁ) +oe A f" 1(7) = O Par

conséquent, |la famille (7, f(W), f2(),..., " 1(W)) est libre.

(d) Conclure.
» D’apres le résultat de la question précédente, on a trouvé une famille libre de n vecteurs

de RP. Puisque dim(R?) = p, on en déduit que .
4. Soit N\ € R*. On pose g =1, + f+ f2+---+ L.
(a) Simplifier (f —1,) 0

» On a par linéarité :

(f_Ip)og:(f_lp)O(Ip+f+f2+"'+fn_1):(f_lp)o(i:fk)

k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
=fo Zf’“)—l (Zf’“) Yo (foff) = (Lo
k=0 k=0 k=0 k=0
n—1 n—1 n n—1
— k+1 fk: fk_ fk::fn_lp
k=0 k=0 k=1 k=0

en reconnaissant une somme télescopique. Or f" = 0, par définition de I'indice de nilpotence
donc |(f —1I,)0g=—I,|
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(b) En déduire que f —1, est bijectif et déterminer sa bijection réciproque en fonction de g.

» D’apreés le résultat de la question précédente, on a par linéarité :
(f=T)o(=g)=—((/~T)og) = —(-T,) =T,
D’autre part, on a en raisonnant comme a la question précédente :
go(f=L)=O+ [+ 4+ o(f-L)==f"=1,=-],
donc par linéarité :
(~9)o(f L) =—(g0(f = 1,)) = ~(-T,) = L.

Ainsi, on a trouvé un endomorphisme —g tel que (f —L,)o(—g) =L, et (—g)o(f—1,) = —1L,.
On en déduit que | f — I, est bijectif| et que sa bijection réciproque est | (f — 1)t = —g|.

Noubliez pas de vérifier que —g est l'inverse de f—1,, a gauche et a droite!

(c) Justifier que %f est un endomorphisme nilpotent de RP d’indice de nilpotence égal a n.

» On a par linéarité :

G =GHeGNeeGN)=QR)" | {0 f | =(G) /"

n fois

Or f* = 0, par définition de l'indice de nilpotence donc (% f)n = 0,. On en déduit que

% f est un endomorphisme nilpotent |. De plus, pour tout entier £ € N tel que £ < n on a en

raisonnant de méme que (% f )k = (%)k f¥ # 0, d’apreés le résultat de la question 1. Donc n est

le plus petit entier tel que (% f )n = 0,. Autrement dit, |n est I'indice de nilpotence de % fl

(d) En déduire que f — M, est bijectif et déterminer sa bijection réciproque en fonction de A, f
et n.
» Ona: f— A=A (%f — Ip). D’aprés le résultat de la question 4(b) appliqué a I’endo-
morphisme % f (on peut bien 'appliquer car % f est un endomorphisme nilpotent comme f
de méme indice de nilpotence), on obtient que % f — 1, est bijectif de bijection réciproque :

(G7-1)" =~

De plus, on a par linéarité :

(F=a)o (G =1)7") = (AGf-1) ) o
o (117 e = (G -1 7)o (A 1))
I

On en déduit que | f — Al | est bijectif et que sa bijection réciproque est :

F=) =107 =1) 7 =k (e Q) P )
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