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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1 )

. Déterminer les ensembles suivants :

On considére la fonction f : z +—

o ={f(x) |z €[2,5]} et B={xeR| f(x)e€[3,4]}.

Probléme 1

On dit qu’une suite (u,)n,en de nombres réels est croissante lorsque I'assertion suivante est vérifiée :
€ «<V(p,q) €N p<q=>u, < upy.

1. Justifier que la suite (v, = 42"),cn est croissante selon la définition précédente.
2. (a) Ecrire la négation de I'assertion %.
(b) En déduire que la suite (w, =29 — 13(—1)"),en n’est pas croissante.
3. Pour les questions suivantes, on fixe une suite quelconque (u,),en de nombres réels.

(a) Montrer qu’il suffit que (u,)nen SOit croissante pour que l’assertion suivante soit vérifiée :
G : «<Vn €N, u, < Uy

(b) On suppose dans cette question que 'assertion %5 est vérifiée et on fixe p € N. Prouver par
récurrence que u, < u, pour tout entier g > p.

(¢) Que peut-on déduire des deux questions précédentes ?
4. On dit que (uy)nen est décroissante lorsque la suite (—uy,)nen est croissante.

(a) Montrer que (u,)nen est décroissante si et seulement si 1’assertion suivante est vérifiée :
D - «NV(p,q) €EN?, p < q= u, > uy.

(b) A T'aide de la question 3, déterminer une assertion %, équivalente a Z;.

5. On dit que (uy)nen est constante lorsque 'assertion suivante est vérifiée :
H1:«3dK e R, Vn €N, u, = K».
(a) Montrer qu’il est nécessaire que I’assertion suivante soit vérifiée pour que (uy, )nen S0it constante :
o o «Vn €N, u, = ugp».
(b) Montrer qu’il est nécessaire que #; soit fausse pour que (u,)nen ne Soit pas constante.
()
6. (a)
(b) On suppose dans cette question que (u,),en €st croissante et décroissante. Prouver que u,, = ug
pour tout entier n > 0.

Que peut-on déduire des deux questions précédentes ?

Montrer que si (u,)nen est constante alors (u,),en est croissante et décroissante.

(¢) Que peut-on déduire des questions précédentes ?
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Exercice 2
Résoudre l'inéquation d’inconnue x € R suivante en fonction des valeurs du paramétre m € R :

6z + 5m + 4 > |3z + 2m + 1].
Probléme 2

Pour tout couple («, 3) de réels tels que 0 < a < 3, on définit 'ensemble suivant :

(v, B) = o, B[ U |20, 28[ U ]30, 38 U e, 48[ U -+ = | ] Tkav, kB[

Par exemple, pour le couple (o, 5) = (3,4) on obtient 21

&(3,4) =3, 4]U]6, 8[U]9, 12[U]12, 16[U]15, 20[U]18, 24[U - - - =3, 4]U]6, 8]U]9, 12[U]12, +00]

et on remarque que [y, +00[C &(3,4) pour tout v > 12. Les buts de ce probléme sont :
— de démontrer que &(«, ) contient au moins un intervalle de la forme [y, +oo[ ot v > 0;
— et de déterminer, si possible, la plus petite valeur de vy qui vérifie cette propriété.
1. Dans cette question, on considére I'exemple («, 5) = (14, 19).

(a) Ecrire sans justifier I'ensemble & (14, 19) sous la forme d’une union d’un nombre fini d’intervalles
et trouver un réel v > 0 tel que [y, +o00[C &(14,19).

(b) Déterminer sans justifier 'ensemble des réels v > 0 tels que l'intervalle [y, +-00[ soit inclus dans
&(14,19). Cet ensemble admet-il un plus petit élément ? une borne inférieure ?

Pour la suite du probléme, on fixe un couple quelconque («, 3) de réels tels que 0 < a < f3.

af

2. Pour cette question, on pose v = ﬁ— + 1.
-«

(a) Soit z > . Montrer que la longueur de lintervalle |, Z[ est strictement plus grande que 1.
On peut en déduire que l'intervalle ]%, 2| contient au moins un entier qu’on notera n(z) € Z.
(b) Pour tout x > =, justifier que n(x) > 1 et z €|n(x)a, n(z)ps].
(¢) En déduire que [y, +00[C &(av, B).
3. On pose I'(or, B) = {y > 0| [y, +o0[C & (e, 5)}.
(a) A T'aide du résultat de la question 2, justifier que I'(c, 3) admet une borne inférieure.
(b) Pour cette question, on fixe un entier £ > 1. Montrer que :

(67

B—a

(]m, kB[N ) (k + Da, (k + 1)5[) )= k<

!
b —«
i. Montrer que N est un entier supérieur ou égal a 1.

ii. Montrer que pour tout entier £ > N, les intervalles |ka, k5[ et |(k + 1), (k + 1)3] ne sont
pas disjoints. En déduire sans justifier 'ensemble | J,. y|ka, kf[.

iii. Montrer que les intervalles |(N — 1)a, (N — 1)3[ et [N, +o00[ sont disjoints.
On a donc prouvé que &(«, ) peut s’écrire sous la forme :

E(a,B) =la, Bl U 20,28[ U ---U (N — Da, (N — 1)5[ U |Na, +00].

(¢) On pose N = { J + 1 o [-] désigne la partie enticre.

(d) Déterminer sans justifier 'ensemble I'(«v, ). Cet ensemble admet-il un plus petit élément ?

(e) Déterminer la borne inférieure de I'(a, 53).

Exercice 3
On considére la suite (uy,),>o définie par

w=-1, wuy=4 et Yn =0, upio=4(upr1 — uy).

Montrer qu'il existe (a, b, c) € R3? tel que pour tout entier n > 0, u, = (an + b)c".
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1
2+ 3

On considere la fonction f : x — . Déterminer les ensembles suivants :

o ={f(x) |z €[2,5]} et B={xeR| f(x)e[3,4]}.

» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {1} comme quotient de fonctions polynomiales dont le
dénominateur ne s’annule pas. On a :

weR (1) )= B =

On reconnait au numérateur une fonction polynomiale de degré 2 de discriminant A = 22 — 4(—1)3 =
16 > 0. Donc le numérateur s’annule en (—2 + v/16)/(—=2) = —1 et en (—2 — v/16)/(—2) = 3. De plus,
il est strictement positif sur | — 1, 3[ et strictement négatif sur | — oo, —1[U]3, +-00[. Puisque (1 — x)? > 0
pour tout x # 1, on en déduit le tableau des variations de f.

T —00 -—2-v5 —3 —1 0 —24 VB 1 2 3 5) +00
f(x) - 0 + + 0 -
+00 +0o0 —6

2 —00 —00
car :
i ) = Jim T = ol 00 = EC =2 o) = i T = o
A ) = Lmooil = oo] )= g =6 |t S = i TP o

On a f(2) = 212—+23 =—Tet f(5) = 552%13 = —7. On déduit donc du tableau des variations de f que :

A ={[f(z) [ xe[2,5]} =|[-7, 0]}

Pour déterminer 4, on résout les deux équations suivantes :

2
3
¢ fla)=3 = T2 3 ey 243-3(1—2) « 22430 =0 < 2(z+3)=0
—x
On obtient donc comme solutions £ = 0 ou x = —3.
243

o f(z)=4 = =4 <= 2?+3=4(1-12) < 2> +4r—-1=0
—x

On obtient une équation du second degré de discriminant A = 4% — 4(—1) = 20 > 0 qui admet pour
solutions x = (—4 4+ /20)/2 = -2+ V5 ouz = —2 — /5.
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On déduit donc du tableau des variations de f que :

#={veR| f(z) €34} =|[-2- V53| u[o,-2+ V5| |

Probléme 1

On dit qu’une suite (u,)nen de nombres réels est croissante lorsque l'assertion suivante est vérifiée :
€ N(p,q) €N? p<qg=>u, < U

1. Justifier que la suite (v, = 42"),en est croissante selon la définition précédente.
» Soit (p,q) € N2 On suppose que p < q. Alors v, = 429 = 4297P x 42F = 4277P X v, par associativité
du produit. Or :
42177 =42 x 42 x - - x 4221 (carq—p=0) et v, =429 =42 x42x---x42>0

-

q — p fois p fois

donc v, = 42977 x v, > 1 x v, = v,. Par conséquent, si p < ¢ alors v, < v, et cette impli-
cation est vraie pour tout (p,q) € N2 On en déduit que lassertion %, est vraie et donc que

(v, = 42™),en est croissante |.

Les difficultés de ce probléme sont de bien comprendre les questions et de bien
rédiger les réponses. Pour cette question, on doit démontrer une proposition com-
mengant par ¥(p,q) € N?, donc on commence par poser (p,q) € N%. Puis on
veut montrer une implication, donc on suppose la cause et on démontre la consé-
quence.

2. (a) Ecrire la négation de l’assertion 6.
» On a:

non(%,) : «3(p,q) € N?, p< qetu, > uy |

(b) En déduire que la suite (w, =29 — 13(—1)"),en n'est pas croissante.
» On raisonne par analyse-synthése pour déterminer (p, q) € N? tel que p < ¢ et u, > u,.
Analyse. On a :

wy =29 —13(—1)? =29 — 13 = 16
wy =29 — 13(—1)' =29 + 13 = 42
wy =29 —13(—1)*> =29 — 13 = 16
w3 =29 — 13(—1)* =29 + 13 = 42
wy =29 — 13(-1)* =29 - 13 =16

Synthese. On pose ‘p =letq= 2‘. Alors p < g et w, = 42 > 16 = w,. On en déduit que

I'assertion non(%7) est vraie d’aprés le résultat de la question précédente, donc que I’assertion

%1 est fausse et donc que | (w, =29 — 13(—1)"),en n’est pas croissante |.

3. Pour les questions suivantes, on fize une suite quelconque (uy)nen de nombres réels.
(a) Montrer qu’il suffit que (u,)nen Soit croissante pour que l’assertion suivante soit vérifiée :

€ : &n €N, u, < U1

» On suppose que (u,),en est croissante, donc que lassertion %) est vraie. Montrons que
I'assertion %5 est vraie. Soit n € N. On pose (p,q) = (n,n+1) e N>. Alorsp=n<n+1=q.
Puisque %7 est vraie, on en déduit que u, < u,, donc que u, < u,41 et ceci est vraie pour
tout n € N. On a donc démontré que 'implication «¢; = %5» est vraie. Par conséquent,
il suffit que (un)nen soit croissante pour que lassertion %5 soit vraie |.
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(b) On suppose dans cette question que l’assertion €, est vérifiée et on fivze p € N. Prouver par
récurrence que u, < ug pour tout entier q = p.
» Initialisation. Si ¢ = p alors u, = w, donc en particulier u, > u, ce qui initialise la récurrence.
Hérédité. Soit un entier ¢ > p fixé. On suppose que u, < ug, alors :

d’aprés la relation de récurrence de I’assertion %, supposée vraie (en posant n = q)

Ug+1 q

u
u, d’apres I'hypothése de récurrence.

VoWV

Par conséquent, si u, < u, alors u, < ugq; et cette implication est vraie pour tout entier ¢ > p.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que

Vg = p, up, <ug|

(c) Que peut-on déduire des deux questions précédentes ¢
» A la question 3(a), on a démontré que I'implication «&; = %,» est vraie. A la question 3(b),
on a démontré que si l'assertion %5 est vraie alors l'assertion «Vq > p, w, < u,» est vraie pour
tout p € N, donc 'assertion %) est vraie. Par conséquent, on a démontré a la question 3(b) que
I'implication «% = %71» est vraie. On en déduit que ‘ les assertions %] et %5 sont équivalentes‘

et donc que | (uy,)qen est croissante si et seulement si w,, < u,1 pour tout n € N|.

4. On dit que (uy)nen est décroissante lorsque la suite (—uy)nen st croissante.

(a) Montrer que (un)nen est décroissante si et seulement si l'assertion suivante est vérifiée :
D Np,q) €N, p<qg=u, > ug»

» On raisonne par double implication.

1" implication. On suppose que (u,),en est décroissante. Montrons que l'assertion ; est vraie.
Soit (p,q) € N2. On suppose que p < ¢. Puisque (u,)nen est décroissante, (—u,)nen st crois-
sante, donc —u, < —u, d’apres la conséquence de 'assertion %;. On en déduit que u, > u,. Par
conséquent, si p < u, alors u, > u, et cette implication est vraie pour tout (p,q) € N2 Ainsi,
on a démontré que si (u,),en est décroissante alors I'assertion %, est vraie.

2¢ implication. On suppose que l'assertion %, est vraie. Montrons que (u, ),en est décroissante.
Il suffit donc de démontrer que (—u,)nen est croissante. Soit (p,q) € N2. On suppose que
p < ¢. Puisque 'assertion 7, est vraie, on a u, > u, donc —u, < —u, On en déduit que
assertion «V(p,q) € N, p < ¢ = —u, < —u,» est vraie, donc que (—uy,)ney est croissante.
Par conséquent, on a démontré que si 'assertion 2; est vraie alors (u,)nen est décroissante.

Conclusion. Par double implication, on a prouvé que | (u,)nen est décroissante si et seulement si

‘l’assertion 9, est vraie ‘

(b) A laide de la question 3, déterminer une assertion 9y équivalente a 9.
» Montrons que 'assertion Z; est équivalente a ’assertion suivante :

‘.@2 c«Vn € N, uy = Upyr» |

On a:

«(Up)nen est décroissante»  (d’apres le résultat de la question précédente)
«(—up)nen est croissante»  (par définition d’une suite décroissante)

«vn € N, —u,, < —u,41» (en raisonnant comme a la question 3)

«vn € N, u, > upy1» (en multipliant l'inégalité par —1)

Ds.

11117

Finalement, on a bien prouvé que ‘les assertions Z; et %, sont équivalentes ‘
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5. On dit que (u,)nen est constante lorsque l'assertion suivante est vérifiée :
o «dK eR, VneN, u, = K».
(a) Montrer qu’il est nécessaire que l’assertion suivante soit vérifiée pour que (up)nen Soit constante :
JHy o &Nn e Ny u, = ug».

» On suppose que (u,)nen est constante, donc que lassertion %] est vraie. Montrons que
lassertion %5 est vraie. Puisque J#] est vraie, on a uy = K (en posant n = 0). Soit n € N.
Puisque J#] est vraie, on a u,, = K. On en déduit que u,, = ug et ceci est vraie pour tout n € N.

On peut également prouver ce résultat par récurrence. ‘

On a donc démontré que 'implication «.#; = J#» est vraie. Par conséquent, \il est nécessaire\

que D'assertion J#; soit vraie pour que (u,),en SOit constante |.

(b) Montrer qu’il est nécessaire que Jy soit fausse pour que (uy,)nen ne soit pas constante.
» On suppose que (u,)nen N'est pas constante, donc que I'assertion 7] est fausse. Ainsi, Ias-
sertion suivante est vraie :

non(#) : «VK € R, In € N, u, # K».
Montrons que 'assertion %3 est fausse, donc que I’assertion non(.#3) est vraie. On a :
non(#3) : «In € N, wu, # up».

On pose K = ug dans l'assertion non(.#]) supposée vraie. Alors il existe n € N tel que u,, # K,
donc tel que u,, # ug.

On ne peut pas trouver de valeur précise pour n, donc on ne peut pas utiliser
une méthode constructive (par analyse-synthése) pour prouver ce résultat.

On a donc démontré que l'implication «non(.#;) = non(#)» est vraie. Par conséquent,

il est nécessaire que l'assertion .#5 soit fausse pour que (u,),en ne soit pas constante |.

(c) Que peut-on déduire des deux questions précédentes ¢
» A la question 5(a), on a démontré que I'implication «.#; == #5» est vraie. A la question
5(b), on a démontré que I'implication «non(.#;) = non(%)» est vraie, donc que I'implication
«Ho = J#1» est vraie par contraposée. On en déduit que ‘ les assertions 7] et J#5 sont équiva-

[lentes |

6. (a) Montrer que si (up)nen est constante alors (uy,)nen est croissante et décroissante.
» On suppose que (uy)nen est constante, donc que lassertion J#; est vraie. Montrons que
(Un)nen est croissante, donc que assertion ) est vraie. Soit (p,q) € N2 On suppose que
p < q. Puisque J#] est vraie, on a u, = K (en posant n = p) et u, = K (en posant
n = q). Ainsi v, = K = wu, donc en particulier u, < w,. Par conséquent, si p < ¢ alors
u, < u, et cette implication est vraie pour tout (p,q) € N2. On en déduit que Passertion %}
est vraie et donc que (u,)nen est croissante. En raisonnant de méme, on montre que ’asser-
tion 2, est vraie et donc que (u,)nen est décroissante. Finalement, on a bien démontré que

si (un)nen est constante alors (u,),en est croissante et décroissante |.

(b) On suppose dans cette question que (uy,)nen est croissante et décroissante. Prouver que u, = ug
pour tout entier n = 0.
» Soit n € N. On pose (p,q) = (0,n). Alors p = 0 < n = ¢. Puisque % est vraie (car (u,)nen
est supposée croissante), on en déduit que u, < u,, donc que ug < u,. De méme, puisque Z;
est vraie (car (u,)nen est supposée décroissante), on en déduit que ug > u,. Par conséquent, on
a u, = ug et ceci est vraie pour tout n € N. On a donc démontré que :

‘Vn}O, un:uo‘.
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‘ On peut également prouver ce résultat par récurrence. ‘

(c) Que peut-on déduire des questions précédentes ?

» A la question 6(a), on a démontré que l'implication «.#] == (€, et Z1)» est vraie. A
la question 6(b), on a démontré que l'implication «(%) et Z;) = J5» est vraie. Or on a
démontré a la question 5 que 'équivalence «#; <= J#5» est vraie. On en déduit que
les assertions J#] et (6] et %) sont équivalentes | et donc que | (u,)nen est constante si et seu-

lement si (u,)nen est croissante et décroissante |.

Exercice 2
Résoudre linéquation d’inconnue x € R suivante en fonction des valeurs du paramétre m € R :

6z +5m +4 > |3x + 2m + 1.

» On raisonne par disjonction de cas.

e [cas:3z+2m+1>20 < z > — 2m+1

. Alors [3z 4+ 2m + 1| = 3z + 2m + 1 et donc :

6r+5m+4>|3z+2m+1] < 6x+dm+4>3x+2m+1
<~ 3r+3m+3=0
= rz>—-(m+1)

(2m+1)

Ainsi, on obtient x € [

équation suivante :

, +oo[N[—(m + 1), +o00[. Pour simplifier cet ensemble, on résout 'in-

_(@m+1)

3 <—(m+1) <= 2m+123(m+1) < 0>2m+2 < -2>m

Par conséquent, on obtient comme ensemble solutions dans le 1 cas : x € [—(m—+1), +00[sim < —2
et x € [—%, +oo[ si m > —2.

e 2°cas:3r+2m+1<0 <= v < — (Qm“ . Alors [3z 4+ 2m + 1| = —(3z +2m + 1) et donc :
6x+5m+4>[3x+2m+1| < 6r+dm+4>—-3zx+2m+1)
<~— 92 +T"™m+5=20
<:>x>_(7m9+5)

Ainsi, on obtient z €] — oo, — &~ (7m+5)

équation suivante :

, +oo[. Pour simplifier cet ensemble, on résout l'in-

(2m+1) (Tm +5)

B — < Sir— <~ 92m+1)=23(Tm+5) < 0=23m+6 < —-2>m
Par conséquent, on obtient comme solutions dans le 2¢ cas : x € () (pas de solutions) si m < —2 et
T € [—(7m9+5), —(2m3+1)[ sim > —2.

e Conclusion : I’ensemble des solutions de I'inéquation est donc égale a :

[—(m+1),4+00] si m< -2

{ [ (2m+1) —|—OO[ [ (777;—&-5)’ _(Qm;-l)[ [_ (7mg+5)’+oo[ si m>_2
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Probléme 2

Pour tout couple (o, B) de réels tels que 0 < av < (3, on définit l’ensemble suivant :

(v, B) = o, Bl U 120,28 U 130,38 U J4a, 48[ U -+ = | ] Jka, kB[

Par exemple, pour le couple (o, ) = (3,4) on obtient =t

&(3,4) =]3,4[U]6, 8[U]9, 12[U]12, 16[U]15, 20[U]18, 24[U - - - =]3, 4[U]6, 8[U]9, 12[U]12, +0o0]

et on remarque que [7y,4+00[C &(3,4) pour tout v > 12. Les buts de ce probléme sont :
— de démontrer que &(a, B) contient au moins un intervalle de la forme [y, +oo[ oty > 0;
— et de déterminer, si possible, la plus petite valeur de v qui vérifie cette propriété.
1. Dans cette question, on considére l'ezemple (o, f) = (14,19).

(a) Ecrire sans justifier l'ensemble &(14,19) sous la forme d’une union d’un nombre fini d’inter-
valles et trouwver un réel v > 0 tel que [y, +o0[C &(14,19).

» On a:
&(14,19) =]14, 19[U]28, 38[U]42, 57[U]56, 76[U]70, 95[U - - - =[] 14, 19[U]28, 38[U]42, +o00] |

Par exemple, pour |y =43 > 0|on a [y, +o00[= [43, +00[C &(14,19).

(b) Déterminer sans justifier [’ensemble des réels v > 0 tels que l'intervalle |7y, +00[ soit inclus dans
&(14,19). Cet ensemble admet-il un plus petit élément ¢ une borne inférieure ?

» L’ensemble des réels v > 0 tels que [y, +00[C &(14, 19) est | |42, +o0[ | L’ensemble de ses mino-

rants est | —oo, 42] donc cet ensemble ‘ n’a pas de plus petit élément | mais \ sa borne inférieure est\

42)

Pour la suite du probleme, on fixe un couple quelconque («, ) de réels tels que 0 < o < 3.

2. Pour cette question, on pose v = ;i + 1.
(a) Soit x = ~. Montrer que la longueur de l’intervalle ]% 2| est strictement plus grande que 1.
» On a:
E_zzﬁx—owc :B_ax2 ﬁ_afy car 0 < a < 8 donc p-o > 0.
a f af af af af

Par conséquent :

r_ f—al ap b —« b —
B; B (ﬁ—a+1>_1+ of >1 car of > 0.

Ainsi, |la longueur de l'intervalle |

LIy

, ] est strictement plus grande que 1|,

EI&

[ contient au moins un entier qu’on notera n(x) € 7Z.

> 1 et x €|n(z)a, n(z)B].
[, on a en particulier :

On peut en déduire que ['intervalle

QI&

IH\_/

I3
(b) Pour tout x > =y, justifier que n(x
> Soit # > 7. Puisque n(z) €]5, %
aB 4
T i B—a +
n(x)>=>-=——
BB g

On en déduit que n(z) est un entier strictement positif donc |n(z) > 1| De plus :

>0 car0<a<f.

% < n(x) doncx<n(x)f (car > 0)

et de méme n(x) < Y done n(x)a <z (car a > 0).
«

Par conséquent, |z €]n(z)a, n(x)s[ |
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(c) En déduire que |y, +oo|C &(a, 5).
» Soit x € [y, +oo[. Donc z > «. D’apres le résultat de la question précédente, il existe un entier
k > 1 tel que x €]ka, kB[ (on a trouvé k = n(x)). Par conséquent, x € (J,,]ka, kB[= &(a, B).

Puisque ceci est vrai pour tout € [y, +0oo[, on en déduit que | [y, +oo[C &(a, ) |.
3. On pose I'(a, B) = {y > 0| [y, +oo[C &(a, B)}.

(a) A Uaide du résultat de la question 2, justifier que I'(a, ) admet une borne inférieure.

» Il suffit de montrer que I'(«, 5) est non vide et minorée. D’aprés le résultat de la question 2,
(;Tﬁa +1) € I'(e, B) donce I'(«v, B) est non vide. De plus, I'(a, #) est minorée par 0 par définition

de I'(a, 8). On en déduit que |I'(«, 5) admet une borne inférieure|.

(b) Pour cette question, on fize un entier k > 1. Montrer que :

«

B—a

(]ka, kB[N )(k + Dav, (k + 1)3[) — 0= k<

» On raisonne par double implication.
1™ implication. On suppose que |ka, kG[ N |(k + 1), (k + 1)8[= 0. On en déduit que :

ka < kB < (k+ 1a < (k+1)8.

En particulier, la deuxiéme inégalité donne :

(67

k(B —a)=kB—ka<a donc kéﬁ—a

(car a < 8 donc f — a > 0).

2¢ implication. On suppose que k < /(5 — «). On en déduit que :
kB —ka=k(f—a)<a (car f—a>0) donc kB < (k+1)a.
De plus, on a ka < kf (car a < S et k > 1> 0) et de méme (k+ 1)a < (k+ 1)5. Ainsi :

ka<kf<(E+1a< (k+1)8

et par conséquent ||ka, kB[ N |(k+ 1)a, (k+1)5[=0|.

Conclusion. Par double implication, on a bien démontré que :

(67

B—al

(1ker, BT A (k4 Dev, (e + 1)) = 0 <= k <

‘ On peut également raisonner directement par équivalences ici.

(¢) On pose N = { J + 1 ou |-| désigne la partie entiére.

«
b —a«
1. Montrer que N est un entier supérieur ou égal a 1.

» Par définition de la partie entiére, on a :
@ o @ o
€z et < < 1.
LB—@J ’ b—aJ B-a wa*
~—_——

Or a/(f—a) > 0car 0 < a < § donc N est un entier strictement positif. On en déduit
que ‘N est un entier supérieur ou égal a 1 ‘
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ii. Montrer que pour tout entier k > N, les intervalles |ka, k[ et |(k + 1), (k + 1)5[ ne sont
pas disjoints. En déduire sans justifier l'ensemble |- y|ko, k3|.

» On fixe un entier £k > N. Donc :

k>N = a +1> e (par définition de la partie entiére).
f—a f—a

Puisque k > «/(8 — ), on en déduit que l'assertion «k < /(8 — a)» est fausse. Donc,
d’aprés le résultat de la question 3(b), assertion «|ka, k8] N ](k + 1), (k + 1)8]= 0» est
fausse. D’ou Jkov, kB[ N ](k+1)«, (k+1)5[# 0, autrement dit | |ko, k5[ et |(k + 1)a, (k + 1) 5[ ne so

. Puisque ceci est vrai pour tout entier £ > N, on en déduit que :

U]k‘a,kz,@[z]]\fa,—i-oo[.

k>N

iii. Montrer que les intervalles (N — 1)a, (N — 1)8] et |[Na, +o0| sont disjoints.
» On a:

No1=|-2 | <2 (par définition de la partie entiére).
b —« b —«

D’aprés le résultat de la question 3(b) en posant k= N — 1, on a :
J(N=Da, (N =1DB[N (N =1)+ Da, (N -1) +1)5[=0

donc les intervalles |(N — 1)a, (N — 1)8] et |Na, NG| sont disjoints. Par conséquent, les
intervalles | [(N — 1)a, (N — 1)3] et | Na, +00] sont disjoints |.

On a donc prouwvé que &(a, B) peut s’écrire sous la forme :
E(a,B) =]a, B[ U20,26[ U ---U (N —1)a, (N —1)B[ U |Nav, +00].

(d) Déterminer sans justifier l'ensemble I'(a, 8). Cet ensemble admet-il un plus petit élément ?

» D’apreés les résultats précédents, on a :

(o, B) =] Na, +00l|.

L’ensemble des minorants de I'(a, #) est donc | — 0o, Na]. Par conséquent, | I'(«, 5) n’a pas de

‘ plus petit élément ‘

(e) Déterminer la borne inférieure de T'(a, 3).

» D’aprés le résultat de la question précédente, [sup I'(«, 8) = Nav|.

Exercice 3
On considére la suite (u,)n>o0 définie par

w=-1, wuy=4 et Yn=0, upro=4(upr1 — up).

Montrer qu’il eziste (a,b,c) € R3 tel que pour tout entier n >0, u, = (an + b)c".
» On raisonne par analyse-synthése pour déterminer (a,b,c) € R3.
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e Analyse. Si u,, = (an + b)c" pour tout entier n > 0, alors on a en particulier pour n =0 :
—1l=u=(ax0+bc’=0b donc b=—1.

De méme, on a pour n =1 :

4=u;=(ax1+bc" =(a—1)c donc c=

4 (carsia—lz()alors4=(a—l)c:O)
a—1 '

ce qui et absurde, donca —1#0
De plus, on a pour n = 2 :
Uy = 4(up —up) =4(4— (1)) =20 et wuy = (ax2+b)c = (2a—1)c

done ¢ — 20 car si 2a — 1 = 0 alors 20 = up = (2a — 1)c* =0
R V| ce qui et absurde, donc 2a — 1 # 0 '

On en déduit que a doit vérifier ’équation suivante :

2a — 1 a—1 a?—2a+1
<~ 20a®> —T72a+36=0
<~ 50> —18a+9=0

2 4 \? 1
0 202:< ): 0 < 20(a®* —2a+1) =16(2a — 1)

On peut également obtenir une équation (plus simple) vérifiée par c en Temmquant
que 4 = (a — 1)0 entraine ac = 4 + ¢ puis 20 = (2a — 1)c? = 2(4 + ¢)c — 2. On
obtient alors ¢* + 8¢ — 20 = 0 qui admet pour solutions ¢ = 2 ou ¢ = —10.

On obtient une équation du second degré de discriminant A = (—18)?—4x5x9 = 324—180 = 144 > (
qui admet pour solutions a = (18 + v/144)/(2 x 5) = (18 + 12)/10 = 3 ou @ = 6/10 = 3/5. On en
déduit que ¢ = 4/(3 —1) = 2 ou ¢ = 4/(2 — 1) = —10. Par conséquent (a,b,c) = (3,—1,2) ou
(a,b,¢) = (2,-1,-10). Or :

57

(3x3—1)2% =64

ug = 4(ug —uy) =4(20 —4) =64 et {(§><3—1)(—10)3:—800'

5
On en déduit qu’il est nécessaire que (a, b, c) soit égal a (3, —1,2) pour que u, = (an + b)c™ pour
tout entier n > 0.

e Synthése. On pose ‘a =3, b=—-letc=2 ‘ Montrons par récurrence double que pour tout entier
n>0onau, = (an+b)c" = (3n — 1)2".

— Initialisation. On a :
Bx0-1)2"=—-1=wuy et Bx1-12'=4=1y

donc la récurrence double est initialisée.

— Hérédité. Soit un entier n > 0 fixé. On suppose que u,, = (3n—1)2" et u, 1 = (3(n+1)—1)2".
Alors :

Upto = 4(Upy1 —u,) d’apres la relation de récurrence de I’énoncé
< n+1)—1)2"" — (3n — 1)2”) d’apres les hypothéses de récurrence
:4( (3n+2)2 — ( 3n—1)> x 2"
= (3n+5)2m
= (3(n+2) — 1)2"*2

Par conséquent, si u, = (3n—1)2" et u,y1 = (3(n+1) —1)2"* alors w0 = (3(n+2) — 1)27+2
et cette implication est vraie pour tout entier n > 0.
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— Clonclusion. D’apres le principe de récurrence double, on en déduit que

Yn >0, u, = (3n —1)2"|.

Finalement, on a bien trouvé | (a, b, c) = (3, —1,2)| tel que u,, = (an + b)c™ pour tout entier n > 0.
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DS n° 2 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Déterminer ’ensemble des solutions des deux inéquations et de I’équation suivantes d’inconnue 6 € R.

1. 6cos(f) > 7+ 8sin(h).

2. cos(0 + 3) < sin(f + 7).

3. sin(20) + sin(40) + sin(60) + sin(86) + sin(106) + - - - + sin(1000) = 0.
Probléme 1

Dans ce probléme, on pose pour tout z € C et tout n € N :

(2 =2x(2-1)x (2 - %Zx X (z=n+1) = 1:[(2 — () (en particulier (z)g = 1).

n facteurs

1. Soient p € N et n € N. Ecrire (p), & I'aide d’une disjonction de cas et de factorielles.
2. Pour les questions suivantes, on fixe z € C.
(a) Soit n € N. Exprimer (n — 1 — z),, en fonction de (2),.
(b) Soit (m,n) € N? tel que m < n. Ecrire (2),,/(2)m sous la forme (w),,_,, ott w € C.
(¢) Soit (m,n) € N2, Ecrire (2)m4n sous la forme (w),,(w'), ot (w,w’) € C2
(d) Soit n € N. Montrer que (22)2, = 22"(2)n(2 — 3 )n-

3. Pour tout n € N, on pose 'assertion suivante :

P(n) : <V(a,b) € C2, (a+b), (”) (@)1 (D) n_p>-

(a) Vérifier que P(0), P(1) et P(2) sont vraies.
(b) Vérifier que P(3) est vraie.
(c) Montrer que :

vn € N,V(a,b) € C*, (a+b)p1 =a((a—1)+b), +bla+ (b—1)),.

(d) Pour cette question, on fixe n € N et on suppose que P(n) est vraie. A I'aide du résultat
précédent, montrer que P(n+ 1) est vraie (indication : on pourra poser a’ =a—1et b’ =b—1).

(e) Conclure. A quoi ressemble cette conclusion ?
Exercice 2
Dans chaque cas, exprimer le terme u,, en fonction de I'entier n > 0.
1. Soit (un)nso la suite arithmético-géométrique telle que uy = 0, u; = 24 et uy = 42.

2. Soit (uy)n=o la suite récurrente linéaire d’ordre deux telle que ug =0, u; =1, ug = 1 et ug = —1.
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Probléme 2

Ce probléme propose d’étudier la suite (uy,),>0 définie par la relation de récurrence :

Vn >0, u, = arccos(uy,)

en fonction de la valeur de son premier terme uy € R. Pour tout entier n > 1, on note ¥, ’ensemble des
valeurs de ug telles que le terme u,, soit bien défini. Ainsi Z,, = ﬂ@l 9,, est 1 ensemble des valeurs de ug

telles que la suite (uy,)n>0 soit bien définie.
1. (a) Rappeler la définition de la fonction arccosinus et en déduire 2.
(b) Montrer que %, = [cos(1), 1].
(c¢) Déterminer Zs.

2. Pour tout entier n 1 on pose fn = arccos o arccos o - - - o arccos.
TV
n fois

(a) Prouver que u,, = f"(ug) pour tout entier n > 1.

Pour tout entier n > 1, 9, est donc 'ensemble des valeurs de uq telles que f"(ug) € [—1,1].

(b) En déduire la relation de récurrence suivante :

Vn>1, Dpy=cos(Z,) ou cos(Z,) ={cos(z) |z e P}

(c) Déterminer %, et .

3. Pour la suite du probléme, on définit la suite (¢,)n>0 par :
co=1 et Yn=0, ¢,p1 = cos(cy).

(a) Prouver que 0 < ¢opy1 < Coprs < Coppo < Cop < 1 pour tout entier k > 0.

(b) Déduire des résultats précédents que

g _ [Cn—1,Cn—2] 81 n est pair
" [¢n—2,Cn_1] sl n est impair.

4. On considére les ensembles & = {cor, | k > 0} et B = {cors1 | k = 0}.

(a) Justifier que &/ admet une borne inférieure et que % admet une borne supérieure.

Pour la suite du probléme, on note a = inf & et b = sup A.

(b) En considérant les ensembles cos(&7) et cos(#), montrer que b = cos(a) et a = cos(b).

(¢) En déduire que a — b = 2sin(%2) sin(%2).

(d) Justifier que 0 < sin(%?) <sin(1) < 1.
On rappelle que |sin(z)| < |z| pour tout z € R.
(
5 (

e) En utilisant les résultats des deux questions précédentes, démontrer que a = b.

a) Déterminer sans justifier 'ensemble 7, = (1,., %, a l'aide des résultats précédents.

(b) Conclure que si la suite (u,)n>0 est bien définie alors elle est constante égale a a.

Exercice 3
Simplifier les expressions suivantes en fonction de n € N*.

2n
k+1
1. H {TJ en séparant les indices pairs et impairs.

n
T
2 Z cos? <—> en inversant 'ordre de sommation
2n
k=1
3. (j—iyet Y (j—1i)
1<i<n 1<i<i<n
1<i<n

BCPST1A lycée Hoche 2017-2018 16 sur 136

Sébastien Godillon



Corrigé du DS n° 2 de mathématiques

Exercice 1
Déterminer l’ensemble des solutions des deux inéquations et de [’équation suivantes d’inconnue 6 € R.
1. 6cos() > 7+ 8sin(h).
» On a :
6cos(f) > 7+ 8sin(d) <= 6cos(f) — 8sin(h) > 7.
On cherche le module et un argument du complexe z =6 — 8i. On a :

2] = /6% + (—8)2 = v/36 + 64 = v/100 = 10

3 4
donc 2z =10 <5 - gz> = |z| (cos(arg(z)) + isin(arg(z))).
Puisque sin(arg(z)) = —3 < 0, on en déduit que ¢ = —arccos(2) est un argument de z.

Aidez vous d’un schéma du cercle trigonométrique. L’équation cos(arg(z)) =
admet pour solutions arg(z) = arccos(2)[2n] ou arg(z) = —arccos(2)[27]. L
signe de sin(arg(z)) permet d’éliminer les premiéres solutions.

[ (V]

3y

Ainsi 6 — 8 = z = 10(cos(¢) + isin(p)) donc 6 = 10cos(¢) et —8 = 10sin(p). En reportant dans

I'inéquation, on obtient :
6 cos(f) > 7+ 8sin(0)
<= 6cos(f) — 8sin(h) > 7
<= 10cos(y) cos(#) + 10sin(p) sin(f) > 7

7
0—p)>—
< cos(f — ) 10

<= dk € Z, — arccos <1—70> + 2km < 0 — ¢ < arccos (%) + 2km

< dk € Z, ¢ — arccos (1—70> + 2km < 0 < ¢ + arccos (%) + 2k,

Aidez vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour résoudre [’inéquation
V(G 7 i .
cos() — @) = 15. N'oubliez pas les congruences modulo 2.

Finalement, ’ensemble des solutions est :

U — arccos § — arccos 1 + 2k, — arccos § ~+ arccos 1 + 2km
et 5 10 ’ 5 10 ’

2. cos(0 + %) <sin(0 + 7).
» On a:

cos <9+g) < sin (8—1—%)

T

V>0

;)

<:>cos(z—«9—z>—cos<8+g >0 carVr R, sin(r) = cos(§ — )
2

= sin(@—l—%)—cos(@—i—

2 7
<= Re (ei(%_g) - ei(0+%)> 0
im_pg_ph_T

< Re (2@' sin < 14 5 3) e"(?:&r”e*gm) > (0 par factorisation par I’angle moitié
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<:)Re<2isin<@—9>e 84)20

29
<— — 2sin (814 —0) sin (—W) >0

84
<:>sin<§—4—0) 0 car —2sin(2F) < 0 puisque 2T €]0, 7
— Ik ez, —7r+2k7r<§—9<0+2k7r
857 s
— dJdkeZ, —+2k —0< ——+2k
€ 84+ T < 84+ s
77 85T
3 Z, — —2km <0< — + 2km.
<= Jk € g1 kr <0 2 + 2km

Aidez vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour déterminer le signe de

29 T seite o o
sin(%1) et pour résoudre l'inéquation sin(g; — ¢) < 0. N’hésitez pas a poser et
a détailler vos calculs de fractions pour gagner du temps (le calcul mental est

chronophage !) et éviter les erreurs.

Finalement, I’ensemble des solutions est :

T 851
U l@ — 2k, =1 + 2km

keZ

3. sin(20) 4 sin(46) + sin(660) + sin(80) + sin(100) + - - - + sin(1000) = 0.
» On a pour tout € R :

sin(20) + sin(46) + sin(66) + - - - + sin(1006)

100 50
= Z sin(k6) Zsin(%ﬁ) en posant k = 2/
k palr
50
= Z Im %9 =Im (Z (ei%)e) .
=1

On reconnait la somme des termes d’'une suite géométrique de raison 2’

1°" cas : e =1 <= 20 = 0[21] <= 6 = 0[rn]. Dans ce cas :

sin(20) + sin(46) + sin(60) + - - - + sin(1000) = Im (Z (1)‘) = Tm(50) = 0.

/=1

Donc toutes les valeurs de 6 congrues & 0 modulo 7 sont solutions de 1’équation.
2¢ cas : e¥ £ 1 <= 0 # 0[r]. Dans ce cas :

sin(26) + sin(46) + sin(66) + - - - + sin(1006)

50 2650 i0 1006
i 4 i 1 1-—(e io9€ — €
=Im ( g (e 20) ) = Im ((e 20) lf—emz) = Im <e QGW)

=1
0 2 sin(—500)e%
—1 1260 :
o (6 2i sin(—6)e?
=Im Su,l(ie)ei‘r’w = M sin(510).
sin(6) sin(6)

) par factorisations par I’angle moitié
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Attention a la formule de la somme des termes d’une suite géométrique lorsque
le premier terme n’est pas égal a 1/

On en déduit que dans ce cas :

sin(26) + sin(46) + sin(66) + - - - + sin(1000) = 0
sin(500)
sin(0)
<= sin(500) =0 ou sin(510) =
<= 500 =0[r] ou 516 = 0[n]

@HEO[%} ou 0—0[

sin(510) =0

i)

Conclusion : 'ensemble des solutions est :

{0+k:7r]k:eZ}U{0+k:%|keZ} {0+k—|keZ}.

Probléme 1

Dans ce probléme, on pose pour tout z € C et tout n € N :

(z)nzgx(z—l)><(z—2)><---><(z—n+1):H(z—€) (en particulier (z)o = 1).

~ =0

n facteurs

1. Soient p € N et n € N. Ecrire (p), a laide d’une disjonction de cas et de factorielles.
» 1 cas:p<n—1. Alors:

n—1 p—1 n—1
(P)n = H(p —0) = H(p —0) x (p—p) x H (p—1L) =0 par associativité.
=0 =0 -0 l=p+1

2° cas : p = n. Alors :

() = H(p 0) = H k en inversant 'ordre du produit avec k = p — ¢
=0 k=p—n+1

— ﬁ kXHZ;T{k: i:lk
k=p—n-+1 Hi:l k Hi:l k

par associativité

N’hésitez pas a développer ces produits sans le symbole [ pour les comprendre.

Par conséquent :

(P)n = 0 sip<n-—1
" (pn),81p>n ’

2. Pour les questions suivantes, on fize z € C.
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(a) Soit n € N. Ezprimer (n — 1 — z),, en fonction de (2),.

» On a:
n—1 n—1
(n—l—z)n:H(n—l—z—ﬁ):H((n—l—E)—z)

£=0 =0

= H(k — z) en inversant l'ordre du produit avec k =n —1—/

=0

n—1 n—1 n—1

= H ((—1) X (z — ki)) = H(—l) X H(z — k) par multiplicativité
k=0 k=0 k=0

(b) Soit (m,n) € N? tel que m < n. Ecrire (2)n/(2)m sous la forme (w)y_p, ot w € C.

» On a:
n—1 m—1 n—1
—/ —/ —/
(2)n = ﬁj_ol(z ) = 2240 (2 m_)lx iz =0 par associativité
(2)m g (2 — 0) £=0 (2 —10)
n—1 n—1l-m
=1l(z-10) = H (z—(k+m)) enposantk=0—m < (=k+m
{=m k=0
(n—m)—1
- H (z—=m) —k)=|(z—m)p_m|
k=0

(c) Soit (m,n) € N2, Ecrire (2)min sous la forme (), (w'), ot (w,w') € C2.
» On a:

X (z = (2)m X (2)msn
o ( )m+n ( )m (z)m

d’apreés le résultat de la question
précédente (car m < m + n)

=|(2)m(z —m)n |

Avec la méme méthode, on obtient que (2)min = (2)n(z2=1)m = (2—=1)m(2)n
ce qui est aussi une réponse possible. On peut également retrouver ces résul-
tats a l'aide de l’associativité et d’un décalage d’indice comme a la question
précédente mais cette méthode est plus longue.

(d) Soit n € N. Montrer que (22)a, = 22"(2)n(2 — %)n

» On a:
2n—1 2n—1 2n—1
(22)2n = [J 2z -0 = [J@z—0)x ] (2z-0
/=0 /=0 =0
£ pair ¢ impair
n—1 n—1 n—1 n—1
:H(2z—2k)><H(22—2k:—1):H(Qx (z—k)) XH(2>< (z—k—%))
@:0 k=0 k=0 k=0

TV TV
en posant ¢ = 2k en posant £ = 2k + 1

n—1 n—1 n—1 n—1
= H 2 x H(z — k) x H 2 % H((z — 1) — k) par multiplicativité
k=0 k=0

k=0 k=0

=2" X (2)n X 2" X (2 = )0 = |27"(2)n(2 — 2 )n |
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On peut également exploiter le résultat de la question précédente au début du
calcul car : (22)9n, = (22)pnin = (22)n(22—n),, puis on utilise deuz séparations
des indices pairs et impairs mais cette méthode est plus longue.

3. Pour tout n € N, on pose l’assertion swivante :

P(n): «/(a,b) € C*, (a+b), = (Z) (@) (D)p_g»-

(a) Vérifier que P(0), P(1) et P(2) sont vraies.
» Soit (a,b) € C*. On a :

(a+b)o=1 ot i (2) (@) (Bor = (g) (@o(b)o = 1 = (a+ b)o,

(a+b)i=atb et i (;) (@) (b1 = ((1)) (a)olb): + @ (@)1(b)o = b+a = (a+0b),

k=0

(a+by=(a+b(a+b—1)=a’>+ab—a-+ba+b*—b=a®+2ab—a+b*—b

Z (3) @ntae = () @ntor + (}) @rtor + () nttr

=b(b—1)+2ab+ala—1)=b>—b+2ab+a*—a=(a+b).

Puisque ces égalités sont vraies pour tout (a,b) € C?, on en déduit |P(0), P(1) et P(2)|.

(b) Vérifier que P(3) est vraie.
» Soit (a,b) € C*. On a :

(a+b)s=(a+b)a+b—1)(a+b-2)

=((:;b)2

= (a*+2ab—a+b*—b)(a+b—2) en reprenant le calcul de la question précédente
=’ + a’b — 2a° + 2a°b + 2ab* — 4ab — a® — ab+ 2a + b*a + b* — 26" — ba — b* + 2b
= a’ + 3a”b — 3a® + 3ab® — 6ab + 2a + b* — 3b* 4 2b

Z (7)) @ut0rss = (3@t + (3) @nor+ (3) @aton + ) @0

=bb—1)(b—2)+3ab(b—1)+3a(a—1)b+ala—1)(a—2)
= b3 — 3b% 4 2b + 3ab® — 3ab + 3a®b — 3ab + a® — 3a® + 2a
= (a+b)s.

et :

Ne perdez pas de temps a développer b(b—1)(b—2) et a(a—1)(a—2) : il suffit
d’exploiter le résultat du développement de (a + b)s pour a =0 ou b = 0.

Puisque cette égalité est vraie pour tout (a,b) € C?, on en déduit |P(3) |.

(c) Montrer que :

vn € N,¥(a,b) € C*,  (a+ b1 =a((a—1)+b), +bla+ (b—1)),.
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» Soient n € N et (a,b) € C2. On a :

n+1-1 n
(a+b)pi1 = H (a+b—10) = H(a+ b—1/) x (a+b) par associativité

=0 =1
n—1

:H(a+b—(k+1)) X (a+0b) enposant k=(—1 <= (=k+1
k=0
n—1

=[Jla+b—1-k)x (a+b)=(a+b—1),(a+D)
k=0

=ala+b—1),+bla+b—1), pardistributivité
=la((a—1)+b)n+bla+ (b—1))|

(d) Pour cette question, on fize n € N et on suppose que P(n) est vraie. A laide du résultat
précédent, montrer que P(n+ 1) est vraie (indication : on pourra poser ' =a—1 et =b—1).
» Soit (a,b) € C% On a d’apres le résultat de la question précédente :

(@4 b)ps1 =ald +b), +bla+1b"), enposant ' =a—1etd =b—1.

Puisque P(n) est vraie, on en déduit que :

n

@0 =03 (1) @nlOrs 403 () @t

= kz:; <k) ala —1)x(b)n—r + ; (k> (@)kb(b — 1)n—k
Or :
ala—1)=a - (a—1—-40)=(a—(14(-1))) i (a—(1+4) = ﬁ(a—(l—l—f))
=0 =0 ¢=—1

et en utilisant le méme calcul :

b(b— 1)t = (D)_isr-

Ne perdez pas du temps en calculs inutiles. Fxploitez tous vos calculs précé-
dents pour ne pas refaire les mémes calculs plusieurs fois.

En reportant ces résultats dans les sommes précédentes, on obtient :

n

RUNES (R[OS i (RO

_ ; (k’i 1) (@) (D)) + ; (Z) (@) (B)n-k11

enposant k' = k+1 <= k=K —1

BCPST1A lycée Hoche 2017-2018 22 sur 136 Sébastien Godillon



+ Z (1) @s0rss = (")) @it
s
::2::; ((k " 1) i (Z)) ()k(b)nis1  par lincarité

_(n+1
—\ k
d’aprés la formule de Pascal

n+1

=3 ("4 )it

Puisque cette égalité est vraie pour tout (a,b) € C?, on en déduit |P(n + 1)|.

(e) Conclure. A quoi ressemble cette conclusion ?

» On a montré P(0) ala question 3(a) et «Vn € N, P(n) = P(n+1)» ala question précédente.
D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que P(n) est vraie pour tout n € N, c’est-a-dire :

Vn € N,V(a,b) € C*, (a+b), = En: (Z) (a)e(b)p— |

k=0

Cette conclusion ressemble a la formule du bindéme de Newton :

k

k=0

Vn € N,V(a,b) € C*, (a+b)" = Z (n) akpn |

Exercice 2
Dans chaque cas, exprimer le terme u, en fonction de l’entier n > 0.

1. Soit (uy)nso la suite arithmético-géométrique telle que ug = 0, uy = 24 et ug = 42.
» La suite (u,),>o vérifie une relation de récurrence du type :

VYn >0, Up1=qu,+r
ou (g,r) € R% D’apreés les données de 1’énoncé, on a pour n =0et n=1:

24 =uy =quo+r=r donc |r=24

2-24 3
24 4]

et 42=wuy=qui+r=q24+24 donc |q=

Donc (uy,)n>o vérifie la relation de récurrence suivante :

3
Vn >0, |up = Zu” + 24|

On cherche o € R tel que :

3 3 1
a=l0+2 &= a-Ja=2 = ja=2 = [a =96].
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Alors on remarque que la suite (u, — @),>0 est géométrique de raison % car :
3 3 3
Vn >0, U —a= (Zun+24) — (Za+24) = Z(u”_a)'
On en déduit que :
3 n
V>0, u,—a= (Z) (up — ).
En reportant les valeurs de ug = 0 et a = 96, on obtient :
3 n
vn=>0, |u,=9611-— 1 )
2. Soit (un)n>o la suite récurrente linéaire d’ordre deux telle que ug =0, ug =1, ug =1 et uz = —1.

» La suite (uy,)n>o vérifie une relation de récurrence du type :
Vn >0, Upio= aUyy1 + buy,
ot (a,b) € R D’aprés les données de I'énoncé, on a pour n =0et n=1:

1 =wuy = auy +buy = a donc
et —l=u3s=aus+bu;=1+b donc |b=-2|

Donc (uy,)nso vérifie la relation de récurrence suivante :

Vn >0, |[Upio = Uyl — 2uy, ‘

On résout I'équation caractéristique suivante d’inconnue ¢ € C :
2 _ 2 _
¢ =q—2 <<= ¢ —q+2=0.

On reconnait une équation du second degré de discriminant A = (—1)? —4 x 1 x 2 = —7 < 0 donc
elle admet deux solutions complexes conjuguées : ¢q; = 1“‘[ et qp = 1= ;‘[ On cherche a écrire ces

deux solutions sous la forme exponentielle q; = pe® et g, = pe™™ ot p = |q1| et 6 = arg(q,)[27]. On

p=lal= (%)2+ <g>2

donc ¢ =2 (% + Z%) =2 <\/T_ + z£> = p(cos(arg(ql)) —l—z’sin(arg(qﬂ)).

V2

S

Puisque sin(arg(q;)) = ‘ﬁ > 0, on en déduit que |§ = arccos(*%?) | est un argument de g;.

ﬁ\b

N’oubliez pas de préciser que sin(arg(q)) > 0 pour justifier que — arccos(%2)
V2)
22).

n'est pas un argument de q; au contraire de arccos(

On sait qu'il existe deux constantes (A, B) € R? telles que :

Yn >0, wu,= (A cos(nd) + Bsin(n@))p"
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D’aprés les données de 1’énoncé, on a pourn=0et n=1:

0=wuy= <A cos(0) + Bsin(O))p0 =A donc

1
psin(6) |

et l=wu = (A cos(6) + Bsin(@))pl = Bpsin(d) donc |B =

Or psin(f) = Im(pe?) = Im(q;) = g donc | B = % = 2¥7| Finalement, on obtient :

2 2 n
Yn >0, |u,= gsin (n arccos \/——>> (\/5) .

Probléme 2

Ce probleme propose d’étudier la suite (up)n>0 définie par la relation de récurrence :
Vn >0, U,y = arccos(uy,)

en fonction de la valeur de son premier terme ug € R. Pour tout entier n > 1, on note &, l’ensemble des
valeurs de ug telles que le terme u,, soit bien défini. Ainsi Do = ﬂ@l 9,, est 'ensemble des valeurs de ug
telles que la suite (up,)n=o soit bien définie.

1. (a) Rappeler la définition de la fonction arccosinus et en déduire .

» | Pour tout = € [—1, 1], arccos(x) est I'unique angle 6 € [0, 7] tel que cos(f) = x|. En particu-

lier, u; = arccos(ug) est bien défini si et seulement si ug € [—1,1]. On en déduit que :

7 =[-1,1]].

(b) Montrer que P, = [cos(1),1].
» uy = arccos(up) et bien défini si seulement si uy € [—1, 1]. Or uy = arccos(ug) et on a d’aprés
la définition de la fonction arccosinus :

arccos(ug) € [—1,1] <= arccos(ug) € [0,1] <= ug € [cos(1), 1].

Aidez vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour comprendre et ré-
soudre ces inéquations.

On en déduit que :

Dy = [cos(1),1]|.

(c) Déterminer Zs.
» u3 = arccos(ug) est bien défini si et seulement si up € [—1,1]. Or uy = arccos(u;) donc ug
est bien défini si et seulement si u; € [cos(1),1] (en utilisant le méme raisonnement que celui
de la question précédente). De plus u; = arccos(0) et on a d’aprés la définition de la fonction
arccosinus :
arccos(ug) € [cos(1),1] <= wug € [cos(1), cos(cos(1))].

On en déduit que :

D5 = [cos(1), cos(cos(1))] |-

2. Pour tout entier n > 1, on pose f™ = arccos o arccoso - - - 0 arccos.

TV
n fois
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(a) Prouver que u, = f"(ug) pour tout entier n > 1.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. On a u; = arccos(ug) par définition de la suite (u,)n>0 €t

Hu) = (arccos) (ug) = arccos(ug) = uy.

1 fois

Donc ’égalité est vraie pour n = 1.
Hérédité. On fixe un entier n > 1 et on suppose que u, = f™(ug). Alors on a :

Up41 = arccos(u,) d’aprés la relation de récurrence de la suite (uy,)n>0

= arccos < fr (u0)> d’apres 'hypothése de récurrence

= arccos | (arccos oarccos o - - - o arccos)(uo) par définition de f"
n fois
= arccos | arccos(arccos(. ... (arccos(u)) . . .)) par définition de la composition
n fois
= arccos(arccos(arccos(. .. (arccos(ugp)) . ..)))
Y o ’
= (arccos o arccos oarccos o - - - o arccos)(ug)  par définition de la composition
~
n+ 1 fois

_ fn+1(U0) par définition de f L

Donc si u, = f™(ug) alors u, 1 = f"(ug) et cette implication est vraie pour tout entier n > 1.

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

Yn>1, |u, = f"(u)l

Pour tout entier n > 1, 9, est donc l’ensemble des valeurs de ug telles que f"(ug) € [—1,1].

(b) En déduire la relation de récurrence suivante :
Vn>1, Dy =cos(Z,) ou cos(Z,)={cos(x) |z e D}

» Soit n > 1. On raisonne par double inclusion.

1™ inclusion. Montrons que %,,+1 C cos(%,). Soit ug € Z,+1. Montrons que uy € cos(%,). On
cherche donc z € 2, tel que uy = cos(x).

Analyse. On a :

ug = cos(z) <= (:v = arccos(ug)[271] ou x=-— arccos(u@[?w]).

Synthése. On pose x = arccos(ug). Donc cos(x) = ug par définition de la fonction arccosinus. I
reste & montrer que z € %, c’est-a-dire que f"~!(x) € [—1,1] d’aprés le résultat de la question
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précédente. Or on sait que ug € %11, donc que [ 11 (uy) = f"(ugy) € [—1,1]. Par conséquent :

" Hz) = f*(arccos(ug))

= (arccos o - - - 0 arccos) (arccos(u0)> par définition de f"*

- i

~
n — 1 fois

= arccos(. .. (arccos <arccos(u0)>) ...) par définition de la composition

TV
n — 1 fois

= arccos(. . . (arccos(arccos(up))) - . .)

VvV
n fois

= (arccoso - - - o arccos o arccos)(ug) par définition de la composition

N S
-~

n fois

= f™(up) € [-1,1] par définition de f" et car ug € Py41.

Ainsi, on a bien trouvé x € ¥, tel que uy = cos(x). Donc uy € cos(Z,) et ceci est vrai pour
tout uy € Zp41. On en déduit que Z,,41 C cos(Zy,).

2¢ inclusion. Montrons que cos(%,,) C PDni1. Soit uy € cos(Z,) donc il existe © € %, tel que
up = cos(z). Montrons que ug € 11, c’est-a-dire que f"(ug) € [—1, 1] d’apreés le résultat de la
question précédente. On a :

f"(uo) = f"(cos(x))

= (arccos o - -+ 0 arccos o arccos) (cos(x)) par définition de f"
o

(.

vV
n fois

= arccos(. .. (arccos(arccos <cos(x)) ))...) par définition de la composition

TV
n fois

= arccos(. . . (arccog (arccos(cos(x)))) o)

~
n — 1 fois

= arccos(. .. (arccos (x)) ...) par définition de la fonction arccosinus

TV
n — 1 fois

= (arccoso---oarccos)(z) par définition de la composition
N -~ e

n — 1 fois

= f"Y(x) € [-1,1] par définition de f*~! et car z € D,.

Donc uy € P41 et ceci est vrai pour tout ug € cos(%,). On en déduit que cos(Z,) C Dpy1-
Conclusion. Par double inclusion, on a bien montré que :

Vn =21, |Dpy1 = cos(Zy) |.

La rédaction est longue et laborieuse mais la question n’est pas si difficile si
on se laisse guider par les méthodes de démonstration (démontrer une égalité
d’ensembles, démontrer une inclusion, démontrer une proposition commen-
cant par ¥, démontrer une implication, démontrer une proposition commen-
cant par 3, etc.).

(c) Déterminer 24 et Ds.
» D’aprés les résultats précédents, on a Py = cos(%;) = cos([cos(1), cos(cos(1))]). Or la fonction
cosinus est décroissante sur [cos(1), cos(cos(1))] C [0,1] C [0, 7] donc :

Dy = [cos(cos(cos(l))),Cos(cos(l))] :
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Aidez vous d’un schéma de la courbe représentative de cosinus.

De méme, on obtient :

D5 = cos(Zy) = [cos(cos(cos(l))), cos(cos(cos(cos(l))))] :

3. Pour la suite du probléeme, on définit la suite (¢,)n=0 par :
co=1 e Yn=0, ¢,y = cos(cy).

(a) Prouver que 0 < Copr1 < Coprs < Copra < Cor < 1 pour tout entier k > 0.
» On raisonne par récurrence.

Initialisation. On a 0 < cos(1) < 1 car 1 € [0, T]. Donc 0 < ¢1 < ¢o. Puisque la fonction cosinus
est décroissante sur [0,1] C [0, 7], on en déduit que :

cos(0) = cos(c1) = cos(cg) done ¢y = co = 1.

De méme, on a :
cos(cp) < cos(ez) < cos(cy) done ¢ < ez < oo

Finalement, on a 0 < ¢; < ¢3 < o < ¢g = 1 donc les inégalités sont vraies pour k£ = 0.

Hérédité. On suppose que 0 < copr1 < Coprs < Copro < o < 1 pour un entier k > 0 fixé.
Puisque la fonction cosinus est décroissante sur [0,1] C [0, 7], on a :

cos(0) = cos(Capt1) = cos(Capt3) = cos(Copra) = cos(cor) = cos(1)

donc 1> copto = Coppa = Copys = Copqr = cos(1) > 0.

De méme, on a :
cos(1) < cos(capt2) < coS(Copra) < cos(Coprs) < cos(capr1) < cos(cos(1)) < cos(0)
donc 0 < cos(1) < copps < Corgs < Copya < Copp < coscos(1)) < 1.
Par conséquent, on a montré que :
(0 S Coptl S Copp3 S Coppo S Ok < 1) = <0 S C2>k+1)+1 S Ck+1)+3 S Co(k+1)+42 S C2(k+1) S 1)

et cette implication est vraie pour tout entier £ > 0.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vk >0, |0< copr1 < Copts < Copgo < Cop < 1|

(b) Déduire des résultats précédents que

Cn_1,Cn_2| 8t N est pair
=2 Y= { {CZ_;: cz_ﬁ sin est fmpair.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. D’apreés le résultat de la question 1(b), on a %, = [cos(1), 1] = [c1, ¢o] donc le
résultat est vrai pour n = 2 car 2 est pair.
Hérédité. On suppose que le résultat est vrai pour un entier n > 2 fixé. Montrons que le résultat
est vrai pour n + 1. On raisonne par disjonction de cas.
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1" cas : n + 1 est pair. Alors il existe un entier ¢ > 2 tel que n + 1 = 2¢. Donc n = 20 — 1 est
impair. D’aprés ’hypothése de récurrence, on en déduit que :

D, = [Cn—2, Cn—1] = [Car—3, Car—2] = [Co—2)41, C2(t—2)42) = [Con+1, Cort2] en posant k= —2 > 0.

Or 0 < copy1 < copro < 1 d’apreés le résultat de la question précédente et la fonction cosinus est
décroissante sur [cogi1, Cort2] C [0,1] C [0,7]. On en déduit d’apreés le résultat de la question
2(b) que :

D1 = c08(Dy) = cos([Cars1, Carra]) = [cOS(Cary2), cos(Cart1)] = [Carts, Corta]

= [02(372)+3> 02(572)+2] = [Cze—l, 025—2] = [Cn, Cn—l] = [C(n+1)717 C(n+1)72]-

2° cas : n + 1 est impair. Alors il existe un entier £ > 1 tel que n+ 1 = 2¢ + 1. Donc n = 2( est
pair. D’aprés I’hypothése de récurrence, on en déduit que :

Dy = [Cn—1, Cn—2] = [Car—1, Car—2] = [Co(—1)41, C2t—1)] = [C2k+1,Cox] en posant k ={—12> 0.

Or 0 < o1 < o < 1 d’apreés le résultat de la question précédente et la fonction cosinus est
décroissante sur [coxi1, cor] C [0, 1] C [0, 7]. On en déduit d’apreés le résultat de la question 2(b)
que :

D1 = c08(Dy,) = cos([capr1, Car]) = [cos(Car), cOS(Cary1)] = [Cort1, Cono]

= [02(z71)+1702(271)+2] = [028—17028] = [Cn—lacn] = [C(n+1)72, C(n+1)71]~

Conclusion de la disjonction de cas. Par conséquent, on a montré que :

Cn_1,Cn_2] Sl n est pair Cln+1)—1, C(nt1)—2] S1 n —+ 1 est pair
(@n:{[ 1 2] b )j(@n_ﬂz{{(“‘l)l (+1)2] p )

[Cn_2,Cn_1] 81 n est impair C(n+1)—2; C(n+1)—1) Si n + 1 est impair

et cette implication est vraie pour tout entier n > 2.

Conclusion de la récurrence. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que le résultat est
vral pour tout entier n > 2, c’est-a-dire :

[Cn_1,Cn_2] 81 n est pair
[Ch_2,Cn_1] 81 n est impair |

Vn > 2, Qn:{

4. On consideére les ensembles o7 = {cop | kK = 0} et B = {cops1 | k = 0}.
(a) Justifier que o7 admet une borne inférieure et que A admet une borne supérieure.

» L’ensemble &7 est une partie de R qui est :
— non vide (par exemple 1 = ¢y € &)

— et minorée (par 0 car cor > 0 pour tout k& > 0 d’aprés le résultat de la question 3(a)).

On en déduit que | .2/ admet une borne inférieure .

De méme, 'ensemble % est une partie de R qui est :
— non vide (par exemple cos(1) = ¢; € A)

— et majorée (par 1 car cgryq < 1 pour tout k£ > 0 d’aprés le résultat de la question 3(a)).

On en déduit que ’% admet une borne supérieure ‘

Pour la suite du probléme, on note a = inf .o et b = sup A.

(b) En considérant les ensembles cos(o/) et cos(A), montrer que b = cos(a) et a = cos(b).
» On a:

cos(&) = {cos(z) | x € &'} = {cos(car) | k =0} = {cors1 | kK = 0} = B.
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Par définition de la borne inférieure, a est le plus grand des minorants de /. Or &/ C [0, 1]
(d’apreés le résultat de la question 3(a)) et la fonction cosinus est décroissante sur [0, 1] C [0, 7].
Donc cos(a) est le plus petit des majorants de cos(.«?). Par définition de la borne supérieure,
on en déduit que :

cos(a) = sup (cos(#)) = sup (#) =b|.

De méme, on a :

cos(AB) = {cos(z) | © € B} = {cos(copy1) | k =0} = {copsa | k= 0} =\ {co}.

Nallez pas trop vite dans vos raisonnements : parfois tout ne se passe pas
aussi bien que prévu. Il faut faire attention aux détails.

Par définition de la borne supérieure, b est le plus petit des majorants de %. Or & C [0, 1]
(d’apreés le résultat de la question 3(a)) et la fonction cosinus est décroissante sur [0, 1] C [0, 7].
Donc cos(b) est le plus grand des minorants de cos(#). Par définition de la borne inférieure, on
en déduit que :

cos(b) = inf (cos(A)) = inf (' \ {cp}).

Or ¢g = 1 n’est pas le plus petit élément de o/ car par exemple ¢y = cos(cos(1)) < 1 = ¢
et ¢ € &7. On en déduit que 'ensemble des minorants de o7 \ {co} est égal a 'ensemble des
minorants de /. En particulier si on considére le plus grand minorant, on obtient que :

cos(b) = inf (& \ {¢co}) = inf (&) = a|

(¢) En déduire que a — b = 2sin(%52) sin(“2).

2
» Ona:
a —b = cos(b) — cos(a) d’apres le résultat de la question précédente
= Re (eib - ei“>

b— )
= Re (2@' sin (Ta> eglbt+al/ 2) par factorisation par ’angle moitié

= —2sin b—a sin bta
N 2 2

—-b b
=|2sin (a 5 ) sin (a;t ) car Vo € R, —sin(z) = sin(—x).

(d) Justifier que 0 < sin(“E2) <sin(1) < 1.
» D’aprés le résultat de la question 3(a), on a &# C [0,1]. Donc 0 < a < 1 car a = inf .o/ est
le plus grand des minorants de /. De méme, 0 < b < 1 car b = sup Z est le plus petit des

majorants de Z C [0, 1] d’aprés le résultat de la question 3(a). On en déduit que :

0+0 a+b 1+1 T
0= < < =1< .
2 2 2 < 2
Or la fonction sinus est strictement croissante sur [0, Z], donc :

12

a+b

0 = sin(0) < sin (

On rappelle que |sin(x)| < |z| pour tout x € R.
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(e) En utilisant les résultats des deux questions précédentes, démontrer que a = b.

o a+b
> 2

» D’aprés le résultat de la question 4(c), on a :

. (a—=b\ . [a+b . (a—Db
\a—b\—‘2sm(T)sm( 5 )’—2 sm( 5 )

. (a—=bY\]| . o | sin(%2)| < sin(1) d’aprés le
< - a=b\| > 2 X
S 2 sin ( 2 ) sin(1) - car 2] sin(%57)] > 0 et résultat de la question précédente
—b
<2/2 5 sin(1) car 2sin(1) > 0 et Vo € R, |sin(x)| < |z|.
la—0|
=|la—b

Attention a bien justifier toutes vos inégalités : il faut vérifier que tous les
facteurs sont positifs ou nuls avant d’en majorer ou d’en minorer un.

Ainsi, on obtient que |a — b| < |a — b|sin(1).

Attention : on ne peut pas passer aux inégalités strictes en utilisant que
sin(1) < 1 car on a seulement |a — b| = 0 et non |a — b| > 0.

Par I’absurde, on suppose que a # b. Donc |a — b| > 0. En simplifiant I'inégalité précédente, on
en déduit que 1 < sin(1) ce qui est absurde puisque sin(1) < 1 d’aprés le résultat de la question
précédente. On en déduit que .

On peut aussi remarquer que (1 —sin(1))]a —b| < 0 ce qui donne |a —b| <0
en simplifiant par 1 —sin(1) > 0. On en déduit que |a — b| =0 donc a = b.

5. (a) Déterminer sans justifier l'ensemble Do = (51 Dn G Uaide des résultats précédents.
» D’apres les résultats précédents, on observe que :

-1<0<a<ag<a<gs--Shb=a<...cg<u< <=1

—
Ds=[cr,co]

A S/
WV

PDr=[cs,ce]
NS J/
TV

De=|cs,ca]

PDs5=[c3,c4]
PDa=[c3,c2]

~
PD3=[c1,c2]
WV

PDa=[c1,c0]

Par conséquent :

QOO:ﬂ.@nz.@1m%ﬂ%m@m%m%m@m%m...
n>1

= [—]_, 1] N [Cl,Co] N [Cl,CQ] N [63,02] N [63704] N [05,64] N [05,66] N [C7,Cg] n...

= {a}|

On observe que la suite (a, = cor k>0 est décroissante et converge vers a alors
que la suite (by = Copy1)rs0 est croissante et converge vers b = a. Lorsque
nous étudierons la convergence des suites réelles (voir le chapitre éponyme),
nous appellerons ce phénomene «des suites adjactentess.

(b) Conclure que si la suite (up)n>0 est bien définie alors elle est constante égale a a.
» On suppose que la suite (u,),>0 est bien définie. Montrons par récurrence que u,, = a pour
tout entier n > 0.
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Initialisation. Puisque la suite (u,),>0 est bien définie, on a ug € Z,, par définition de Z,,. Or
D~ = {a} d’apreés le résultat de la question précédente, donc uy = a.
Hérédité. On suppose que u,, = a pour un entier n > 0 fixé. Alors on a :

Unt1 = arccos(u,) d’aprés la relation de récurrence de la suite (u,)n>0

= arccos(a) par hypothése de récurrence.
Or a = b = cos(a) d’apreés les résultats des questions 4(e) et 4(b). Par conséquent
un11 = arccos(a) = arccos(cos(a)) = a par définition de la fonction arccosinus.

Ainsi, si u,, = a alors u,,1 = a et ceci est vrai pour tout entier n > 0.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que u,, = a pour tout entier n > 0.

Donc [si (uy,)n>0 est bien définie alors elle est constante égale & a|.

Exercice 3
Simplifier les expressions suivantes en fonction de n € N*.

2n
kE+1
1. H {%J en séparant les indices pairs et impairs.
k=1

» On a:

IESE IS RS

k=1 k=1 k=1
k pair k impair
n n—1
H 2041 H 20+1+4+1
N ) )

en pOS&;’t k=20 en posant? =20+1
1 n—1
_£+§J x g [£+1]

—1
€><H(€+1) car { < l+3 <l+1letleZ (doncl+1€Z)
=0

I
=

~
I
—_

I
=

~
Il
—_

:n!ka en posant k= /¢ +1
k=1

=n! xnl =|(n!)?|

n
km . .
2. E cos? <2— en tnversant 'ordre de sommation.
n
k=1
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» On a:

2n
=0
= "Zl cos? (= — tr
B 2 2n
=0
n—1 I
= Zsm2 (2—) car Vor € R, cos(§ — x) = sin(z)
=0 n
n—1 =
= Z (1 — cos® (2—)) car Vz € R, cos?(x) + sin®(z) = 1
=0 n
n—1 n—1 I
= 1- 2 = linéarité
Z Z CoS (Qn) par linéarité
=0 =0

- l 0
=n— z:cos2 (%) + cos? (%) — cos® <%) =n—(S+1).
=cos2(0)=1 :COSQ(g):O

Ainsi S est solution de I’équation :

n—1

S=n—(S+1) <= 25=n—-1 <<= S = 5

Finalement, on obtient :

Xn:cos2 k:_7r _n-l
on) 2
k=1

30 (—iyet Y (j—1i).

1<i<n 1<i<j<n
1<j<n
» On a:
n n
NEDEDSD T
1<i<n i=1 j=1

= Zn: (i:] — zzn: 1) par linéarité
j=1 j=1

i=1

1 n
= M Z 1—n Zz par linéarité

2
i=1 i=1
1)2 1
:n(n—i— ) _nn(n2+ ):@
n
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et :

1<z<j< j=1 i=1

= Zn: <] ZJ: 1-—- Z z) par linéarité

=1 =1

)2 ()

I
SENTE
N
<.
<
+
'—l

J=1 7=1 7j=1
= E Y §% — lij par linéarité
2 = 2 e
nn+1)2n+1) nn+1) n(n+1) n(n+1)
- 12 - T (@er—8) = S
_|nn+1)(n—1)
6
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Probléme 1

Pour tout k£ € N, on rappelle qu'une permutation de taille k est une k—liste sans répétition des éléments

de 'ensemble {0,1,2,--- ,k — 1}. Pour tout n € N, on note &,,, 'ensemble des permutations de taille 2n.
Soient n € N et 0 = (09,01, ...,09,-1) € &y,. On dit que o est une involution sans point fixe si :

— Vie{0,1,--- ,2n—1},0; £ i;
Par exemple, 0 = (3,2,1,0) est une involution sans point fixe. En effet, on a :

00:37&0,0320#3 et 0'1:27&1,02:17&2.

Il est commode de représenter les involutions sans point fixe par des ensembles de parties a deux éléments.
Pour I'exemple précédent, cela donne {{0,3}, {1,2}}. Alors que {{0,2},{1,5},{3,4}} représente ’exemple
o=(2,5,0,4,3,1).

Pour tout n € N, on note J,, 'ensemble des involutions sans point fixe de &4, et I,, son cardinal. Par
convention, Iy = 1.

Les parties INFO et MATH sont indépendantes.

INFO

En Python, il est possible de représenter une permutation par une liste d’entiers. Par exemple, la
permutation o donnée par (2,5,0,4,3,1) est représentée par la liste [2,5,0,4,3,1].

On considére le code suivant :

def nombreOccurrence(L)
M=[0 for i in range(len(L))]
for i in range(len(L))
MIL[i]1=M[L[i1]+1
return M

1. (a) Quelle est la valeur de nombreOccurrence([0,0,2,1,3,4,2,3,2]) 7

(b) Quelle est la valeur de nombreOccurrence (L) ou L est une liste sans répétition de {0,--- ,n—1}
a n éléments ?

(c) En déduire une fonction est_permutation(L) quiretourne True si la liste L est une permutation
et False sinon. On supposera que L est une liste d’éléments de {0, --- ,1—1} ou [ est la longueur
de L.

2. On considére le code suivant :

def est_involution_sans_pt_fixe(L)
1=1len(L)
if 1 % 2 == 0 and est_permutation(L)
for i in range(1)
if L[i]==1 :
return False
for i in range(1)
for j in range(i+1,1)
if L[i]!=j or L[jI'=1 :
return False
else :
return True
return False
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(a) Montrer qu’il existe une [-liste L sans répétition de {0,--- ,] — 1} qui n’est pas une involution
sans point fixe mais ot la valeur de retour de est_involution_sans_pt_fixe(L) est True.

(b) Modifier la fonction précédente pour qu’elle renvoie True si la liste L est une involution sans

point fixe et False sinon.

3. Pour tout n € N, on définit la suite (I,,),en par
Iy=1,Yn €N, L1, = (2n+ 1)I,.

Ecrire une fonction I(n) qui retourne la valeur de I,,.

MATH
1. Soit n € N. Rappeler le nombre d’éléments de Go,,.
2. Déterminer toutes les involutions sans points fixe de Gy, &4, Sg.

3. Soit n > 0. Pour tout i € {0,1,---,2n}, on pose A; = {0 = (00,01, ...,09m41) € Tnt1 | O2nt1 = i}.
(a) Soient i et j deux éléments différents de {0, 1,--- ,2n}. Montrer que A; N A; = 0.
(b) Montrer que U?",A; = T4 1.
(c) Soit i € {0,1,---,2n}. Montrer que card(A4;) = I,.
(d) En déduire que I,,,1 = (2n + 1)1,,.

4. En déduire une expression de [,, en fonction de n. On écrira le résultat comme un quotient faisant
intervenir des factorielles et une suite géométrique.

Exercice 1
Soit (an)nen une suite définie par

3
n

ag = 1, ay = 2
Vn €N, ap = €%a2 a

Les parties MATH et INFO sont indépendantes.

INFO

1. Ecrire une fonction a(n) qui retourne la valeur de a,. On supposera que la variable e est définie et
contient la valeur e.

2. Ecrire une fonction premier_rang(M) qui retourne le premier entier n tel que a, > M. On pourra,
utiliser la fonction de la question 1.

MATH
1. Montrer que pour tout n € N, a,, > 0.

2. Pour tout n € N, on pose b, = In(a, ). Montrer que (b,),en est bien définie et déterminer une relation
entre b, 19,011, bp.

3. Déterminer o € R tel que
a = da + 2.

4. Montrer que la suite (¢, )nen définie par
vn € N,¢, =0, —

est une suite vérifiant
Vn € N, cpp0 = 2¢,41 + 3cp-

5. En déduire une expression de ¢, b,, a, en fonction de n.
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Probléme 2
Pour faire patienter des étudiants de BCPST jusqu’atpreehainDS aux vacances, on souhaite réaliser un
calendrier de I’Avent. Pour cela, on dispose d’une boite cartonnée dans laquelle sont prédécoupées des
fenétres numérotées (qui seront ouvertes progressivement, une par jour). Derriére chaque fenétre, on cache
une des surprises suivantes : un bonbon au chocolat (noté B), une truffe au chocolat (notée T'), une pate
de fruit (notée P), une figurine en plastique (notée F'), ou wnexe-de-maths un message d’encouragement
(noté M). On dispose d’autant de surprises de chaque type que I'on veut et on peut remplir le calendrier
de toutes les facons possibles, sauf placer deux chocolats deux jours de suite afin d’éviter les indigestions.
Ce probléme propose de dénombrer tous les calendriers possibles. Pour chaque entier n > 1, on note u,,
le nombre total de calendriers de n cases, ¢, le nombre d’entre eux dont la n-iéme case cache un bonbon
ou une truffe au chocolat (donc B ou T') et d,, le nombre d’entre eux dont la n-iéme case ne cache ni un
bonbon ni une truffe au chocolat (donc P ou F ou M).
1. (a) Déterminer uy, ¢ et dj.
(b) Déterminer usy, 5 et ds.
(c) Justifier que ug = 93, ¢3 = 30 et d3 = 63.
2. Pour cette question, on fixe un entier n > 1.
(a) Exprimer u, en fonction de ¢, et d,.
(b) Justifier que u,1 = 3¢, + 5d,.
(c¢) Exprimer ¢, et d,, 41 en fonction de ¢, et d,.

3. A T'aide des résultats précédents, déterminer deux constantes (a,b) € R? telles que
Vn>1, Upio = au,y1 + buy,.

4. Exprimer u, en fonction de I'entier n > 1. Puis écrire cette expression sous la forme :

u z +yV/33 (m’—i—y’\/ﬁ)n_i_x—y\/@ (x’—y'@)n

Vn > 1,
" 2 2 2 2

ou (z,y,2',y") € R* sont des constantes a déterminer.

5. A T'aide de la formule du binéme de Newton, en déduire que :

W [Inf2) ¢ Ly ¢
3 n 11 7 n 11
1 oup =2 3 Yy 7 1
r (2)>< 6:0(26)(3>+3X60 <2€+1)<3>

Vn

WV
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Exercice 2
Pour tout A € R, on définit "application :

or:R? = R? (z,9) = Mz +y, \y +2).

On fixe (A, \) € R? dans tout 'exercice.

1. (a) Soit (a,b) € R Résoudre le systéme suivant d’inconnues (z,y) € R? :

A +y=a
r+Ay=>0"
On distinguera plusieurs cas selon les valeurs de A puis, si besoin, les sous-cas a = b ou a = —b.

(b) Justifier que si [A] # 1 alors o, : R? — R? est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

(c) Etudier I'injectivité et la surjectivité de ¢ dans les cas A = —1 et A = 1. Dans le cas de réponses
négatives, on les justifiera par des contre-exemples.

2. Soit (z,y) € R% Calculer ¢y (px(z,y)).
On rappelle que pour tout (a,b,c) € R, on définit : ¢ x (a,b) = (ca, cb).
3. On suppose que A + X # 0 dans cette question.
(a) Montrer que :
PN OPx=CX Py
ol (¢, i) € R? sont deux constantes a exprimer en fonction de X et X'
(b) Que peut-on en déduire pour @, o ¢y 7 Pourquoi ce résultat est-il surprenant ?
4. On suppose que A + X' = 0 dans cette question.
(a) Montrer que :
wn 0y =d X Idg2
ou d € R est une constante & exprimer en fonction de .
(b) On suppose que d # 0. Calculer ¢, o (5 X ¢y ). Que peut-on en déduire ?
Exercice 3

On considére des grilles rectangulaires de mots croisés ayant 6 lignes, 7 colonnes et 10 cases noires (toutes
les autres cases sont vides). On pourra répondre aux questions suivantes sans simplifier les résultats.

1. Combien peut-on former de telles grilles différentes ?
2. Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont :
(a) aucune case noire dans un coin ?
(b) au plus deux cases noires dans des coins ?
(c) au moins une case noire dans la premiére ligne ?
(d) une seule case noire dans la derniére ligne et une seule case noire dans la premiére colonne ?
3. Combien y a-t-il de fagons différentes de remplir une telle grille (avec 1’alphabet latin) ?
Exercice 4
On considére la fonction réelle f : 6 — 2sin(0/2) + 3sin(6/3).
. Justifier qu’il suffit d’étudier f sur 'intervalle [0, 67] pour en déduire son étude sur R.
. Dresser le tableau des variations de f sur [0, 67] sans calculer la valeur de chaque extremum.

. En déduire I'étude de I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f : R — R.

B~ W N =

(a) Montrer que le maximum de f sur [0, 67] vaut 5sin(27/5).
(b) Exprimer le minimum de f sur [0, 67| en fonction de sin(w/5).
(¢) Que valent les extrema de f sur R?

5. Déterminer I'image directe par f de chaque ensemble suivant :
I, =]0,3n[, I, =]2m4n[, I3=[-m 7] et Iy=[100m,2007].

6. Justifier que la restriction de f a [27, 37| réalise une bijection vers un ensemble a déterminer.
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1

Enoncé et corrigé de V. Vong

1. (a) La valeur de retour est

(b) Pour une telle liste, on obtient |[1,1--- 1]|.

(c) Par exemple :

2,1,3,2,1,0,0,0,0] |

def est_permutation(L)
n=len(L)
M=[0 for i in range(n)]
for i in range(n)
M[L[i]]=M[L[i]]+1
T=[1 for i in range(n)]
if T==M :
return True
else :
return False

2. (a) En prenant L = [1,0,3,4,5,2], . Donc dans le passage de la boucle indexée par j, la fonction
passe par le return True. Donc la valeur de retour est True. Mais ce n’est pas une involution.
En effet, L[2] = 3 mais L[3] = 4, ce qui est différents de 2.
On remarque que 'on peut trouver des involutions sans point fixe pour laquelle la valeur de
retour est False. Par exemple, si on prend L = [3,2,1,0] on aura comme valeur de retour
False. En effet, L[0] = 3 et est donc différent de 1 qui est le premier j considéré.

(b) Par exemple :

def est_involution_sans_pt_fixe(L)

n=len(L)

if n % 2 == 0 and est_permutation(L)

for i in range(n)
if L[i]==1i :
return False
for i in range(n)
for j in range(i+1l,n)

if L[il==j and L[j]!=i :

return False
return True
return False

3. Par exemple :

def I(n)
u=1
for i in range(n)
u=(2*i+1)*u
return u
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MATH
1. Le nombre de permutations de taille 2n est égal a .
2. — Pourn=2,ona{{0,1}}.
— Pour n =4, on a {{0,1},{2,3}},{{0,2},{1,3}},{{0,3},{1,2}}.

— Pour n =6, on a

{{0,1},42,3},{4,5}}, {{0,1},{2,4},{3,5}}, {{0,1},{2,5},{3,4}},
{{0,2},{1,3},{4,5}}, {{0,2},{1,4},{3,5}}, {{0,2},{1,5},{3,4}},
{{0,3},{1,2},{4,5}}, {{0,3},{1,4},{2,5}}, {{0,3},{1,5},{2,4}},
{{0,4},{1,2},{3,5}}, {{0,4},{1,3},{2,5}}, {{0,4},{1,5},{2,3}},
{{0,5},{1,2},{3,4}}, {{0,5},{1,3},{2,4}}, {{0,5},{1,4},{2,3}}.

3. Soit n > 0. Pour tout i € {0,1,---,2n}, on pose A; = {0 = (00,01, ...,09,41) € Tni1|Oons1 =1}

(a) Soient i et j deux éléments différents de {0,1,---,2n}. Montrer que A; N A; = (). Soit i et j
deux éléments de {0, 1,---,2n}. On suppose que A; N A; # 0. 1 existe donc o € A; N A;. Par
définition de A; et A;, on en déduit que 09,41 = et 03,41 = j. Donc ¢ = j.

Par la contraposée, on en déduit que si i # j, alors A; N A; = 0.

(b) Pour tout i € {0,1,--+,2n}, A; C J,y1. Done U2 A; C Ty
Soit 0 € J,41. Posons j = 09,41. 0 étant une involution sans point fixe, j € {0,1,--- ,2n} et
o € J,41 donc o € A;. Par conséquent, o € U A; et donc T, C U A;.

D’aprés le principe de double inclusion, | J, 1 = U7, A;|.

(c) Soiti € {0,---,2n}. Construisons une bijection ¢ de J,, vers A;. Soit o € J,,. ¢(o) se construit de
cette maniére. En utilisant la notation sous forme d’ensemble, on a o = {{ag, a1}, ,{a2n_2,a2,-1}} .
Pour tout j € {0,---,2n — 2} tel que a; > i, on rajoute 1. Puis on rajoute & o ’ensemble

{i,2n + 1}. On obtient alors un élément de A;. Réciproquement, notons 1 la réciproque de ¢.
Etant donné un élément 7 de A;, pour construire 1(7), on procéde de la maniére suivante.

i. on enléve & 7 le sous-ensemble contenant 2n + 1.

ii. on enléve 1 a toutes les valeurs strictement plus grande que 1.

Par exemple, ¢ ({{0,4}, {1,2},{3,5}}) = {{0,3},{1,2}}

A; et J, étant en bijection, on en déduit qu’ils sont de méme cardinal.

Autre rédaction :

Soit 7 € {0,---,2n}. Les éléments de A; sont exactement ceux ou on a regroupé i et 2n + 1 en-
sembles. Il reste donc a regrouper par deux les 2n éléments de E = {0,1,--- ;i—1,i+1,---  2n}.
Or le nombre de fagons de regrouper deux a deux les 2n éléments de F' = {0,1,--- ,2n — 1} est
le nombre d’involutions sans point fixe de F'. En remplacant respectivement 7,2 +1,--- ,2n — 1
par i+ 1,7+ 2,---2n dans les involutions sans point fixe de F', on construit une bijection entre
les involutions sans point fixe de F' et les facons de regrouper les éléments de F deux par deux.
Ces deux ensembles ont donc le méme cardinal. Donc card(4;) = I,,.

(d) Les A; formant une partition de 7,1, on en déduit que

2n

Z card(Ay) = L11.

k=0

Or, pour tout k € {0,--- ,2n}, card(Ay) = I,,. Donc

L1 = (2n+ 1),

4. Montrons par récurrence que pour tout n € N, I,, = (2n —1)(2n — 3)--- 1 = [[;_,(2k — 1).

— Pour n =0, Iy = 1 donc la propriété est vraie.
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— Soit n € N. On suppose que I, = [[1_,(2k — 1). Montrons que I,,1; = [[12](2k — 1).
On a I,y = (2n+ 1)I,. En appliquant I’hypothése de récurrence, on obtient alors

n n+1
L= (@n+1) [Jk—1) =]@k-1).
k=1

k=1

Donc la propriété est héréditaire.
— Conclusion : pour tout n € N, I, = [[}_,(2k — 1).

Soit n € N. On a donc :

I - (2n —1)!
" (2n—2)(2n —4)---2°
D’ou
;o (2n—1)! _ (2n)!
S (I B | L)
Exercice 1
Enoncé et corrigé de V. Vong
1. Par exemple :
def a(n)
a0=1
al=2

for i in range(n)
a2=(ex*x2)* (al**2)* (a0**3)
a0=al
al=a2

return a0

2. Par exemple :

def premier_rang(M)
n=0
while (a(n)<=M)
n=n+1

return n

MATH
1. Pour tout n € N, on pose P(n) : a, > 0,a,+1 > 0. Montrons par récurrence que pour tout n € N,
P(n) est vraie.
— Initialisation : ag =1 > 0,a; =2 > 0. Donc P(0) est vraie.

— Hérédité : soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Montrons que P(n+ 1) est vraie. D’aprés
P(n), apt1 > 0. On a a,q2 = €%a?,a}. Comme a,1 > 0 et a, > 0, on en déduit que a,2 > 0.
Donc P(n + 1) est vraie.

— Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on en déduit que

vn € N, a, > 0.
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2. Pour tout n € N, a,, > 0. Donc In(a,) est bien définie. De plus,

3

_ 2.2
Vn € N, a,42 = €a,a,

Donc
Vn € N, In(ap+2) =2 + 2In(an+1) + 31n(ay,).

Autrement dit,

Vn € N, bpyo = 2+ 2bny1 + 30y, |

3. Soit a € R tel que o = 2 + 5. On a alors

4. Soit n € N.
Cnt2 = bn+2 — Q.

donc d’apres les questions 2 et 3, on a
Cni2 = 24 2b,11 + 3b, — (24 ba).
D’ou
Cpt2 = Q(bn—i-l — Oé) + B(bn — Oé).

Autrement dit,

‘Cn+2 = 2cn+1 + 3¢y, ‘

5. La suite (¢,)nen vérifie donc une récurrence linéaire d’ordre 2. Elle a pour équation caractéristique
X?—-2X —3 = 0. Une solution évidente est donnée par —1. Donc I'autre solution est 3. On en déduit
qu’il existe A et B réels tels que

Vn e N, ¢, = A(-1)" + B3".

Exprimons A et B en fonction de ¢y et de ¢;.

On a
A + B = Cp
—A + 3B = C1
ce qui est équivalent a
A + B =
4B = Cp + C1
On obtient alors comme solution
Co + ¢1 3¢y — 1
B = A= .
4 4
Or by =0,b; =1In(2),¢o = %, = —2ln(22)+1. Donc A = 2_2;1(2) = 1_12(2), B = —1+12(2).
1 —In(2 1+ In(2
Vn € N, ¢, = (A)(—l)” + (—())(3)”
4 4
D’ou
1 —1n(2 14+ In(2 1
Vn € N, b, = (—())(—1)" + (A)(?))” - —.
4 4 2
D’ou

Vn € N, a, = exp ((%11(2))(—1)” + (T)(?,)” -3
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Probléme 2
Pour faire patienter des étudiants de BCPST jusqu’aw—prochain—S aux vacances, on souhaite réaliser
un calendrier de [’Avent. Pour cela, on dispose d’une boite cartonnée dans laquelle sont prédécoupées des
fenétres numérotées (qui seront ouvertes progressivement, une par jour). Derriére chaque fenétre, on cache
une des surprises suivantes : un bonbon au chocolat (noté B), une truffe au chocolat (notée T'), une pate
de fruit (notée P), une figurine en plastique (notée F), ou un—exo-de-maths un message d’encouragement
(noté M ). On dispose d’autant de surprises de chaque type que l'on veut et on peut remplir le calendrier
de toutes les facons possibles, sauf placer deux chocolats deux jours de suite afin d’éviter les indigestions.
Ce probleme propose de dénombrer tous les calendriers possibles. Pour chaque entier n > 1, on note u,
le nombre total de calendriers de n cases, ¢, le nombre d’entre eux dont la n-iéme case cache un bonbon
ou une truffe au chocolat (donc B ou T) et d,, le nombre d’entre eux dont la n-iéme case ne cache ni un
bonbon ni une truffe au chocolat (donc P ou F ou M ).

1. (a) Déterminer uy, ¢, et d;.
» Puisqu’il y a cinq surprises différentes, on a . Puisque deux d’entre elles sont au
chocolat (B ou T'), on a|c; = 2| Et puisque trois d’entre elles ne sont pas pas au chocolat (P

ou Fou M), on a|d; =3|

(b) Déterminer uy, co et d.

» Puisqu’on ne peut pas placer deux chocolats deux jours de suites, on a :

puis ou bien puis
=~ = =~
Uy = 2 X 3 + 3 X 5 =21,
~~~ ~~~ ~~~ ~~~
choix de B ou T choix de P ou F' ou M choix de P ou F' ou M n’importe quel choix
pour la 17 case pour la 2° case pour la 17° case pour la 2° case
puis
=~
cy = 3 X 2 = (6],
~~~ ~~
choix de P ou F ou M choix de Bou T
pour la 17 case pour la 2¢ case
puis
~ N
dy = 5 X 3 =|15|
2 5 3 15]
n’importe quel choix choix de P ou F ou M
pour la 1*° case pour la 2¢ case

(c¢) Justifier que uz = 93, c3 = 30 et d3 = 63.
» On utilise ’arbre de dénombrement suivant :

2 BouT
BouT—3P0uF0uM/

/ 35 T PouFouM
\

) BouT——— 32 PouFouM
-
PouFouM

\3 ’/’L’/,BOUT

PouFouM\
3 PouFouM

On obtient donc :

Us =2X3X24+2X3X3+3Xx2Xx3+3x3x2+3x3x3=12+18+18+ 18+ 27 =93],
3 =2x3x2+3x3x2=12+18=[30]
ds=2x3x3+3x2x3+3x3x3=18+18+27=163].

2. Pour cette question, on fize un entier n > 1.
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(a) Ezprimer u, en fonction de c, et d,.
» On note :
— U, l'ensemble des calendriers de n cases,
— (), le sous-ensemble de ceux dont la n-iéme case cache un chocolat
— et D, le sous-ensemble de ceux dont la n-iéme case ne cache pas un chocolat.
Alors U, = C, U D,, et C,, N D,, = (. On en déduit que C,, et D,, forment une partition de U,

donc :
u, = card(U,) = card(C,, U D,,) = card(C,,) + card(D,,) = .

Le mot clef ici est «partitions. On peut également raisonner avec le mot clef
«complémentairey (D,, est le complémentaire de C,, dans U, ). Au moins ['un
de ces deux mots clefs doit apparaitre clairement dans votre justification.

(b) Justifier que u,1 = 3¢, + 5d,.
» Pour réaliser un calendrier de n 4 1 cases, il suffit de rajouter une (n + 1)-iéme case a un
calendrier de n cases déja réalisé. Mais on ne peut pas rajouter une (n + 1)-iéme case qui cache
un chocolat si la n-iéme case du calendrier de n-cases cache un chocolat, sinon on obtiendrait
deux chocolats de suite les deux derniers jours. On a donc :

puis ou bien puis
= = =
Upi1 = Cn X 3 + d,, X 5
choix d’un calendrier de choix de P ou F' ou M choix d’un calendrier de n’importe quel choix
n cases dont la n-iéme pour la (n + 1)-iéme case n cases dont la n-iéme pour la (n + 1)-iéme case
cache un chocolat ne cache pas un chocolat
=3¢, + 5d, |.
(c) Exprimer c,.1 et d,y1 en fonction de ¢, et d,.
» En raisonnant comme a la question précédente, on obtient :
puis
~ =~
Cn+l1 = dn X 2 = an
. v
choix d’un calendrier de choix de B ouT
n cases dont la n-iéme pour la (n + 1)-iéme case
ne cache pas un chocolat
et
puis ou bien puis
=~ = =~
i1 = Cn X 3 + d, X 3
~~~ ) —~ ~~~ ) —~~
choix d’un calendrier de choix de P ou F' ou M choix d’un calendrier de choix de P ou F' ou M
n cases dont la n-iéme pour la (n + 1)-iéme case n cases dont la n-iéme pour la (n + 1)-iéme case
cache un chocolat ne cache pas un chocolat

On peut aussi utiliser les questions précédentes pour obtenir 'expression de
['une a partir de celle de [’autre. Par exemple :

dn+1 = Upt1 — Cpy1 = (3(371 + dn) — 2d,, = 3¢, + 3d,.

3. A laide des résultats précédents, déterminer deux constantes (a,b) € R? telles que
Vn>1, Upio = au,y1 + bu,.
» Analyse. On cherche deux constantes (a,b) € R? telles que

Vn>1, Upio = au,y1 + bu,.
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Soit n > 1. On a d’aprés les résultats des questions précédentes :

Upta = 3¢nt1 + Odny1
— 3(2d,,) + 5(3¢n + 3d,)
= 15¢, + 21d,

et
aln i1 + bu, = a(3c, + 5d,) + b(c, + d,)
= (3a +b)c, + (5a + b)d,.

Pour que «u, 9 = au,y1 + bu,» soit vraie, il suffit donc que (a,b) soit solution du systéme linéaire
suivant :

3a+b=15 (L) 3a+b =15 . [b=15-30a=6

5a +b =21 (LQ) 20 =6 (LQ(—LQ—Ll) a=3 '

Synthése. On pose \ a = 3\ et ’b =6 \ En reprenant les mémes calculs que dans I'analyse, on obtient :

Vn =1, aupyr + bu, = (3a+b)c, + (ba + b)d,, = 15¢, + 21d,, = tya.

Aidez-vous des premiéres questions pour vérifier vos résultats. Ainsi :

3ug +6u; =3 x214+6 x5 =634 30 =93 = us.

4. Fxprimer u, en fonction de l’entier n > 1. Puis écrire cette expression sous la forme :

x+yV33 (:c’+y’\/§>n+ x —yV/33 (x’ —y’\/@)n

> 1, n
vn Y 2 2 2 2

ot (x,y,2',y") € R* sont des constantes & déterminer.
» D’apres le résultat de la question précédente, (u,),>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Son équation caractéristique est :

?=3¢+6 <= ¢*—3¢—6=0.
Son discriminant vaut A = (—3)% 4+ 4 x 6 = 33 > 0. L’équation caractéristique admet donc deux

solutions réelles distinctes :
~3-V33

et @ 5

3+ /33
n=—F

Il existe donc deux constantes (A1, o) € R? telles que :

V=1, u, = Agd T+ dagy

Attention a lordre des quantificateurs : «3(A1, Ao), Vnr# «&vn, I(A1, Ag)» !

Pour n =1 et n = 2, on obtient d’apreés les résultats de la question 1 :
{u1:A1+A2 {A1+ do =5 (L)

Uy = Aiq1 + Ao @A+ Ao =21 (L)

<:>{)\1+ Ag =

(@2 —q1) D2 =21 —5q1 (L2 < Ly — qi1Lq)

le systéme est de rang maximal car ¢; # g, (car A > 0)
donc il admet une unique solution
M =5— )= 330—165+27v/33 __ 165+27v/33

66 66
42-15-5\/33
= )\, = 2sa 2 _ 27-5V33 _ 165-27\/33
27 ea 233 —21/33 66
2
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Par conséquent, on a :

n—1 n—1
165 + 2733 3+ v33 165 — 2733 3 — V33
Yyn>1, u,= 66 5 +

66 2

7v/33 " —27/33 "
165+626 33 34+ /33 . 165 626 33 3-./33
3-+33 2 3—v33 2
2 2

(165+27+/33)(3— \ﬁ)) <3+ \/ﬁ> 1 ((165—27@)(%@)) (3— \/ﬁ>

33(3+xﬁ)(3 V/33) 9 33(3—/33)(3+/33) 2)

<495+81f 165v/33— 891> <3+ - 33) + (495781\/§+165\/57891> (3 ~ V33>
2

33(9—33) 33(9—33) 9
396 — 84v/33\ [3+v33\ [ —396+84v33) [3— 33\
33 x 24 2 S G TRy, 2
12+28 3+v33) (12— 233\ [(3-v33Y
2 + 24 2
{1+ EVB3Y (3433 [1-Lv33) [(3-v33)
N 2 2 + 2 2 '

D’ou le résultat demandé en posant :

r=1], |ly=55| @' =3] et |y =1|

N’hésitez pas a poser vos opérations au brouillon pour ne pas perdre du temps :
le calcul mental est toujours trés chronophage!!

5. A Uaide de la formule du binéme de Newton, en déduire que :

W [ln2) L(n—1)/2]
3 1y 7 n 11
2 1) n — ). >
vn " (2) . Zg (%)( ) 3 Zg (2£+1)(3)

» Soit n > 1. On a d’aprés le résultat précédent :

un_ﬂ(3+\/§)"+ﬂ<3—\/ﬁ)".

2 X2 2 X 2"

Orona:

<3+\/§)n

k
(Z) 3nk (\/@) d’apres la formule du binoéme de Newton

Fnﬂﬁ

k=0

3

k n k
(Z) 3nk (\/ﬁ) + Z <Z) 3k <\/§> en séparant les indices pairs et impairs

k=0 k=0
k pair k impair
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car (—v/33)% = (v/33)F si k est pair et (—v/33)F = —(1/33)F si k est impair. Par conséquent :
1
Up = [<1+%\/§) (S1 +Sy) + (1—3—73\/%) (51—52)]

2 x 2"
= 1 [25’1 + (%@) 52] = 2% [51 + (3_73,\/%)52} .

2 x 2n

De plus :

3

_ T\ on—k F _ n n—2¢ o
S = (k:) 3 <\/§) = Z (2£> 3 (\/ﬁ) en posant k = 2/
B nY g @2 _3,1% n z),:sf_?)n“‘ﬁJ n\ (1LY
n 20 3 N 20) \ 9 20) \ 3
0<t<n/2 =0 =0

20+1

k impair

e (O () () )

—1/2<<(n—1

Finalement, on obtient :

/2] ’ [(n=1)/2] ¢

1 n 11 V33 n 11

> = |3" — V33) 3" —
=l =g 32(25)(3)+<33 33)3(3) 2 <2£+1><3)

3 & Y | (7x33 “”zlim no\ (1LY
- on 20 3 3 x 33 — 20+ 1 3

=<%)” () 5% () ()

=0

Exercice 2
Pour tout A € R, on définit 'application :

pr i RP = R?, (2,y) = (Ao +y, Ay + ).

On fize (N, \') € R? dans tout l’exercice.
1. (a) Soit (a,b) € R%. Résoudre le systéme suivant d’inconnues (z,y) € R* :

A +y=a
r+Ay=1>0"
On distinguera plusieurs cas selon les valeurs de \ puis, si besoin, les sous-cas a = b ou a = —b.

» On a d’aprés la méthode du pivot de Gauss :

Mty=a (L) 1+ y =0 (L1 < Ly)
.I"—)\y:b (LQ) )\J:—i—y:a (LQHLl)

lir + Ay =1b
<:>{x Y

(1—=X)y=a—Ab (La < Ly —ALy)
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1" cas : 1 = A2 #0 <= (A # 1et A # —1). Alors le systéme est de rang maximal donc il
admet une unique solution :

b(1—X2)—Aa—Mb)  b—Aa

—b—\y= —
o 4 1— 2 1— 22

_a—)\b ‘
=1

2¢ cas : A = 1. Alors le systéme est équivalent & :

{x+y:b

O=a—-b"

Le systéme est de rang 1, il admet une équation auxiliaire et une équation auxiliaire.
1°" sous-cas : a = b. Alors I’équation auxiliaire est compatible donc le systéme admet une infinité
de solutions de la forme :

(z,y) = (b—y,y).

2° sous-cas : a # b. Alors ’équation auxiliaire n’est pas compatible donc le systéme n’a pas de

solutions.
3¢ cas : A = —1. Alors le systéme est équivalent a :
ZL‘ —y=>o
O=a+0b"

Le systéme est de rang 1, il admet une équation auxiliaire et une équation auxiliaire.
1°r sous-cas : a = —b. Alors I’équation auxiliaire est compatible donc le systéme admet une
infinité de solutions de la forme :

(z,y) = (b+y.y).

2° sous-cas : a # —b. Alors 'équation auxiliaire n’est pas compatible donc le systéme n’a pas
de solutions.
Conclusion. Finalement ’ensemble des solutions du systéme est :

{(538.158)) sid#letA#-1
{b—y,y) |yeR}six=1leta=b

0 sidA=1leta#b
{b+y,y) |yeR}siA=—-leta=—-b
0 sidA=1leta#—b

(b) Justifier que si |\| # 1 alors ) : R* — R? est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

» On suppose que |A| # 1 donc que A # 1 et A # —1. D’aprés le résultat de la question
précédente, 1'équation ¢y (z,y) = (a,b) d’inconnues (z,y) € R? admet une unique solution pour

tout (a,b) € R?. On en déduit que | @y : R? — R? est bijective | De plus, sa bijection réciproque
est par définition :

oy R = R? (a,b) — (b—)\a a—)\b)

1—X271— )2

(c) Etudier Uinjectivité et la surjectivité de @y dans les cas A\ = —1 et A\ = 1. Dans le cas de réponses
négatives, on les justifiera par des contre-exemples.
» 1% cas : A = —1. D’aprés le résultat de la question 1(a), le couple (a,b) = (0,0) admet au
moins deux antécédents car a = —b (par exemple (0,0) pour y = 0 et (1,1) pour y = 1) donc

¢_1 : R? — R? n’est pas injective|. De plus, le couple (a,b) = (0,1) n’admet pas d’antécédents

car a # —b donc | p_; : R? — R? n’est pas surjective |.
2° cas : A = 1. D’aprés le résultat de la question 1(a), le couple (a,b) = (0,0) admet au moins
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deux antécédents car a = b (par exemple (0,0) pour y = 0 et (—1,1) pour y = 1) donc

¢1 : R* — R? n’est pas injective|. De plus, le couple (a,b) = (0,1) n’admet pas d’antécédents

car a # b donc |, : R? — R? n’est pas surjective |.

2. Soit (z,y) € R% Calculer @y (ox(x,y)).
» On a:

ox (oa(z,y) = px (Az +y, Ay + )
= (X(Ax +y)+ Ay +2), Ny +z)+ A\ + y))

= ((XA + Dz + N+ Ny, N+ 1)y + (N + A)x) :

On rappelle que pour tout (a,b,c) € R3, on définit : ¢ x (a,b) = (ca, cb).
3. On suppose que A+ XN # 0 dans cette question.
(a) Montrer que :
PxOPx=CX Py
ou (c, 1) € R? sont deux constantes a exprimer en fonction de X et N
» On a d’aprés le résultat de la question précédente :

V(z,y) € R?, ((px o gpA) (z,y) = ox (pa(z,y)) par définition de la composition
:(M%+1n+(X+AwAXA+1M+(X+An)

:(X+A)X(AA+1 NA+1

S W RS IS
= ()\/ + )\) X SO()\/)\+1)/(,\/+)\)($,?/)-

On en déduit que gy o0 ¢\ = ¢ X ¢, en posant et | = )3:,’\:)\1 !

(b) Que peut-on en déduire pour @y o px ¢ Pourquoi ce résultat est-il surprenant ?

y+m) car A+ N #£0

» En raisonnant comme a la question précédente (en intervertissant les constantes A et \'), on

obtient que ¢y 0 Yy = ¢ X @ en posant ¢ = A+ N = N + X =cet g/ = 241 = AL _ )

AN PUESY
Par conséquent :
/
PAOPN =C X Py =CX QY =]Px 0P|

Ce résultat est surprenant car |la composition des applications n’est pas commutative |.

4. On suppose que X+ N = 0 dans cette question.

(a) Montrer que :
©x O Py = d x IdRQ

ot d € R est une constante a exprimer en fonction de \.

» On a d’aprés le résultat de la question 2 :

V(z,y) € R?, ((px o go,\> (x,y) = px (pa(z,y)) par définition de la composition

:(uu+nx+auu+ny+® car A+ X =0
= (NA+1) x (z,y)
= (NA+1) x Idgz(z, y).

On en déduit que @y o py = d X Idgz en posant |d = M)A+ 1.
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(b) On suppose que d # 0. Calculer py o (%l X gp/\/). Que peut-on en déduire ?
» On a:

2
2
_ Nz+y Ny+z  Ny+zx Nz+y
- <)\ d + d A d + d
1

:%X(QH—OJH—O) car A+ X' =0
=|(z,y)| card=A\+1.

Ainsi pyo (3 X ¢y ) = Idgz. Or on a montré a la question précédente que (5 x y) oy (en divi-

sant le résultat par d car d # 0). On en déduit que |, : R? — R? est une application inversible

et que son application inverse est <p;1 = é X (Ox |-

On retrouve le résultat de la question 1(b) car X+ XN =0 < N = =]\
donc :

d=-XN+1#0 < |\ #1

b—Xa a— \b
et éX@A/:(a,b)%ﬁX(—)\a+b,—)\b+a): (1_/\271_)\2>

Exercice 3
On considére des grilles rectangulaires de mots croisés ayant 6 lignes, 7 colonnes et 10 cases noires (toutes
les autres cases sont vides). On pourra répondre auzx questions suivantes sans simplifier les résultats.
1. Combien peut-on former de telles grilles différentes ¢
» Chaque grille contient 6 x 7 = 42 cases. Dénombrer les grilles différentes revient & dénombrer les
facons de placer les 10 cases noires parmi les 42 cases. Le nombre de grilles différentes est donc égal
au nombre de 10-combinaisons d'un ensemble a 42 éléments, c¢’est-a-dire :

(1);

2. Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont :

(a) aucune case noire dans un coin ¢

» Chaque grille a 4 coins et donc 42 — 4 = 38 cases qui ne sont pas des coins. En raisonnant
comme & la question précédente, le nombre de grilles différentes ayant aucune case noire dans

un coin est égal a :
38
10/ |

» Avoir au plus deux cases noires dans des coins revient & avoir :

(b) au plus deux cases noires dans des coins ?

— aucune case noire dans un coin,
— ou bien une seule case noire dans un coin,

— ou bien exactement deux cases noires dans deux coins.
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On a partitionné ’ensemble des grilles différentes ayant au plus deux cases noires dans des coins
en trois sous-ensembles (disjoints). Son cardinal est donc égal a :

ou bien puis ou bien puis
38 =~ 4 =~ 38 ~ =~ 4 ~ = 38
+ X + X
10 1 9 2 8
—— —— N—— ~—— ——
choix de 10 cases choix de 1 case choix de 9 cases choix de 2 cases choix de 8 cases
pas dans des coins dans 1 des 4 coins pas dans des coins dans 2 des 4 coins pas dans des coins

| (38 4 38 n 4\ (38
1\ 9 2)\ 8/
On peut également passer au complémentaire en dénombrant les grilles ayant
au moins trois cases noires dans des coins, c¢’est-a-dire :

@2)) R @ (378> B (368>'

Les deux résultats sont bien égaux d’apres la formule de Vandermonde :
42\ 210: 4\ [ 38
10) = \k/\10-k/)

(c) au moins une case noire dans la premiére ligne ¢

» Le complémentaire de I’ensemble des grilles ayant au moins une case noire dans la premiére
ligne est I’ensemble des grilles n’ayant aucune case noire dans la premieére ligne. Puisqu’il y a
42 — 7 = 35 cases qui ne sont pas dans la premiére ligne, le nombre de grilles différentes ayant
au moins une case noire dans la premiére ligne est égal a :

(1) ~(10);

(d) une seule case noire dans la dernieére ligne et une seule case noire dans la premiére colonne ?

» Avoir une seule case noire dans la derniére ligne et une seule case noire dans la premiére
colonne revient a avoir :

— une case noire a l'intersection de la derniére ligne et de la premiére colonne puis les neuf
autres cases noires dans le reste de la grille,

— ou bien une case noire dans la derniére ligne mais pas dans la premiére colonne puis une
case noire dans la premiére colonne mais pas dans la premiére ligne puis les huit autres
cases noires dans le reste de la grille.

On a partitionné I'’ensemble des grilles différentes ayant une seule case noire dans la derniére
ligne et une seule case noire dans la premiére colonne en deux-sous-ensembles (disjoints). Son
cardinal est donc égal a :

ou bien puis puis
=+ X X
9 1 1 8
~ —— —— ~ ~ /
choix de 9 cases choix de 1 case choix de 1 case choix de 8 cases
dans le reste de la grille dans la derniére ligne dans la premiére colonne dans le reste de la grille

6)+(2)
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3. Combien y a-t-il de fagons différentes de remplir une telle grille (avec l’alphabet latin) ?
» Chaque grille contient 42 — 10 = 32 cases a remplir (qui ne sont pas noires). Dénombrer les
facons différentes de remplir une grille revient a dénombrer les fagons de placer une des 26 lettres de
I’alphabet dans chaque case. Le nombre de fagons différentes de remplir une grille est donc égal au
nombre de 32-listes avec répétition d’'un ensemble a 26 éléments, c¢’est-a-dire :

26%]

Exercice 4
On considére la fonction réelle f: 6 — 2sin(6/2) + 3sin(6/3).
1. Justifier qu’il suffit d’étudier f sur Uintervalle [0, 67| pour en déduire son étude sur R.
» La fonction f est définie sur R comme somme et composées de fonctions usuelles définies sur R.

On a:
12 12
Vo € R, f(9+127r):2sin<0+2 71')+3Sin(9+3 7T)

= 2sin <Q—|—67r)+3sin (€+47r>
2 3
. 0 . 0
= 2sin §—|—3X27T + 3sin §—|—2><27r
= 2sin (g) + 3sin (g) = f(0).

>
Vv
car sin est 2mw-périodique

Ainsi |la fonction f est 127-périodique ‘

Attention : f n’est pas 6m-périodique ! Par exemple :
f(m) = 2sin(7w/2) 4+ 3sin(7/3) = 2 + 3§

et f(m+6m)= f(Tr)=2sin(77/2) + 3sin(77/3) = =2 + 3§ # f(m).

Il suffit donc d’étudier f sur un intervalle de longueur 127, par exemple | — 67, 67]. Or on a de plus :

Vo € R, f(—0)=2sin (;) + 3sin <%0)

— \—2sin (g) — 3sin (g) = —f(0).

TV
car sin est impaire

Ainsi | la fonction f est impaire ‘ Il suffit donc de I’étudier sur | — 6, 67| N [0, +o00[= [0, 67]. Finale-
ment, il suffit d’étudier f sur |[0, 67

—

pour en déduire son étude sur R par imparité et périodicité.

2. Dresser le tableau des variations de [ sur [0,67] sans calculer la valeur de chaque extremum.

» La fonction f est dérivable sur [0, 67] comme somme et composées de fonction usuelles dérivables
sur R. On a :

2 0 3 0 0 0 , .
Vz € [0,67], f(0) = 5 cos (5) + 5 cos (5) = cos (5) + cos (5) = Re (/2 4 /%)
0_ 0\
= Re (2 oS (2 5 3) 6Z(9/2+0/3)/2> par factorisation par ’angle moitié

0\ , 0 50
— 9 1560/12 —9 ]
Re ( cos (—12) e ) cos (—12> cos (—12>
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Pensez a factoriser l'expression de vos dérivées (a l'aide d’une factorisation par
langle moitié dans le cas de fonctions trigonométriques) pour pouvoir facilement
étudier le signe.

Or on a d’aprés le cercle trigonométrique :
6 0
cos(—) >0 <« dkeZ, —g—|—2k7r<—

Vs
<X 1ok
12 g Tk

12 °
< dk € Z, —6m + 24km < 0 < 67 + 24k

et de méme :

cos(%) >0 «— JkeZ, —g+2kw<?—z < g+2k7r

— Jkez, —%+@<9<6§+@.
On en déduit le tableau des variations de f sur [0, 67] :
0 0 & e 6
cos({5) + + + 0
Cos(‘;’—g) + 0 — 0 + 0
f'(x) + 0 — 0 + 0
FF) f(6m)
e N e
1(0) JO5Y)

3. En déduire l’étude de l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f: R — R.
» D’apres le tableau des variations précédent, on remarque que certains réels ont on moins deux
antécédents par f (par exemple les réels compris entre max{f(0), f(187/5)} et f(67/5)) donc
Iapplication f: R — R n’est pas injective ‘ De plus, puisque la fonction f est impaire et 127-périodique
d’aprés le résultat de la question 1, on remarque que certains réels n’ont pas d’antécédents par f (par
exemple les réels strictement supérieurs a max{ f (67 /5), — f (67 /5)}) donc ‘ Iapplication f: R — R n’est pa

Par conséquent ‘ f R — R n’est pas bijective ‘

Attention!! Le tableau des variations sur [0,67] n'est pas suffisant pour étudier
la surjectivité de f sur R : un réel qui n’a pas d’antécédent dans [0, 67| pourrait
en avoir un dans R (c’est d’ailleurs le cas de f(—6m/5) < min{f(0), f(187/5)}
comme on peut le vérifier avec une calculatrice). Il faut donc utiliser 'imparité
et la périodicité pour étudier la surjectivité sur R.

4. (a) Montrer que le mazimum de f sur [0,67] vaut 5sin(27/5).
» On a d’aprés le cercle trigonométrique :

f(6m) = 2sin(37) + 3sin(27) =0

2 2 2
et f (%T) = 2sin (3%) + 3sin (%) = 2sin <7T— 3%) + 3sin (%) = Hsin <%) > 0.

D’apreés le tableau des variations de la question 2, on en déduit que le maximum de f sur [0, 67]
vaut | 5sin(27/5) |
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(b) Ezprimer le minimum de f sur [0,67] en fonction de sin(m/5).

» On a d’apres le cercle trigonométrique :
£(0) = 2sin(0) + 3sin(0) = 0
18 9 6
et f (?ﬂ) — 2sin (g) + 3sin <§) — 2sin (27r . g) + 3sin <7r+ g) — _5sin (g) <0.

D’aprés le tableau des variations de la question 2, on en déduit que le maximum de f sur [0, 67|
vaut | —5sin(7/5) |

(c) Que valent les extrema de f sur R ¢
» D’aprés le cercle trigonométrique, on a 0 < sin(7/5) < sin(27/5). Puisque la fonction f est
impaire et 127-périodique, on déduit des résultats précédents que le maximum de f sur R vaut
5sin(27/5) | et que son minimum vaut | —5sin(27/5) |.

5. Déterminer limage directe par f de chaque ensemble suivant :
I, =)0,3n], Iy =|2m4n[, I3=[-m,m| et Iy=[1007,2007].

» On a le tableau des variations suivant :

0 = 0 7w & or 3 BT 4p 67

5sin(%) 0
TGN
S f(2m)
i) 0 g
e TEm
> AN

—5sin(%) —5sin(%)

Y

— On a f(37) = 2sin(37/2) + 3sin(r) = =2 < 0 donc | f([1) =] — 2, 5sin(27/5)] |

— On a f(27) = 2sin(7) + 3sin(27/3) = 3\/73 et f(4m) = 2sin(27) + 3sin(4n/3) = —3‘/7?: < f(2m)

donc | f(Iy) = [~5sin(7/5),3v/3/2[|
— Ona f(r) = 2sin(r/2) + 3sin(r/3) = 2+ 3% et f(—7) = —f(r) = —2 — 3*2 donc
fIs) = [-2 — 3% 2+ 34|

— L’intervalle I est de longueur 200 — 100w = 1007 > 127 or la fonction f est 12m-périodique,
donc | f(1y) = [-5sin(27/5), 5sin(27/5)] | d’apres le résultat de la question précédente.

Pensez a faire un tableau de variations pour ce type de questions, ¢a aide beau-
coup. Faites attention aux bornes des intervalles (incluses ou excluses).

6. Justifier que la restriction de f a [2m, 37| réalise une bijection vers un ensemble a déterminer.
» D’aprés le tableau des variations précédent, la fonction f est continue et strictement décroissante
sur lintervalle [27,37]. D’apreés le théoréme de la bijection, on en déduit que ’1& restriction de f‘

a [2m, 3] est bijective vers [f(37), f(27)] = [2,3V/3/2]|.
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DS n°4 de mathématiques

durée : 2 heures

Exercice 1
Le but de cet exercice est de déterminer I’ensemble . des fonctions f :]0, +o0o[— R telles que :

[ est dérivable sur |0, +oo[ et V¢ > 0, f'(t) = f(1/t).

1. Dans cette question, on fixe f € .7 et on définit la fonction g : z — f(e”).
(a) Justifier que g est deux fois dérivable sur R.

(b) Montrer que g est solution de I’équation différentielle suivante :
y'—y' +y=0. (E)

(c¢) Résoudre (E).

(d) En déduire que f est de la forme ¢ — Afi(t) + B f2(t) ou (A, B) sont deux constantes réelles et
(f1, f2) sont deux fonctions définies sur |0, +00[ & déterminer.

(e) En considérant les cas t = 1 et t = €™/ V3 montrer que A et B sont solutions d’un systéme
linéaire (S) de deux équations a déterminer.

(f) Résoudre (S).

2. Conclure

Exercice 2
Calculer chacune des intégrales suivantes.

1
I, = / exp (\%) dt en posant t = z*
0

/2 dx

Lh=| 51

0 T¥+2x+4
1

13:/ 2" sin(mt)dt
0
w/4

Iy :/ tan®(0)dé
0
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Probléme
Dans ce probléme, on fixe un réel © > 0 et on étudie les suites (a,)n>0, (brn)n=0, (¢n)nz0 €t (dn)nso définies
par la donnée de leur premier terme (ag, by, co, do) € R?* et les relations de récurrences suivantes :

uay, + b, + ¢, +d, ay, + pb, + ¢, +d,

Vn = O, an, = 5 bn = )
i o+ 3 H w+3
ap + by + e, + dy, Gp + by + Cp + pud,
Cn+1 = et dn+1 = .
p+3 o+ 3
Introduction
Qn
On pose, pour tout entier n > 0, la matrice colonne X,, = gn € My1(R).
d,

1. Déterminer une matrice carrée M € My(R) telle que X,,,1 = M X,, pour tout entier n > 0.
2. Montrer que X,, = M" X, pour tout entier n > 0.

On propose de calculer M™ en fonction de 'entier n > 0 a ’aide de deux méthodes différentes. Les deux
parties suivantes sont donc indépendantes.

1¢ méthode

Dans cette partie, on considére pour tout entier n > 0 la proposition suivante :

P(n) :«il existe (1,,y,) € R? tel que M"™ = z, M + y,14»

ou I désigne la matrice identité d’ordre 4.
3. Montrer que &(0) et (1) sont vraies.
4. On pose la fonction polynomiale P :z — (z —1)(z — A) ou A = (. —1)/(1n + 3).
(a) Montrer que P(M) est égale a la matrice carrée nulle d’ordre 4 notée 0.
(b) En déduire que £?(2) est vraie.
5. On fixe un entier n > 0 et on suppose que & (n) est vraie. Montrer que & (n + 1) est vraie.

6. Que peut-on déduire des résultats précédents ? Justifier que les suites (2,)n>0 €t (Yn)n>0 Obtenues
sont récurrentes linéaires d’ordre deux.

7. Exprimer, pour tout entier n > 0, x,, et y, en fonction de n et A.
8. En déduire, pour tout entier n > 0, une expression des coefficients M" en fonction de n et .

2¢ méthode

1111
1111
1111

1111

9. Exprimer M en fonction de pu, de la matrice identité d’ordre 4 notée I et de U.

€ My(R).

Dans cette partie, on pose la matrice U =

10. Exprimer U* en fonction de U pour tout entier k > 1.

11. Soit un entier n > 0. Simplifier I’expression de M™ en fonction de n, u, 14 et U.

12. Exprimer, pour tout entier n > 0, les coefficients M"™ en fonction de n et A = (u—1)/(p + 3).
Conclusion

13. A T’aide de résultats précédents, déterminer, pour tout entier n > 0, des expressions de a,, b, ¢, et
d,, en fonction de n, A, ag, by, co et dp.

14. Quelle est la nature de (ay)n>0, (bn)n>0, (Ca)ns0 €t (dp)nso 7 Déterminer leur limite si elles existent.
15. Discuter, sans justifier, la cohérence du résultat précédent dans chacun des cas suivants :

(a) ag = by = co = do;;

(b) ou p=1.
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques

Exercice 1
Le but de cet exercice est de déterminer l’ensemble .7 des fonctions f :]0,+oo[— R telles que :

[ est dérivable sur]0,+oo] et Vt > 0, f'(t) = f(1/t).

1. Dans cette question, on fizre f € ./ et on définit la fonction g : x +— f(e”).

(a) Justifier que g est deux fois dérivable sur R.
» On a g = foexp. Or exp est dérivable sur R, exp(z) €]0,4o00] pour tout © € R et f est
dérivable sur ]0,4o00[. On en déduit que g est dérivable sur R comme composée de fonctions
dérivables. De plus ¢’ = exp’ x(f" o exp) donc :

gzt fl(e”)=€e"f(1/e") =e"f(e™®) car f €.7.

Ona g =expx(foh)ouh:xr e * Orexp est dérivable sur R, h est dérivable sur R comme
composée de fonctions dérivables, h(z) €]0, +00[ pour tout € R et f est dérivable sur |0, +o0].
On en déduit que ¢’ est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables, et
donc que ‘g est deux fois dérivable sur R ‘

(b) Montrer que g est solution de l’équation différentielle suivante :
y' =y +y=0. (E)
» En reprenant les calculs de la question précédente, on obtient :
g" =exp’' x(foh)+expx(foh) =exp X(foh)+expxh' x(f oh)
donc :

g et fle) tef(—e ) fi(e7) = g'(x) = f(1)e7") = g'(x) — f(e”) = ¢'(x) — g(=).

Ainsi ¢ = ¢’ — g et par conséquent | g est bien solution de (E)|.
(c) Résoudre (E).

» On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 & coefficients constants.
Son équation caractéristique est :

r?—r+1=0.

Le discriminant de cette équation de degré 2 vaut A = 1 — 4 = —3 < 0 donc 'équation
caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées :

_1+iv3 1 V3 1 V3

A

1

Chaque solution de (E) est donc de la forme :

g x> (Acos (?m) + Bsin <§x>)

ot (A, B) € R? sont deux constantes.
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(d) En déduire que f est de la forme t — Afi(t) + Bfa(t) ou (A, B) sont deux constantes réelles et
(f1, f2) sont deuz fonctions définies sur |0, +oo[ a déterminer.
» On a f(e*) = g(x) pour tout x € R par définition de g, donc f(t) = g(In(¢)) pour tout ¢ > 0
en posant t = e <= x = In(¢). D’aprés le résultat de la question précédente, on obtient donc
que :

fite A2 cog (? ln(t)> +B "W/ 2gin (? ln(t)> = Afi(t) + Bfa(t)

—fi(2) —fa(t)

ot (A, B) € R? sont deux constantes. Puisque In(¢)/2 = In(t'/2) = In(y/t) pour tout ¢ > 0, on
obtient aprés simplifications :

fi it Vtcos (?ln(t)) et | fo:t Vtsin (? ln(t)) :

(e) En considérant les cast = 1 et t = e”/‘/g, montrer que A et B sont solutions d’un systéme
linéaire (S) de deux équations a déterminer.
>

Avant de vous lancer dans des calculs inutiles, réfléchissez a ce que vous
voulez obtenir. Remplacer t par 1 ou par e™/ V3 dans lexpression de f(t) ne
donnera rien puisqu’on ne connait pas les valeurs de f(1) et f(e 7T/‘[) Par
contre, pensez a exploiter l’hypothése initiale que f € ., c’est-a-dire que
f'(t) = f(1/t) pour tout t > 0, qui permet d’obtenir des équations dont on
peut calculer les deux membres.

On sait que f € . donc que f'(t) = f(1/t) pour tout ¢ > 0. Or on a d’aprés le résultat de la

question précédente pour tout ¢ > 0 :
f'(t) = Afi(t) + Bfy(t)
£ <— sin <£ ln(t)) )]
2t 2
2%/% X sin ( ) Vi x —cos <§ln(t)>]

L X cos (? ln(t)) + V1 x
B3 3 (V3
(s ) () (7 35 (57m0)

2Vt
+B
On obtient donc pour ¢ = 1
fA) = f(1/1) = fQ1)
e (222 (L) - (AL (L)
= AV/1 cos (g In(1 )) + BV1sin (? ln(1)>

= <A+—B\/§> cos(0) + <M> sin(0) = A cos(0) + Bsin(0)

2 2

A+ B3
< T:A.
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Et de méme pour t = e/ V3 .

(V) = f(1/eV3) = f(eT™/VF)

A+ BV3 V3 /3 —AV3+B W\[
= (W) cos (7111(6/ )) —|—< T ) /v3 )
=AVe~ chos( ”/\[> + BVe m/V3gin (—ln ”/‘/g)>

A+ BV3 (ﬂ)+ —~AV3+ B\ . (W) A < w>+ B . ( T
— | ——F— | cos|= ————— |sin(= ) = cos ( ——= sin | ——
20T/ (2V3) 2 oer/@3) | PM\2) T Vi) 2) T amive ST

—~AV3+ B
— T:_B'

Par conséquent, A et B sont solutions du systéme linéaire suivant :

A+ B3 =24 A—BV3 =0
{—A\/§+B:—2B — {A\/§_33:0‘ (S)

(f) Résoudre (S).

» On reconnait un systéme linéaire homogéne de deux équations a deux inconnues qui peut
s’écrire sous la forme matricielle suivante :

1 -3\ [A\ (0
V3 =3 B) \0)"
Le déterminant de la matrice des coefficients vaut —3 — \/3(—\/5) = 0 donc cette matrice n’est

pas inversible. On en déduit que (S) n’est pas de rang maximal et donc qu’il admet une infinité
de solutions (car il est homogéne). On obtient aprés 'opération Ly < Ly — v/3L; :

((1)_5/3) (g):(g) “ A-BV3=0 <= A=BV3

Ainsi, | (S) admet une infinité de solutions qui sont de la forme (B+v/3, B) ou B € R|

2. Conclure
» On déduit de la question 1 que si f € % alors f est de la forme :

f it BV3fi(t) + Bfa(t)

ol B € R est une constante.

Attention : cect n’est pas suffisant pour pouvoir conclure en déterminant [’en-
semble .. Pour linstant, on a seulement prouvé l'inclusion :

S C{f:tr BV3fi(t) + Bfs(t) | B € R}.

Il faut aussi prouvé l'inclusion réciproque pour pouvoir conclure.

Maintenant, on fixe B € R et on pose f : ¢+ By/3fi(t) + Bfa(t). Alors f est dérivable sur |0, 4+-o00]
comme somme, produits et composées de fonctions dérivables.

Inutile de détailler cette justification : on a déja montré a la question 1(a) qu’on
est capable de le faire. Par contre, il faut donner tous les arguments nécessaires
somme, produit et composée ici.
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De plus on a en reprenant le calcul de la question 1(e) pour tout ¢ > 0 (en posant A = Bv/3) :

() = (B\/§+ B\/§> Cos (?ln(t)) + <_B\/§\/§+ B) sin (? ln(t)>

o 2
= Bv3 cos (? ln(t)> _ b sin (ﬁ ln(t)) :

Vi Vi 2

Or on a pour tout ¢t > 0 :

F(1/t) = BV3fi(1/t) + Bfo(1/1)

) ()

_Bv3 <_\/_§1n(t)> + % sin (—?1n(t)>

Vi 2
BvV3 V3 B . (V3 :
= 7 cos (7 ln(t)) — % sin (TIH(t)> = f'(¢).

On en déduit que f € .. Finalement, on a démontré par double inclusion que :

S ={f:tw BV3fi(t)+ Bfo(t) | BER}|

Exercice 2
Calculer chacune des intégrales suivantes.

1
I = / exp <\3/E> dt en posant t = 23
0

/2 dx
0o 22+2x+4

1
/ 2! sin(rt)dt
0

Iy

I3

/4
Iy = / tan®(0)dd
0

» On pose t = p(z) ot ¢ : z + x> dans I;. On a :

(i) la fonction ¢ est dérivable sur R et ¢ : x — 322 est continue sur R,
(i) ¢(0) =0et ¢(1) = 1.

N’oubliez pas de vérifier les hypotheses du théoreme de changement de variable dans
une intégrale !

Par conséquent :
1 1
L = / exp (\/3 x?’) 32ide = 3/ e"2?da.
0 0

On pose v/(z) = €* et v(x) = 2 pour tout x € [0,1], donc u(x) = e” et v'(x) = 2z. On obtient alors a
I’aide d’une intégration par parties :

1 1
L =3 ([emxz]é — / e@xdx) = 3e — 6/ e“zdx.
0 0
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De méme, on obtient a 'aide d’'une deuxiéme intégration par parties :

1
]1:36—6<[e%](1)—/ ezdx) :36—6e+6[e$]é:—36+66—6:.
0

I _/2 dx _/2 dz _/2 dz _1/2 dx
Tl 2w td Jy Gr12-1+4 Jy (@+1)2+3 3 <w_+1>2+1'

V3

On a:

On pose le changement de variable ¢ = % <= 2 =1t/3—1=1(t). La fonction 1 est dérivable sur R et

Y’ i t /3 est continue sur R. De plus, ¢(t) = 0 <= t:%:\/g/iﬂetgb(t):Q — t:Q—jgl:\/ﬁ_
Par conséquent :

3 6

1/\/§ V3dt V3 V3 \/§<7T 7r> V3

I == = Y2 [arctan(t =Y X2
223 i1 etantle, = 18

On pose u(t) = 2! et v/'(t) = sin(nt) pour tout ¢ € [0,1], donc u/(t) = In(2)2" et v(t) = — cos(nt)/m. On
obtient alors a l'aide d’une intégration par parties :

! —cos(mt)]' 1 — cos(rt 2 1 In@2) (!
I3 :/ 2! sin(mt)dt = {2tm} —/ 1n(2)2tmdt =—+—+ n( )/ 2! cos(mt)dt.
0 0 0

™ 0 ™ ™ ™ ™

De méme, on obtient & 'aide d’'une deuxiéme intégration par parties :

Iy = 3 + In(2) <{2tM1 L /1 ln(Q)Qtht> _3 + In(2) (o - @Ig) _3_ 1”<2)213.

™ ™ ™ 0 ™ ™ ™ ™ ™

On en déduit que :

) ) _ B 3m
(7> +In(2)*) I3 =37 et donc |3 = (2R |
On a
w/4
I - / tan®(0)d0
0
w/4
_ / tan?(6) tan(0)d0
07r/4 /4
= / (1 + tan®(9)) tan(6)dé — / tan(6)dé
0 0
m/4 w/4
_ / tan/(6) tan(0)d0 — |~ 1ncos(0)]
0 0
B 1 ) w/4 \/i
= {5 tan (0)}0 +1n (7
1 [1=m()
=3 + 51n(2) In(2) = 5 :
Probléme

Dans ce probleme, on fize un réel > 0 et on étudie les suites (an)n>0, (bn)n=0, (Cn)nz0 €t (dn)nso définies
par la donnée de leur premier terme (ag, b, co, dy) € R* et les relations de récurrences suivantes :

pay, + by, + ¢, +dy, ap + pby, + ¢, +d,

vn > 07 an - 9 bn = ?
+1 113 +1 Lt 3
Gp + by + pc, +d, ap + by + ¢ + pd,
Cn+1 = et dn+1 = .
o+ 3 o+ 3
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Introduction
an,

bn
Cn

dy,
1. Déterminer une matrice carrée M € My(R) telle que X1 = M X,, pour tout entier n > 0.
» Soit n > 0 un entier. On a :

On pose, pour tout entier n > 0, la matrice colonne X,, =

€ My1(R).

pan+bn+cntdn
Ap+1 #—&-3 J Hany + bn +cn+ dn
X — bn+1 — anth ,:++36n+ - — 1 an + Mbn + ¢ + dn
| e dotbotpontdn | 70 43 | an o+ b+ pcn + dy
dn—i—l antbntcntpdn an + bn +cp + Mdn
pu+3
w111 a,
1
_ b 1pll by, _ MX,
pw+3 1 11pl Cn
111p d,,
M —X,
D’oul le résultat en posant :
wl11
1
M= 1pll
pu+3 | 11pl
111pu

2. Montrer que X,, = M" Xy pour tout entier n > 0.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. On a pour n =0 :

M°Xy =1,Xo = Xy (ot I est la matrice identité d’ordre 4).

Heérédité. On suppose que X,, = M"™ X, pour un entier n > 0 fixé. On a d’apreés le résultat de la
question précédente :

Xpy1 = MX,, = M(M"X,) d’aprés 'hypothése de récurrence
= (MM™) X, par associativité du produit matriciel
- Mn+1X0.

Donc le résultat est vrai au rang n+ 1 des qu’il est vrai au rang n, et cette implication est vraie pour
tout entier n > 0.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vn >0, X, = M"X,|

On propose de calculer M™ en fonction de l'entier n > 0 a l'aide de deuxr méthodes différentes. Les deux
parties sutvantes sont donc indépendantes.
1™ méthode

Dans cette partie, on considere pour tout entier n > 0 la proposition suivante :
P(n) :<il existe (2,,y,) € R* tel que M™ = z, M + y,I4»

ou Iy désigne la matrice identité d’ordre 4.
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3. Montrer que Z(0) et Z(1) sont vraies.

» On a :
M=T,=0M +11, et M'=M =1M + 01,.

Donc | Z2(0) et Z2(1) sont vraies | en posant | (xg,yo) = (0,1) | et | (x1,21) = (1,0)|.
4. On pose la fonction polynomiale P : x — (x — 1)(x — X) ou A= (u—1)/(p + 3).

(a) Montrer que P(M) est égale a la matrice carrée nulle d’ordre 4 notée 0y.

» On a:
P(M) = (M —1)(M — A4)
‘N’oubliez pas la matrice identité devant les coefficients constants!!
wll1 1000 pwl11 1000
B 1 lpll| 10100 1 lpll| p=110100
o lp+3f11pl 0010 p+3 1 11pl w+3{0010
111p 0001 111p 0001
-3 1 1 1 1111 0000
B 1 1 =31 1 1111 | 1 0000 _
T w3211 =31 1111 (u+32|0000]) L2
1 1 1 =3 1111 0000

(b) En déduire que P (2) est vraie.
» On a d’apres le résultat de la question précédente :

04 = P(M) = (M —1,)(M — \y) = M* — (1 +\)M + Ay

donc :
M? = (14+N)M — Ay.

Ainsi, | #(2) est vraie | en posant | (zg,y2) = (1 + A, =) |
5. On fize un entier n > 0 et on suppose que P (n) est vraie. Montrer que & (n + 1) est vraie.
» On a :

M = MM = (x M + y,14)M  d’aprés 'hypothése de ’énoncé
=2, M*+y,M
=z,(L+ MM — Ay) + y, M d’aprés le résultat de la question précédente
=((1+ Nzp +yp) M — Az, 14

Ainsi, | Z(n + 1) est vraie| en posant | (2,11, Yns1) = (1 + Nz + yn, —Axy) |

6. Que peut-on déduire des résultats précédents ? Justifier que les suites (x,,)n>0 €t (Yn)n=0 obtenues sont
récurrentes linéaires d’ordre deux.
» D’aprés les résultats précédents, on a démontré par récurrence que | #(n) est vraie pour tout

,,,,,

plus, d’aprés le résultat de la question précédente, les suites (2,)n>0 €t (Yn)n>0 Obtenues vérifient les
relations de récurrence suivantes :

Tp4+1 = (1 + )\)xn + Yn

Yn+1 = _)\xn '

Vn >0, {

En particulier, on obtient pour tout n > 0 :

Tnt2 = (1 + )‘)mn-H + Ynt1 = (1 + )‘)xn—f—l - A-Tn
Yntz = —Apy1 = =AML+ Nzy +yn) = (L + XN (=A2p) = Ay = (1 4+ N)xpgr — Az,

Ainsi, |les suites (2,)n>0 €t (Yn)n>0 sont bien récurrentes linéaires d’ordre deux |.
) = =
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7. Ezxprimer, pour tout entier n > 0, x,, et y, en fonction de n et \.

» D’aprés le résultat précédent, 'équation caractéristique associée & (,)n>0 €t (Yn)n>0 €st

C=01+Ng— ) <= - 1+Ng+21=0 < (¢—1)(¢g—)) =0.

Pensez a chercher des solutions évidentes aux équations polynomiales pour les
factoriser plus rapidement et donc trouver toutes les solutions.

Cette équation admet deux solutions réelles : ¢ =1 et go = A. Or :

A=1 <= %:1 — pu—1=pu+3 < —1=3 ce quiest absurde.
]

Ainsi A # 1 et donc les deux solutions réelles sont distinctes. On en déduit que le discriminant de
I’équation caractéristique est strictement positif.

On peut retrouver ce résultat en calculant directement le discriminant, mais ¢’est

plus long. Remarquer des solutions évidents, méme pour un polynéme de degré
2, permet toujours de gagner du temps.

Par conséquent, il existe quatre constantes (A1, A2) € R? et (N}, \}) € R? telles que :

Ty — )\1 + )\2)\”
>
=0 {yn = X+ AN
D’aprés le résultat de la question 3, on a :
O:.’L'():)\l—i—)\g 11 )\1 o
{1 :331:)\1+>\2)\ = (1 )\) <)\2)

(1)

Or det <i i\) = A—1%# 0 car A # 1. Donc la matrice est inversible et le systéme linéaire admet
une unique solution :

A 1 A —1 oy 1 -1
Aa)  A—-1\-11 1) x—1\1)"
De méme, on a d’apres le résultat de la question 3 :
L =yo= A+ X 11 Aty (1
{O:ylz)\'l—i—)\’QA — L1a) )~ o
— Ay 1 A =1 ry 1 A
ANy ) a—=1\-11 0/ Xx—1\-1)"

‘ Pensez a utiliser les matrices pour gagner du temps!!

Finalement, on obtient :

DY

En déduire, pour tout entier n > 0, une expression des coefficients M™ en fonction de n et \.
» Soit n > 0 un entier. D’aprés les résultats précédents, on obtient :

p111 1000
1A A “14x [1p1t| Aa-afoto00
M =2 M 4yl = 2 L=

s = A T T, T S e [ 11w | TS {0010
111p 0001
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)\:Z—J_ril% donc Ap+3X—pu+1=0 donc u:—_j\g)\__ll.
On en déduit que :
-1+ -1+ A 1=
A-DE+3) (-1 (2L+s) 4
ot -1+ A" M+)\—)\”:1—)\”X—3)\—1+)\—)\”
(A=D1 (p+3) A—1 4 A—1 A—1
O SBA = 13N AT AN — 4N
4N —1)
CA=TH3AM (A1) 1T+ 3N
400 —1) 4

Par conséquent :

143N 1—A" 1—A" 1— )"
L 1= 143\ 1—A" 1—\"
21 1= 12 143\ 1—\»
T—A" 1—A" 1—\" 143\

M =

2¢ méthode

1111
. ) 1111
Dans cette partie, on pose la matrice U = 1111 € My(R).
1111
9. Exprimer M en fonction de p, de la matrice identité d’ordre 4 notée 14 et de U.
» On a:
w111 1111 u—1 0 0 0
1 lpll | 1 1111 n 0O pu—1 0 0
_M+3 11pl _M+3 1111 0 0 pw—1 0
111p 1111 0 0 0 p—1
1
=—— U+ (u—1)I4) |
/~L+3( (M )4)

10. Exprimer U* en fonction de U pour tout entier k > 1.
» Montrons par récurrence que U* = 4*=1U pour tout entier k£ > 1.

Initialisation. On a pour k =1 :
U'=U=4U=4""U.

Hérédité. On suppose que U* = 4¥=1U pour un entier £ > 1 fixé. On a alors :

2

1111 4444
1111 4444
k+1 _ prkpr _ k=1 _ k-1 _ k-1 _ k=177 — g1
U U'U=4"UU=4 1111 4 41444 474U =4 U.
1111 4444

Donc UF = 41U = UF+! = 4*+D)=11J et cette implication est vraie pour tout entier k > 1.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vk>1, Uk =4*1U |
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11. Soit un entier n = 0. Simplifier [’expression de M"™ en fonction de n, p, Iy et U.

» On a:

Ux(p—DL=p-HU=@p-LxU

donc les matrices U et (u — 1)I4 commutent.

N’oubliez pas de vérifier que les matrices commutent avant d’utiliser la formule
du binome de Newton pour les matrices!!

On en déduit d’apres la formule du binéme de Newton et les résultats précédents que :

M = (m“” (- 1)14>) — U =0

= m > (Z) U((u = 1Ly)" "
1 — (1 k1 _ yn—k 1 1)y
C(nF3)n & (k) i (n+ 3)”14(M g

S =

a2 ()0 e e (55)

U pw—1\" 1
= U+pu—-1"+ () (L -ZU
4(u+3)”< p=1) <u+3> (4 4)
1
4

12. Exprimer, pour tout entier n > 0, les coefficients M™ en fonction de n et X = (n—1)/(1n + 3).
» Soit un entier n > 0. On a d’aprés le résultat de la question précédente :

Conclusion

1111 1000 1111
111111 0100 111111

M7 =3U+2 (14_1[])_1 t1i | PM [ looto | a1

1111 0001 1111

T4+3A" 1—A" 1—A" 1—)»
Il 1=2" 143\ 1—X\" 1—)\n
T2l 1A 1= A" 143X 1=\
T—A" 1—A" 1—A\" 1+3)\"

13. A Uaide de résultats précédents, déterminer, pour tout entier n > 0, des expressions de a,, by, ¢, et
d, en fonction de n, \, ag, by, co et dy.
» Soit un entier n > 0. On a d’aprés les résultats précédents :

donc :

Ay —

Cp =

an, 143N 1—A" 1—X" 1-)\" Qo

0 IS T N T U [R5 U W N S (O I

Cn _X”_MXO_Z I—A" 1—=X\" 143 \" 1—)\" o

d,, 1—=A" 1=A" 1—=X\" 143\ do
(]_ + 3)\”)&0 + (1 — )\n)(bo -+ Co + do) b — (]_ + 3)\”)()0 + (1 — )\”)(ao + Co + do)
4 9 n - 4 )
(1+3)\n)00+(1—)\n)(ao—i-bo—i—do) ot d _(1+3)\”)d0—|—(1—)\”)(ao+b0+co)
4 n 4 .
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14. Quelle est la nature de (an)n=0, (bn)n=0, (Cn)nso €t (dn)nso ¢ Déterminer leur limite si elles existent.
» Par définition, A = (u —1)/(p+ 3) et © > 0. On en déduit que :
—1 —1

> — > —1.

Ainsi A €] — 1, 1] et par conséquent lim,,_, ;o A = 0. On en déduit d’apreés le résultat de la question
précédente que :

. . . . ag + by + co + do
lim a,= lim b,= lim ¢,= lim d, = .
n——+oo n—-+oo n——+oo n——+oo 4

En particulier, |les suites (an)n>0, (bn)n=0, (¢n)nz0 €t (dy)n=0 sont convergentes|.

15. Discuter, sans justifier, la cohérence du résultat précédent dans chacun des cas suivants :
(a) ag = by =co = do;
» Siag=by=cy=dyalors on a :

_,u(lo—Fbo—i‘Co—i‘do - (,LL+3)CL0 o

o+ 3 o+ 3

a1

et de méme pour by, ¢; et dj. On peut donc démontrer par récurrence que |les suites (ay,)n>o0,

(bn)n=0, (Cn)nso €t (dn)ns=0 sont constantes égales a ag|. En particulier, elles convergent vers ag =

(ap + bo + co + dy)/4 ce qui est cohérent avec le résultat précédent.

(b) oup=1.
» Sipu=1alorsona:

~ pag+bo+co+do  ag+ b+ co+ do
B o+ 3 B 4

a1

et de méme pour by, ¢; et di. On peut donc démontrer par récurrence que |les suites (a,)n>1,

(bn)n>1, (Cn)n>1 €t (dp)n>1 sont constantes égales & (ag + by + ¢y + dp)/4|. En particulier, elles
convergent vers (ag + by + ¢o + dy)/4 ce qui est cohérent avec le résultat précédent.

Attention, les suites (an)n>0, (bn)nz0, (Cn)nso €t (dn)nso0 ne sont pas forcé-
ment constantes car leur premier terme n’est pas forcément égal a (ag + bo +
co + do)/4
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DS n°5 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme 1 (Analyse-Informatique)
Dans tout I'exercice, o €]0, 1]. Pour tout entier naturel n, on pose :

~ (=D
RPN

k=0

1. (INFO) Ecrire une fonction SuiteS(n) qui retourne la valeur de S,,. On suppose que a est contenu
dans la variable a.

2. (a) Montrer que (S2,)nen est une suite décroissante.
(b) Montrer que (S2,+1)nen €st une suite croissante.
(c) Déterminer la limite de (S2, — San+1)nen-
(d) Déduire des questions précédentes que la suite (S, ),en est convergente.
Dans la suite, on note ¢, la limite de la suite (S, )nen-

3. (INFO) A partir des questions précédentes, on en déduit 1’algorithme d’approximation numérique
ci-dessous (voir I'encadré). Ecrire une fonction approx(epsilon) qui exécute l'algorithme décrit.

Pour epsilon>0 :

S0=1

$1=80-(1/(2)**(a))

k=2

tant que (|S1-SO|>epsilon)
S0=S1+(1/ (k+1)**a)
k=k+1
S1=S0-(1/(k+1)**a)
k=k+1

retourner [S1,S0]

4. Dans cette question, on fixe @ = 1 et on veut calculer /;.

(a) Montrer que pour tout z € [0,1] et n € N, on a

1 2n+1 P o
— —1 —
1+ ;( ) 1+x

(b) En déduire que pour tout n € N,

1 x2n+2

In(2) — So,41 = d
n(2) 2n+1 /01+x96’

(c¢) On rappelle que si f est une fonction continue et positive sur [0, 1] alors fol f(t)dt > 0.
Montrer que pour tout n € N, on a

1
0 <In(2) — Sops1 < / 22" 2.
0
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(d) Déduire des questions précédente la limite ¢, de la suite (Sy,)nen-
(e) (INFO) A l'aide de résultats précédents, écrire une fonction approxln2(epsilon) qui retourne
un encadrement du nombre In(2) a € pres.

Questions de cours

On note {x1,xa,...,2,} et {y1,¥2,...,y,} les modalités de deux caractéres quantitatifs = et y sur une
population de taille n. Pour chaque couple d’indices (7,7), on note n? effectif de la modalité z;, n?j
effectif de la modalité y; et n; ; 'effectif de la modalité conjointe (z;,y;).

1. Exprimer n de trois fagons différentes : en fonction des ny, des ni’ ou des n; ;.
Rappeler la définition des moyennes Z et i de x et y.

Rappeler la définition des écarts types s, et s, de = et y.

Rappeler la définition de la covariance s, , de (z,y).

Rappeler les formules de Koenig-Huygens pour s2 et s,,,.

Rappeler la définition du coefficient de corrélation affine r,, de (z,y).

A

Rappeler 'équation de la droite de régression affine de (z,y) par la méthode des moindres carrés.

Probléme 2 (Algebre-Géométrie)

Dans 'espace & muni d’un repére orthonormé, on considére la droite & de représentation paramétrique :

r=—-3+1
2. cy=14+2t ,teR.
z=2—1

Pour tout ce probléme, on fixe un point A(c, 3,7) et on note H(\, u, ) son projeté orthogonal sur 2.

1. (a) Déterminer une représentation cartésienne du plan #?; contenant les points B(—1,0,0), C(2,7,—3)
et D(—2,4,1).

(b) Montrer que £?; contient 2.
(c) Déterminer une représentation cartésienne du plan &, contenant Z et le point E(—2,3, —1).
(d) Déterminer une représentation cartésienne du plan 25 perpendiculaire & & et passant par A.

2. En déduire que les coordonnées de H vérifient un systéme linéaire qu’on peut écrire sous la forme :

A 101
My p)| =My, oo Mi=1|-210 et My € M571(R) est une matrice colonne a déterminer.
v 1 2-1
3. Montrer que M est inversible et calculer son inverse.
4. En déduire que les coordonnées de H sont données par :
A « 1 1 2 -1 1 )
12 :P1 B —|—P2 ol Plz— 2 4 =2 et P2:§ 4
v v -1-21 3

5. (a) Déterminer en fo_ng:tion de a, 5 et v la valeur du paramétre ¢t € R du point M(z,y, z) € Z telle
que le vecteur AM est orthogonal au vecteur @ = (1,2,-1).

(b) Retrouver le résultat de la question 4 a l'aide de la valeur du paramétre ¢ obtenue a la question
précédente.

6. (a) A l'aide du résultat de la question 4, montrer que :

A
Plp |l +R=
v

RE >
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(b) Quelle est 'interprétation géométrique du résultat précédent ?

7. (a) On note . I'ensemble des points M(x,y, z) € & qui vérifient la propriété suivante :

X T
z z

Résoudre (S) et en déduire que .7 = 2.
(b) Quelle est 'interprétation géométrique du résultat précédent ?

Exercice
Déterminer un équivalent simple de chacune des suites suivantes.

In(n)t% + 99"
100" + ntot

2 n
o vn>1, b= (L2 ) (14 L)
2+ n? n
. Vn+1-—4/n
" 1—rcos(1/y/n)

2 n
L0, d, = (T3 g
n?2+1

5.¥n >0, e, = (1+sin(1/n))® — (1 + tan(1/n))"".

1.vn2>1, a, =
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Corrigé du DS n°5 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1 (Analyse-Informatique)
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Par exemple :

def suiteS(n)
S5=0
for i in range(n+1)
S=8+((-1)*xi)/(i+1)**a

return S
2. (a) Soit n € N. On a
2042 (—=1)F 2n  (=1)k
Sonta — Sop = k=0 (kfl)e  24k=0 (kil)o
_ Szn 1)2n+1 (_1)2n+2 . S2n

2n+2)°‘ (2n+3)>

(71)2n+1 (71)277,4»2
(2n+2)« (2n+-3)«

—1 1
= Gni2e T @ned)e

Or a > 0. Donc (2n + 3)* > (2n + 2)* > 0. Par décroissance de la fonction inverse sur R*™*, on

en déduit que
1 1

(2n + 3) = (2n + 2)>’

On a donc

1 1
(2n+3)*  (2n+2)* 0
Autrement dit, S92 — So, < 0.
Conclusion : la suite (Sa,)nen est décroissante.
(b) Soit n € N.
Sony3z — Sang1 = Zin? (1;11 - i’;ﬁl %

o (71)277:0-2 (71)2n+3
- 52n+1 + (2n+3) (2n+4)e - S2n+1

e g
T (2n+3)e (2n+4)«

11
T (2n+3)« (2n+4)« -

Or a > 0. Donc par décroissance de la fonction x +— % sur R**, on en déduit que m >
1
m. S EE (2n+4) > 0. Autrement dit, So,13 — Sopy1 > 0.

Conclusion : la suite (Sg,41)nen est croissante.

On a donc (
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(¢) Soit n € N. On a

2n+1
SQn—H — Son = Sop + 2”)T2) — Son
- (2n+2)
Or a > 0, donc lim,,_, 1o (21 4 2)* = 4+00. Donc lim,,_,; « (2nT = 0. Autrement dit,

lim (SQn—H — Sgn) =0\

n—-+

(d) En résumé :
— la suite (Ss,)nen est décroissante (question 1.a);
— la suite (S2n41)nen est croissante (question 1.b);
— la suite (S2,11 — S2n)nen est de limite nulle;

ces deux suites sont donc adjacentes. Il en résulte qu’elles convergent vers la méme limite. Les
suites (52, )nen et (Son11) ayant méme limite, on en déduit que la suite (S),)nen est convergente.

3. Par exemple :

def approx(epsilon)

S0=1

S1=1-(1/(2%*a))

k=2

while (abs(S1-S0)>epsilon)
S0=81+(1/(k+1)**a)
k=k+1
S1=80-(1/(k+1)**a)
k=k+1

return [S1,S0]

4. (a) Soit z € [0,1]. On a

2n+1 2n+1
> (=1t =% (o)
k=0 k=0

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison —z # 1 (—x € [—1,0])

donc
1 — (_I)2n+2

2V =

Autrement dit,

2n+1 "
ko 1= (@)
> (1)
prd 1+2)
On a donc
22 1 2n4-1
_ B 1)k
142z 1+=x Z( )’z
k=0
(b) Soit n € N. D’aprés la question 4.a, on sait que
2n+1 2042
1 T
Yz € [0, 1], — —1)kzr = .
R R e
k=0
Les fonctions f : x — 1% - ?:61(—1) Fetg:a— 9”12:;2 étant obtenues comme sommes

et quotient de polynomes dont le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1], on en déduit qu’elles
sont continues sur [0, 1] et donc intégrables sur ce segment. En intégrant, on obtient alors :

2n+1 1 $2n+2
/ — Z k z* Ydx = / dx.
1+2 0 1+

k=0
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Par linéarité de I'intégrale, on a

1y 2n+1 1 1 2n+2
dr — —1’“/ xkdx:/ dx.
[ e e [ ae= [

En calculant les intégrales du membre droit, on obtient

2n+1 s 1 2042
(1 +2))22h = 3 (—DH =) = / du

pr k+1 14+

D’ou

1+z

2n+1 1 1 2n+2
In(2) = ) (-1)F— :/ dz.
k=0 0

Autrement dit,

12042
In(2) — S. = x
R =
(¢) Soit n € N. On pose f, : = — xfij Cette fonction étant un quotient de polynéme dont le

dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1] elle y est continue. De plus, sur [0,1] le numérateur et
dénominateur sont positifs. On en déduit que

1
/ fn(x)dz > 0.

0

D’aprés la question 4.b, on en déduit que

111(2) - S2n+1 Z 0.

Posons g : z — 1?2, g est continue sur [0, 1] car polynomiale. De plus, pour tout z € [0, 1],

g(z) — folx) = 222 — % = “3121—;3 > 0.Par conséquent, g — f,, est positive sur [0,1] et y est

continue comme différence de fonctions continues sur ce segment. Il en résulte que

/0 (g— f)(@)dz > 0.

/0 o) > /0 ' f (@)

1 12042
/ 2224 > / dr =1n(2) — Sopy1-
0 o 1

+x

D’ou

Autrement dit,

On a bien

1
0 S 111(2) — 52n+1 S / I2n+2dl’.
0

(d) D’aprés la question 4.c, on a
1
0 <1In(2) — Sapyr < / r? 2y,
0

En calculant I'intégrale, on a alors :

1
0<In(2)— Sops1 < )
_n() 2+1_2n+3
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Or lim,, 1 o T1+3 = 0 et d’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim,,_,; +(In(2) —
Sons1) = 0. Autrement dit, lim,, 1 o S2,01 = In(2).

D’aprés la question 1.d, on sait que (S, )nen est convergente. Elle converge donc vers la méme
limite que (S2,41)nen. Par conséquent,

lim S, =1n(2)|

n—-+0o0o

(e) Par exemple :

def approxln2(epsilon)

S0=1

S1=1-(1/2)

k=2

while (abs(S1-S0)>epsilon)
S0=S1+(1/(k+1))
k=k+1
S1=50-(1/(k+1))
k=k+1

return [S1,S0]

Questions de cours
On note {x1,z2,...,2,} et {y1,y2,...,Y,} les modalités de deux caractéres quantitatifs x et y sur une
population de taille n. Pour chaque couple d’indices (i,7), on note n} Ueffectif de la modalité x;, n]y
Ueffectif de la modalité y; et n;; Ueffectif de la modalité conjointe (z;,y;).
1. Exprimer n de trois facons différentes : en fonction des n¥, des n? ou des n; ;.
>

p q p q
_E: x _E: y _E:E:
n = n;l, |n= n;| et n= n;j
i=1 j=1

i=1 j=1

2. Rappeler la définition des moyennes T ety de x et y.
>

3
S|

T = — n;r;| et |y=

q
Yo
> my;
j=1

3. Rappeler la définition des écarts types s, et s, de x et y.
>

1< _ 1 o _
Sy = Ean (z; —7)°| et |s,= —anj (y; — 7)°
i=1

4. Rappeler la définition de la covariance s, de (z,y)
>

p q
Sey = %Z Z nij (v —7) (y; — 7)

i=1 j=1

5. Rappeler les formules de Koenig-Huygens pour s2 et Sy,
>

sp= (@) = (@) et |50y =(2) - (@) )
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6. Rappeler la définition du coefficient de corrélation affine ., de (x,y).

>

Szy
S48y

Tay =

7. Rappeler l’équation de la droite de régression affine de (x,y) par la méthode des moindres carrés.

>

Probléme 2 (Algebre-Géométrie)

Dans l’espace & muni d’un repére orthonormé, on considere la droite & de représentation paramétrique :

r=—-34+1
Y:cy=1+2t , teR
z=2—1

Pour tout ce probleme, on fize un point A(c, B,7) et on note H(\, p,v) son projeté orthogonal sur 9.

1.

(a) Déterminer une représentation cartésienne du plan &Py contenant les points B(—1,0,0),

C(2,7,—-3) et D(—2,4,1).
» On cherche un vecteur 7 = (a,b,¢) € R\ {ﬁ} normal au plan Z7;. Or les vecteurs
B? =(3,7,-3) et B? = (—1,4,1) ne sont pas colinéaires car :

3 —1 3 -1
rang | 7 4 Lo < 3Ly —T7TL; =rang | 0 19 | =2.
-3 1 L3 — L3 + Ly 00

Ainsi nf = (a,b,¢) € R3\ { 0} est normal au plan 27, si et seulement si :

{%ﬁ{:o {3a+7b—3c:0
<

BD. =0 —a+4dbtc=0 Ly 3Ly + L,

3a+7—-3c=0
196 =0

On obtient un systéme de rang 2 avec une inconnue auxiliaire et aucune équation auxiliaire. Il
y a donc une infinité de solutions de la forme :

a= (3c—Tb)/3=c
b=0 ou ¢ € R est un parameétre.
c=c

Pour ¢ = 1, on obtient le vecteur normal ni = (1,0,1). Ainsi le plan &, admet une représen-
tation cartésienne de la forme :

Prax+by+cz+d=x+2+d=0 oudéeR est une constante.

Puisque B(—1,0,0) appartient au plan &7, on en déduit que —1 4+ 0+ d = 0 donc que d = 1.
Finalement, on obtient la représentation cartésienne :

Pix+z+1=0]|

On peut aussi écrire une représentation paramétrique du plan PPy (par
exemple a l’aide des vecteurs directeurs B(% et BD) puis raisonner par sub-
stitution pour supprimer les deux parameétres d’une des trois équations obte-
nues.
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(b) Montrer que & contient 9.
» Soit M(x,y,z) € 2. 1l existe donc un paramétre ¢ € R tel que (z,y, z) = (=341, 1+2t,2—1).
Par conséquent :
r+z+1=(=3+t)+(2—-1t)+1=0.

On en déduit que M(z,y,z) € ;. Puisque ceci est vrai pour tout M(z,y,z) € &, on a

démontré que :
Gc7)

(c) Déterminer une représentation cartésienne du plan Py contenant 9 et le point E(—2,3,—1).
» On cherche un vecteur 73 = (a,b, ¢) € R?\ {6)} normal au plan . La droite & passe par le
point F'(—3,1,2) et est dirigée par le vecteur U = (1,2,—1). Or les vecteurs ﬁ =(—-1,-2,3)
et @ = (1,2, —1) ne sont pas colinéaires car :

-1 1 —-11 -11
rang | —2 2 Ly Ly —2Ly =rang | 0 O | Ly Ly =rang | 0 2 | =2.
3 —1 L3<—L3+3L1 0 2 L3<_>L2 00

Ainsi 74 = (a,b,¢) € R3\ { 0} est normal au plan 22, si et seulement si :

{ﬁ.@—o . {—a—2b+30:0

=0 a+2b—c=0 Lo+ Lo+ L,

— —a—2b+3c=0
2c=10"

On obtient un systéme de rang 2 avec une inconnue auxiliaire et aucune équation auxiliaire. I
y a donc une infinité de solutions de la forme :

a=a=—-2b+3c=-2b
b=1> ou b € R est un parametre.

=0

Pour b = 1, on obtient le vecteur normal np = (—2,1,0). Ainsi le plan &2, admet une représen-
tation cartésienne de la forme :

Py ar+by+cz+d=-2x+y+d=0 oudée R est une constante.

Puisque E(—2,3, —1) appartient au plan &, on en déduit que (—2)(—2) + 3+ d = 0 donc que
d = —7. Finalement, on obtient la représentation cartésienne :

@2:—2x+y—7:()‘.

On peut aussi écrire une représentation paramétrique du plan P (par

exemple a l'atde des vecteurs directeurs Eﬁ et 7) puis raisonner par substi-
tution pour supprimer les deux parameétres d’une des trois équations obtenues.

(d) Déterminer une représentation cartésienne du plan &3 perpendiculaire o P et passant par A.
» La droite Z est dirigée par le vecteur U = (1,2, —1) et est perpendiculaire au plan .
Par conséquent, le vecteur U = (1,2,—1) est normal au plan &3 qui admet une représentation
cartésienne de la forme :

Ps:x+2y—z+d=0 oudéeR est une constante.

Puisque A(q, 8,v) appartient au plan &3, on en déduit que a + 25 — v+ d = 0 donc que
d = —a — 23 + 7. Finalement, on obtient la représentation cartésienne :

93:x+2y—z—a—25+7:0‘.
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2. En déduire que les coordonnées de H vérifient un systéme linéaire qu’on peut écrire sous la forme :

A 1 01
My | p]|=MyouMy=1|-210 et My € #51(R) est une matrice colonne a déterminer.
v 1 2-1

» Puisque H est le projeté orthogonal de A sur &, H appartient a la droite & et le vecteur ﬁ est
normal a la droite . On en déduit que :

— H appartient au plan &, car ¥ C &) d’aprés le résultat de la question 1(b);
— H appartient au plan ¥y car ¥ C &5 par définition de s ;
— H appartient au plan &3 car zﬁ est un vecteur directeur de &3 par définition de Hs.

Par conséquent, les coordonnées de H (A, u, v) vérifient les équations cartésiennes de &1, &5 et s,
c’est-a-dire :

A+v—1=0 A +rv = -1
22 +pu—7=0 — =2\ +p =7
A2u—v—a—-28+v=0 A F2u—v=a+20—v
101 A -1
— [ -21 0 wl = 7
1 2-1 v a+20—7v
A -1
— M, ) =M, ou |My= 7
v a+28 -~
3. Montrer que M est inversible et calculer son inverse.
» On fixe (y1,%2,y3) € R? et on cherche (z1, 79, 73) € R? tel que :
1 (7 101 x1 (7
M| xo = Y2 < —-21 0 To = Y2 Lo+ Lo+ 21,4
T3 Y3 1 2 -1 T3 Y3 L3 < L3 — Ll
10 1 1 Y1
<~ |01 2 T2 | = | 2y1+ 2
02 -2 X3 —Yy1 + Y3 L3 — L3 — 2L1
10 1 X1 Y1 Ly <+ 6L+ Ls
<~ 01 2 ) = 2y1+y2 L2%3L2+L3
00 —6 T3 —dY1 — 2y2 + Y3
3
rang=

On obtient une matrice équivalente échelonnée de rang maximal donc | M; est inversible ‘

1 (7 60 0 Ty Y1 —2y2 + ys Ly <+ L1/6
Milz | =y < (030 T | = Y1 +Yy2+ys3 Ly < Ly/3
x3 Y3 00 -6 x3 =51 —2y2 +y3 ) Lg < —L3/6
100 I (y1—2y2+y3)/6
— [ 010 ze | = (y1 +y2 +ys3)/3
001 X3 —(—5y1 — 2y2 + y3>/6
I
=13
Z1 1 =20+ 1 (121 ()
|| ==|20+20p+2y | =2 2 2 Y2
T3 Sy1 + 2y2 — Y3 5 2 —1 Y3
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Finalement, 'inverse de la matrice M, est égal a :

1 1-21
Mt = G 2 2 2
52 —1
4. En déduire que les coordonnées de H sont données par :
A « 1 1 2 -1 1 -5
1% :P1 B —|—P2 ol P1:— 2 4 =2 et P2:§ 4
v v -1-21 3
» D’apres les résultats des questions précédentes, on a :
A A A 1 1-21 —1
12 = 13 % = MflMl 1% = MflMQ = 2 2 2 7
v v v 52 — a+28—x
L[ ~B5ta+28—y 1 [ @t+28—~ —15
=5 1242a0+48 -2y | == | 2a+48 — 2y +— 12
9—a—28+7 —a—268+7 9
1 1 2 -1 ! 1 -5
=z 2 4 —92 B8]+ 3 4 | =P B + Py
-1-21 v 3 7y

5. (a) Déterminer en fonction de o, B et 7y la valeur du paramétre t € R du point M(x,y, z) € P telle
que le vecteur m est orthogonal au vecteur U = (1,2,—1).
» Soit t € R le paramétre du point M (z,y,z2) € Z, donc (x,y,2) = (=3 +t,1+2t,2 —t). Le
vecteur E\? est orthogonal au vecteur uw = (1,2, —1) si et seulement si :

—3+t—« 1

e

AM U =0« [ 1+20=8|.[| 2 | =0
2—t—~ —1

— (3+t—a)+2(14+2t—pB)—(2—t—7)=0
= 34+6t—a—-20+v7=0

1
= tzé(a+2ﬁ—7+3).

(b) Retrouver le résultat de la question 4 a laide de la valeur du paramétre t obtenue a la question
précédente.
» Le vecteur o = (1,2, —1) est directeur de la droite 2. Par conséquent, si le vecteur m est
orthogonal au vecteur @ = (1,2,—1), alors le point M(z,y,z) € Z est le projeté orthogonal
de A sur 2. On en déduit que les coordonnées de H(\, p, ) sont obtenues pour la valeur du
parameétre ¢ € R calculée a la question précédente, c’est-a-dire :

A=-3+t=-3+1a+28—7v+3)=1(a+28—~

p=1+2t=1+3(a+28—-~v+3)=¢ (2a+4ﬁ—2’y)+
y:2—t:2—%(a+2ﬁ—’y+3):%(—a—Qﬂ—i—’y)—l—%

~—

A 1 2 -1 Q@ 1 -5 @
donc uwl==1 2 4 =2 I5; —|—§ 4 | =P | B |+
v -1-21 v 3 v
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6. (a) A laide du résultat de la question 4, montrer que :

A A
Plpl+h=|p
v v

» On a d’aprés le résultat de la question 4 :

A «Q «
Plp|l+P=P |P|B|+P|+P=P|8]|+PP+P.
v o] o]
Or :
1 1 2 -1 1 2 -1 1 6 12 —6 1 1 2 —1
Pf:— 2 4 =2 | = 2 4 =2 :% 12 24 —12 | == 2 4 2| =P
-1-21 -1-21 -6 —-12 6 -1-21
et :
1 2 -1 -5 0
1 1 1
P P= - 2 4 -2 |- 4 = B 0] =03;.
—-1-21 3 0
Par conséquent :
A «Q «Q A
Plp|+P=P |8 |+PP+P=P |8 |+P=|n
v v y v

d’aprés le résultat de la question 4.

(b) Quelle est l'interprétation géométrique du résultat précédent ?

» On sait d’aprés le résultat de la question 4 que les coordonnées du projeté orthogonal
H(X\ pu,v) de A(a, 8,7) sur Z sont données par :

(07
:P1 5 +P2
v

RE >

Ainsi, les coordonnées du projeté orthogonal de H(\, u,v) sur & sont égales a :

A A
Plp|+FP=|un d’aprés le résultat de la question précédente.
v v

Le projeté orthogonal de H sur & est donc égal & H. Par conséquent, |le projeté orthogonal sur‘

‘.@ du projeté orthogonal sur & de A est égal au projeté orthogonal sur 2 de A |ou autrement

dit | projeter orthogonalement sur & deux fois de suite revient & ne le faire qu'une seule fois ‘

7. (a) On note .~ l'ensemble des points M (x,y,z) € & qui vérifient la propriété suivante :

x x
Ply|+Ph=1y]. (S)
2 2

Résoudre (S) et en déduire que . = 9.
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» On a:

T T
z z
1 1 2 -1 x x 1 )
-1-21 z z 3
1 2 -1 100 T )
— 2 4 —2|—-6[010 y|=-3] 4
—-1-21 001 z 3
— 2 22]y]|=[-12
-1 -2-5 z -9 ) Ly Ly
-1 -2-5 T -9
-5 2 —1 z 15 L3+ Ls—51L,
-1-2 -5 T -9
— 0 —6 —12 y | =1-30
-1-2 =5 T -9
— | 0o -6-12|[y]|={-30
0 0 0 z 0 Lz < L3+ 2L,

On obtient un systéme équivalent échelonné de rang 2 avec une inconnue auxiliaire et une
équation auxiliaire compatible. Le systéme (S) a donc une infinité de solutions de la forme :

r=9-2y—52=9-2(5—-22)—-bz=—-1—2z2
y=—(=30+122)/6 =5 — 2z oll z € R est un paramétre|.
z=z

On reconnait la représentation paramétrique d’une droite de ’espace, donc ’ensemble . des
points M (z,y,z) € & qui vérifient la propriété de I’énoncé est la droite passant par le point
G(—1,5,0) et dirigée par le vecteur ¥ = (—1,—2,1). On remarque que ¥ est aussi un vecteur
directeur de la droite 2 car ¥ et W = (1,2,-1) = — 7 sont colinéaires. De plus, en prenant le
paramétre ¢ = 2, on obtient que le point G(—3+ 2,1+ 2 X 2,2 — 2) appartient aussi a la droite
2. Finalement, on en déduit que les droites . et & sont confondues, c¢’est-a-dire | = Z|.

‘ On peut aussi montrer que . = % par double inclusion. ‘

(b) Quelle est l'interprétation géométrique du résultat précédent ?

» On sait d’aprés le résultat de la question 4 que les coordonnées du projeté orthogonal
H(X\ pu,v) de A(a, 5,7) sur & sont données par :

A o
p |l =P8 |+PF.
v v

Ainsi, les coordonnées des points M (z,y, z) € & égaux a leur projeté orthogonal sur & doivent
vérifier le systéme (S). D’apreés le résultat de la question précédente, on en déduit que
9 est égal a I'ensemble des points qui sont égaux a leur projeté orthogonal sur & |ou autrement

dit | projeter orthogonalement sur & les points de ¥, et seulement ceux-la, n’a aucun effet ‘
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Exercice

Déterminer un équivalent simple de chacune des suites suivantes.
In(n)' 4 99~

» On a pour tout n > 1 :

In(n)!% +99" _ In(m)'® | _ ( In(n) )100 . ((hl(_m)n)mo ey

gon - 9on 9QQn/100 001/100

1. Vn2>1, a, =

Or 991/100 — 1%9/99 ~ 1 donc

1
lim n(r)

———— =0 d’apres le théoréme des croissances comparées
n—+400 (991/100)

et par conséquent :
In(n)'% + 99" ~ 99"

n——+o0o
De méme, on a pour tout n > 1 :
100™ + nlOl nlOl
—_— =1+ .
1007 100™

Or 100 > 1 donc
101
I
n—1>I—|I—100 1007~

=0 d’apres le théoréme des croissances comparées

et par conséquent :
100" +n'"  ~ 100™.

n—-+oo
. 99" _|(99Y"
" notoo 100m |\ 100/ |

1+ on? 1"
21 b, = (2 (142
2+ n? n

» On a:

Finalement, on obtient :

De plus :

Or lim,, % = 0 donc :

1 1
In (1 + —) ~ -
n /) n—+oon

. 1
lim nln <1+—> =1
n—-+oo n

On en déduit que :

puis :

1\" 1
lim (1 + —) = lim exp <n In <1 + —)> =exp(l) =e par composition de limites.
n

n—-+oo n n——+oo

Finalement, on obtient :

b, ~ 2><e:.

n—-+o0o
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iFT-
1 —cos(1/y/n)

» On a lim, \/Lﬁ =0 donc :

3. Yn=>1, ¢, =

et par conséquent :

1 — cos

/_\
3 —
N————
/—\

o

o

)]
N\
Sl
N——

|

—
N———
i
12
3

|
w||
S| =

I
2|
3

De plus, on a pour tout n > 1 :

Vn+l+yn n(l+23)+yn \/_( 1+1 +1>'

Or lim,, 4004 /1+ = —1— 1 =2 donc :

Finalement, on obtient :

n2+3 n
.Vn2>20,d,=| —— —1.
4-un (n2+1)

» On a pour tout n > 0 :

2 3 n 2 3
<2211) = exp (nln (2211)> =exp (nln (14 uy,))

en posant :
n?+3 2
Uy = —1= )
n?+1 n?+1
Or lim,, o0 Uy, = lim, 4 o0 n2 "7 = 0 donc :
2n 2n 2
In (1 n) o~ n=—— =2
nn( +u)n%+oonu 2—}—1n%+oon2 n

En particulier, on a lim,,_, o nIn(1 + u,) = lim,, 1« % =0 donc :

exp(nln(l4+wu,)—1 ~ nln(l+4+w,).

n—-4o00

Finalement, on obtient :

2
dy=exp(nln(l4+u,))—1 ~ nln(l+wu,) ~ |—|

n—-+oo n—+oo | N
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5.¥n >0, e, = (1+sin(1/n))° — (1 + tan(1/n))">.
» On a 1imn_>+00% = 0 donc lim,, o sin(1/n) = 0 et lim,_, . tan(1/n) = 0 par composition de

limites. On en déduit que :
/1))’ ! 5
1+sin( — —1 ~ bsin| — ~ =
n n—-+o0o n n—4+oco N

1\ ° 1 1 1
et 1+ tan | — -1 ~ —tan| — ~  —
n n—+4o0 H n ) n—+oo Hn

1\\° 1\ /5
lim ne, = lim n((l—i—sin(—)) —1+1—(1+tan(—)> )
n—-+00 n—-+oo n n
1\\° 1\ 1/
= lim n((l—i—sin(—)) —1>—n<<1+tan<—)> —1)
n—-+o0o n n
5

Ainsi :

n—;\—;-oon n—;\—s/-ooE
1 24
fry 5 —_—_ = —
D )
Par conséquent :
24
en ~ |—|
n—+oo | HN

Attention : on peut sommer des limites mais pas des équivalents !
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DS n°6 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Déterminer un équivalent simple de chacune des fonctions suivantes au voisinage des points indiqués.
1+ 323 3\"*
1. fitx— 1+ —) quand z — +o0.
3+ a3 x
In(sin(z))

2. forx— quand z — /2.
cos(x)
2?In(z) +

3. fsix— dz—07.

Ja:a x? + exp(—1/z) dHanc ¥

7 2

4. fy:x— 3+x —2 quand z — 1.

—x

5. f5: @ — exp(tan(x)) — exp(sin(x)) quand = — 0.
Probléme 1
Ce probléme propose d’étudier les racines du polynoéme P, = X7 +tX — 1 en fonction du paramétre ¢ > 0.
1. Pour cette question, on fixe t > 0.
(a) Justifier que P, admet une unique racine réelle et que cette racine appartient a ]0, 1[.
(b) On suppose qu’il existe o € C tel que Pi(«) = P/(a) = 0. Montrer que at = 7/6 puis en déduire
une absurdité. Que peut-on en déduire pour la multiplicité de la racine réelle de P, ?
(c) Déduire des résultats précédents le nombre de racines distinctes et non réelles de P;.
2. Pour la suite du probléme, on note f(t) 'unique racine réelle de P, pour tout ¢ > 0.
(a) Justifier que f est strictement décroissante sur |0, +ool.
(b) Montrer que f admet des limites finies en 07 et en +oo.
(c) i Déterminer la limite de f(t) quand ¢ tend vers 0.
ii. En déduire que f(t) — 1 est équivalent & —t/7 quand ¢ tend vers 0%,
(d) i. Déterminer la limite de f(¢) quand ¢ tend vers +oc.
ii. En déduire que f(t) est équivalent a 1/t quand ¢ tend vers +oo.
3. On pose g :]0,1[—]0, +oo[,z +— (1 —27)/z.
(a) Justifier que f est la bijection réciproque de g.
(b) Justifier que f est dérivable sur |0, +oo] et exprimer f’(¢) en fonction de f(¢) pour tout ¢ > 0.
(c) A l'aide des résultats précédents, déterminer des équivalents simples de f’ en 0% et en +oo0.
Exercice 2
Seul le langage Python est autorisé. Chaque polyndéme sera représenté par la liste de ses coefficients.

1. Ecrire la fonction evalue qui calcule I'évaluation d’un polynéme P en un nombre réel a. Par exemple
si P=X?42X +3 et a=2, alors evalue([3,2,1],2) retourne P(2) = 11.

def mystere(P):
reponse = True
for i in range(int(len(P)/2)):
if P[i] !'= P[len(P)-i-1]:
reponse = False
return reponse

2. On considére la fonction mystere ci-contre.
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(a) Que retourne cette fonction pour les polynémes suivants :
P=X%42X+1, Po=X%?42X+2 P=X4+X4+X+1 e P =X+X+X>+1.

(b) Expliquer & quoi sert cette fonction.

3. On rappelle 'algorithme de dérivation d’un polynoéme :

def derive(P):
D =[] En s’inspirant de cet algorithme, écrire la fonction
for i in range(1,len(P)): primitive qui prend en argument un polynéme P et
D += [P[i]*i] renvoie I'unique primitive de P qui s’annule en 0.
return D

Probléme 2

Ce probléeme propose d’étudier quelques propriétés des polynémes palindromiques, c’est-a-dire dont les
coefficients peuvent étre indifféremment lus dans I'ordre croissant ou décroissant des degrés. Par exemple,
le polynéme 2X% — X* + 5X3 — X2 + 2 est palindromique.

1. Cas du degré 2. Soit P, = aX? + bX + a € C[X] un polynéme palindromique de degré 2.
(a) Justifier que 0 n’est pas racine de P.

(b) Montrer que si P, n’admet pas de racine double alors le produit de ses racines (dans C) vaut 1
et aucune de ses racines n’est égale a 1 ou —1.

(c) Montrer que si P, admet une racine double alors cette racine vaut 1 ou —1.
2. Cas du degré 3. Soit Py = aX?3 + bX? + bX + a € C[X] un polynéme palindromique de degré 3.
(a) Trouver une racine évidente de Ps.
(b) Soit Q3 € C[X] tel que P; = (X + 1)Q3. Montrer que Q3 est palindromique de degré 2.
(¢) Que peut-on déduire des résultats précédents pour les racines de P3?

3. Cas général. Soit P = ZZ:O ap X" € C[X] un polynéome palindromique de degré d > 0. On remarque
que les coefficients de P vérifient a4 = a pour tout k € [0,d].

(a) Justifier que 0 n’est pas racine de P.

(b) Montrer que si d est impair alors —1 est racine de P.

(¢) Montrer que si a € C est racine de P alors 1/« aussi.

(d) Soit a € C. Montrer que si P(a) = P'(a) =0 alors P(1/a) = P'(1/a) = 0. Que peut-on en
déduire ?

(e) Soit Q = ZZ;O b X* € C[X] un polynéme palindromique de degré d’ > 0.

: d+d —k min{d,d+d’—k
i. Montrer que Z;O ibgrar_p—i = Zi:Jax{O,d_k}} agq—ib_gi ki pour tout k € [0,d + d'].

ii. En déduire que Z?igl/*k aibagyar—p—i = Zf:o a;b,_; pour tout k € [0,d + d'].
iii. Quelle conclusion peut-on tirer ?
4. Un exemple de degré 4. Soit Py = X* —5X3 +6X? —5X + 1.
(a) Développer I'expression (a + 1/a)? pour tout o € C*.

(b) Montrer que o € C est racine de Py si et seulement si « + 1/« est racine d’un polynéme réel de
degré 2, qu’on notera ()4, & déterminer.

(c) En déduire la factorisation de Py dans C[X].
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Corrigé du DS n° 6 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1

Déterminer un équivalent simple de chacune des fonctions suivantes au voisinage des points indiqués.

1+ 323 3\ "
1. fi:ix— o 14+ - quand x — +o0.
3+ a3 x

» On a:
1+ 33 323 3 dq " 1+ 323
~ — = n im
3+ a3 zoto0 23 one z—+oo 3+ a3
De plus :
3 3 3
In (1 + —> ~ — car lim — =0
€T T—+00 I r—+4o00 I

donc xln(1+§> ~ x§:3.

x
On en déduit que :

3\* 3
lim (1 + —) = lim exp (a: In (1 + —>) = exp(3) = €® par composition de limites.
z—+00 X T—+00 X

Par conséquent :

T 3 x
(1+§) ~ e car lim (1—1_—””>

=1 par quotient de limites
x r—>+00 r—+00 63

donc fi(z) ~ par produit d’équivalents.

T——+00

In(si
2. forx— M quand x — /2.
cos(x)
» Pour tout x au voisinage de 7/2, on pose X =2 —7/2 <= =X + /2. Alors :

In(sin(x))  In(sin(X +7/2))  In(cos(X))

~ In(1 4 (cos(X) — 1))
cos(r)  cos(X +m/2)  —sin(X) sin(X)
Or limg_,z/2 X = lim,_,z/2 2 —7/2 = 0. De plus :
sin(X) il X
et In(l+ (cos(X)—1)) ~ (cos(X)—1) car lim(cos(X)—1)=0
X—=0 X—=0
X2
X502
Donc :
-X2/2 X |xz—7/2
f2<x> z—>'\7jr/2 X N 5 2 .
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2?In(x) + =
2?2 + exp(—1/z)
» On a pour tout x au voisinage de 0% :

3. fy:x— quand x — 0.

?In(z) +x =z " xln(xz) +1

2?2 +exp(—1/z) 2 1_|_exﬂx—#'

Oronaenposant X =1/x <= z=1/X:

1 1
lim zln(z) = lim —In <Y> car lim X = lim 1/2 = 400

z—0+ X—to00 X z—0+ z—0+
—In(X
= Xlim n(X) =0 d’apres le théoréme des croissances comparées
—+00
-1 -X
et lim M: im % car lim X = 400
z—0+ x? X—+oo  1/X7? z—0+
2
= lim =0 d’apres le théoréme des croissances comparées.
X—+o0 exp(X)
Ainsi : | ) 041 | .
lim zln(z) + _ O =1 donc m ~ 1
a0t 1 4 SRCL@) 140 1+ eeCln) 4 0+
d’ou par produit d’équivalents :
x 1
5@ @ |z
7 2
4. foix— 3+x — 2 quand r — 1.
-

» On a pour tout x au voisinage de 1 :

2 1 2 2 2
T2 (LTRSS ]
3—=z 2V 3—z 4(3 —z) 43 —z)

—X
Or : ) q ¥
. . +z
iﬂx_iﬂ[4(3—x)_l}_4x2_l_o ot 1+X_1Xz05'
Donc :
T+
fi(@) 2[4(;@_1}_ T+a2>—43—x)] 2?4425
RS 2 B 43— 1) T 12—4x
Pour tout x au voisinage de 1, on pose e = — 1 <= z =¢c¢+ 1. Alors :
P +4r—5 (e+1)24+4(e+1)—5 e*+6e 6e 35 3( 0
= = ~N — = — :—[L‘— .
12 — 4x 12 —4(e+1) 8 —4e e»0 8 4 4

Or lim,_y; e =1lim, ;2 —1 =0, donc :

fa(z) ~ [2(@—=1)|
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5. fs x> exp(tan(z)) — exp(sin(z)) quand x — 0.
» On a pour tout x au voisinage de 0 :

exp(tan(z)) 1}
exp(sin(z))
= exp(sin(x)) [exp(tan(x) — sin(z)) — 1} :

exp(tan(x)) — exp(sin(z)) = exp(sin(z)) [

Or limz — Oexp(sin(z)) = exp(0) = 1 donc exp(sin(z)) ~ 1. De plus, lim, ,o(tan(z) — sin(z)) = 0
z—
et exp(X)—1 ~ X donc:
X—=0

fs(z) ~ 1 [tan(az‘) - sin(x)] = sin(z) _ sin(x) = sin(z) ( L 1) = sin(z) <cos(:c) - 1).

20 cos(x) cos(x) ~ cos(z)

Or sin(z) ~ z,cos(x) ~ letcos(z)—1 ~ —x?/2. On en déduit par produit d’équivalents que :
z—0 z—0 z—0

Probléme 1

Ce probleme propose d’étudier les racines du polynéme P, = X7 +tX — 1 en fonction du parameétre t > 0.
1. Pour cette question, on fize t > 0.

(a) Justifier que P, admet une unique racine réelle et que cette racine appartient a 10, 1][.
» 0w Py(x) = 2" + tz — 1 est définie et dérivable sur R comme fonction polynomiale. De
plus :
Ve eR, Pl(z)=T72°+t>0 caraz®>0ett>0.

Donc P; est strictement croissante sur R. De plus, lim, ., P;(z) = lim, 2’ = +00 et

lim, , o Pi(x) = lim,, o 27 = —oo car P;(z) ~ 27, P,(0) = =1 < 0 et P(1) =t > 0.
Tr—r =00
Donc :
x —00 0 1 +00
+00
- 0/
Pt(x) ; 0/

—0o0

D’aprés le théoréme de la bijection, on en déduit qu'il existe un unique = € R tel que P;(z) = 0,

de plus z €]0, 1[. Ainsi | P, admet une unique racine réelle et cette racine appartient a ]0, 1[|.

(b) On suppose qu’il existe o € C tel que Py(a) = P/(a) = 0. Montrer que at = 7/6 puis en déduire
une absurdité. Que peut-on en déduire pour la multiplicité de la racine réelle de P, ?

» On a: .
0= P/(a)=7a°+t donc aﬁz—?

t 6
et O:Pt(a):a7+t(x—1:axa6+ta—1:a(—?)+ta—1:?at—1

7
d t=—-|
onc |at =<
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On en déduit que av = 7/(6t) car t # 0 et donc :

7 7\° 77 77
O:Pt’(a):Pt’(_&>: <_§) +t=@—|—t donc t:—@

. g T q T T
par conséquent : ¢’ = —@ onc t= —@ = _W <
ce qui est |absurde | car t > 0.

Attention, si on utilise 0 = Py(o) =a" +ta—1=a"+{—1=a" +¢, on
obtient que a” = —1/6 ce qui donne o = —1/6Y7 < 0 si a € R. Ceci est
en contradiction avec le résultat de la question précédente (o €)0, 1] puisque
« est une racine réelle) mais on ne peut pas conclure a une absurdité car
a € C a priori. 1l faut également remarquer que o« = 7/(6t) € R cart > 0 ce

qut permet de conclure le raisonnement.

On remarque Py(«) = P/(a) = 0 si et seulement si v est une racine de P; d’ordre de multiplicité
supérieure ou égal & 2. Puisque c’est absurde, on en déduit qu’il n’existe pas de racine de P;
d’ordre de multiplicité supérieure ou égal & 2. Autrement dit, toutes les racines de P; sont
simples. En particulier, si a est I'unique racine réelle de P, obtenue a la question précédente,
on en déduit que cette racine est ‘d’ordre de multiplicité égal a 1|.

(¢) Déduire des résultats précédents le nombre de racines distinctes et non réelles de P.
» D’aprés le théoréme fondamental de 1’algébre, on sait que la somme des ordres de multiplicité
des racines de P; dans C est égale a deg(P;) = 7. Or on a vu a la question précédente que toutes
les racines de P; sont simples. Par conséquent, P, admet exactement 7 racines distinctes dans C
qui sont toutes d’ordre de multiplicité égal & 1. Puisque P, admet une unique racine réelle d’aprés
le résultat de la question 1(a), on en déduit que ‘Pt admet exactement 6 racines non réelles

|distinctes|

2. Pour la suite du probleme, on note f(t) l'unique racine réelle de P; pour tout t > 0.

(a) Justifier que f est strictement décroissante sur |0, 400].
» Soient (t1,t3) €]0, +00[* tels que t; < ty. Déterminons le signe de P, (f(¢2)). On a :

P (f(t2) = (f(t2))" + taf(t2) — 1.
Or on a par définition de f(t) :
0= Py(f(t2) = (f(t2))" + t2f(t2) =1 donc  (f(t2))" =1 —t2f(t2).
Par conséquent :
Py(f(t2)) = 1= taf(t2) + 1 f(t2) — 1 = (tr — 2) f(t2).

Or t; —ty <0 et f(tg) €]0,1] d’apres le résultat de la question 1(a). Donc Py, (f(t2)) < 0.

T —00 f(tg) f(tl) +00
' P +00
Pt1(f(t1)) =0
Ptl (.T}) ' /
By (f(t2)) <0
- —
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Or P, (f(t1)) = 0 par définition de f(t;) donc P, (f(t2)) < P, (f(t1)). De plus, on a vu a la
question 1(a) que P, est strictement croissante. Par conséquent ¢ < t;. Ceci est vrai pour tout

(t1,t2) €]0, +00[? tels que t; < 5. On en déduit que| f est strictement décroissante sur |0, +o0] |.

(b) Montrer que f admet des limites finies en 07 et en 400.

» La fonction f est strictement décroissante sur |0, +o00[ d’aprés le résultat de la question précé-
dente. De plus, pour tout ¢ > 0, f(¢) €]0, 1] d’aprés le résultat de la question 1(a) et par définition

de f(t). En particulier, f est majorée par 1 donc |lim;_,o+ f(t) existe et est finie |d’apres le théo-

réme de la limite monotone. De méme, f est minorée par 0 donc |lim;_, ., f(t) existe et est finie|.

(¢c) i. Déterminer la limite de f(t) quand t tend vers 0%.
» On note ¢ = limy; ,o+ f(¢). Pour tout ¢ > 0, on a par définition de f(¢) :

0= PR(f(t) = (f(O)" +tf(t) -1
d’oul en passant & la limite quand ¢ tend vers 07 :

0=0"+0xl¢—1=¢"—1 donc {=+vV1=1.

Par conséquent, |lim; o+ f(t) = 1|.

. En déduire que f(t) — 1 est équivalent & —t/7 quand t tend vers 0.
» Pour tout ¢ > 0, on a par définition de f(¢) :

7

0=F(f(t)) =(f)"+tf(t) =1 donc —tf(t)=(f(1))"—1=|1+(f(t)-1)| -1
—

Or limy o+ © = limy o+ (f(t) — 1) = 0 d’apreés le résultat de la question précédente et

(142)" -1 ~ 7z

z—0

Donec :

—tf(t) ~ 7(f(t)—1).

On en déduit que :

-t1t) | [

t—0+ 7 t—o+ | 7

par produit d’équivalents et car lim; .o+ f(t) = 1 d’aprés le résultat de la question précé-
dente.

(d) 1. Déterminer la limite de f(t) quand t tend vers +oc.
» On note ¢ = limy_, ., f(t). Pour tout ¢ > 0, on a par définition de f(t) :

0= Pf(1) = (F(8) +tF(t) — 1.

Attention, limy_, o tf(t) donne une forme indéterminée si ¢ = 0. Il est
donc nécessaire de distinguer plusieurs cas.

Or, pour tout t > 0, f(t) €]0, 1] d’aprés le résultat de la question 1(a) et par définition de
f(t). Donc ¢ € [0, 1] en passant a la limite quand ¢ tend vers +oo.

‘N’oubliez pas de passer auz inégalités LARGES a la limite!!
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1" cas : £ €]0,1]. Alors limy, o tf(t) = ¢ X +00 = 400 car £ > 0. On obtient donc en
passant a la limite quand ¢ tend vers +oo0 :

0= lim P(f(t)= lim (f(t)"+tf(t) —1=+oo+00—1= 400

t——+o0 t—+o00

ce qui est absurde.
Conclusion. Puisque le cas ¢ €]0, 1] est absurde et que ¢ € [0, 1], on en déduit que ¢ = 0.

Par conséquent, |lim;, . f(t) =0].

ii. En déduire que f(t) est équivalent a 1/t quand t tend vers +oo.
» Pour tout ¢ > 0, on a par définition de f(t) :

0=P(f(1) = (f(t)" +tf(t) =1 donc tf(t)=1-(f(t))"

Or limy 4o 1 —(f(t))" = 1 d’aprés le résultat de la question précédente. Donc tf(t) ~ 1

t——+00
puis par produit d’équivalents :

3. On pose g :]0,1[—]0, +oo[,z — (1 — 27) /.
(a) Justifier que f est la bijection réciproque de g.
» D’aprés les résultats des questions précédentes, on sait que f est strictement décroissante sur
10, +o00l, limy o+ f(t) = 1 et limy—, f(¢) = 0. Donc | f :]0, +00[—]0, 1[| est bijective d’apres le
théoreme de la bijection. Montrons que f o g =1Idj; et go f = Idjg yoo[-

1 composition. Soit x €]0, 1[. Par définition, (f o g)(z) = f(g(x)) est 'unique racine réelle de
Pg(x). Or :

1—ar

Pyp(z)=2"+g(x)z —1=2"+ r—1=0.

x
Donc (fog)(xz) = f(g(x)) = x et ceci est vrai pour tout « €]0, 1[. On en déduit que fog = Idjg 1.
2¢ composition. Soit ¢ > 0. Par définition de f(¢), on a :

1—(f()"
ft)

Ainsi, (go f)(t) = g(f(t)) =t pour tout ¢t > 0. On en déduit que go f = Idjg o[-

Conclusion. Finalement, on a bien montré que ‘ f est la bijection réciproque de g ‘

0=PR(f(t) = (f)" +tf(t) =1 donc g(f(t)) = =t.

(b) Justifier que f est dérivable sur ]0,+oo[ et exprimer f'(t) en fonction de f(t) pour tout t > 0.

1—x
T

» La fonction g :  — =2 est dérivable sur ]0, 1| comme quotient de fonctions dérivables dont
le dénominateur est non nul. De plus, on a :
—Tafxr—(1—-2")x1 —62"—1 62" +1

Vo €]0,1], ¢'(x) = . =— 7 < 0 carx > 0.

En particulier, ¢’(x) # 0 pour tout x €]0,1[. On en déduit que la bijection réciproque de g est
dérivable sur |0, +00[ d’aprés le théoréme de la bijection dérivable, donc que ‘ f est dérivable sur

10, +o00[| d’apres le résultat de la question précédente.

N’oubliez pas de vérifier que ¢'(x) # 0 pour tout x €0, 1] pour justifier que
sa bijection réciproque est dérivable sur |0, +oo[ (rappel : si g'(x) = 0 alors la
bijection réciproque de g admet une tangente verticale en g(x) et n'est donc
pas dérivable en g(x)).
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De plus, on a :

@)~ T Gy + 1]

(c) A Uaide des résultats précédents, déterminer des équivalents simples de f' en 0% et en +o0.
» Puisque lim; ,o+ f(t) = 1 d’aprés le résultat de la question 2(c)i, on en déduit que :
(1) _ -1 i

lim f/(t) = lim —— L2 2 g ) ~ |-
Jim S = i eyt - 7 dome SO w7

De méme, lim; ,, f(t) = 0 d’aprés le résultat de la question 2(d)i, par conséquent :

. 7 . ! - _(f(t))z . 2
Jim 60 +1=1 done 70 =g E D~ (o
Or f(t) e 1/t d’apres le résultat de la question 2(d)ii, d’ot par produit d’équivalents :
1
/ —
FO x5

Exercice 2
Seul le langage Python est autorisé. Chaque polyndéme sera représenté par la liste de ses coefficients.

1. Ecrire la fonction evalue qui calcule I’évaluation d’un polynéme P en un nombre réel a. Par exemple
si P=X?+2X+3 eta=2, alors evalue([3,2,1],2) retourne P(2) = 11.
» Par exemple :

def evalue(P,a):
S =20
for i in range(len(P)):
S += P[i]*(a**i)
return S

On peut aussi utiliser la méthode de Horner :

def evalue(P,a):

S =0

for i in range(len(P)-1,-1,-1):
S += S*a+P[i]

return S

def mystere(P):
reponse = True
for i in range(int(len(P)/2)):
if P[i] '= P[len(P)-i-1]:
reponse = False
return reponse

2. On considére la fonction mystere ci-contre.

(a) Que retourne cette fonction pour les polyndémes suivants :
P=X242X+1, Po=X*42X+2, P,=X4+X4+X+1 e P =X+X4+X>+1.

>
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— Pour P, on aP = [1,2,1] donc len(P) = 3 et int(len(P)/2) = 1. Ainsi la boucle for
n’effectue qu'une seule itération pour i = 0. Or, P[0] = 1 et P[1len(P)-0-1] =P[2] =1
donc la condition de la boucle if n’est pas vérifiée. Par conséquent, la variable reponse
n’est pas modifiée et la fonction mystere retourne [True].

— Pour P,onaP = [2,2,1] donc len(P) = 3. Ainsi, comme pour P;, la boucle for n’effectue
qu’une seule itération pour i = 0. De plus, P[0] = 2 et P[len(P)-0-1] = P[2] = 1 donc
la condition de la boucle if est vérifiée. Par conséquent, la variable reponse est modifiée

et la fonction mystere retourne .

— Pour P;, on a P = [1,1,0,1,0,1] donc len(P) = 6 et int(len(P)/2) = 3. Ainsi la
boucle for effectue trois itérations pour i = 0 puis i1 = 1 puis i = 2. Or, P[0] =1
et P[1len(P)-0-1] = P[5] = 1 donc la condition de la boucle if n’est pas vérifiée pour
i =0. Puis, P[1] =1 et P[1len(P)-1-1] = P[4] = 0 donc la condition de la boucle if est
vérifiée pour 1 = 1. Par conséquent, la variable reponse est modifiée et la fonction mystere

retourne .

— Pour Py, onaP=1[1,0,1,1,0,1] donc len(P) = 6. Ainsi, comme pour P3, la boucle for
effectue trois itérations pour i = O puis i = 1 puis i = 2. Or, P[0] = 1 et P[1en(P)-0-1] =
P[5] =1 donc la condition de la boucle if n’est pas vérifiée pour i = 0. Puis, P[1] =0 et
P[len(P)-1-1] = P[4] = 0 donc la condition de la boucle if n’est pas vérifiée pour i = 1.
Puis, P[2] =1 et P[1en(P)-2-1] = P[3] = 1 donc la condition de la boucle if n’est pas
vérifiée pour i = 2. Par conséquent, la variable reponse n’est pas modifiée et la fonction

mystere retourne | True |

(b) Ezpliquer & quoi sert cette fonction.

» Cette fonction sert a’Vériﬁer que les coefficients du polynéme pris en argument peuvent étre

‘indifféremment lus dans l'ordre croissant ou décroissant des degrés ‘ Si la lecture dans les deux
sens est identique, la fonction mystere retourne True, sinon elle retourne False.

3. On rappelle l’algorithme de dérivation d’un polynome :

def derive(P):
D =[] En sinspirant de cet algorithme, écrire la fonction
for i in range(l,len(P)): | primitive qui prend en argument un polynome P et
D += [P[i]*i] renvoie l'unique primitive de P qui s’annule en 0.
return D

» Par exemple :

def primitive(P):
L = [0]
for i in range(len(P)):
L += [P[i]/(i+1)]
return L

Probléme 2
Ce probleme propose d’é¢tudier quelques propriétés des polynomes palindromiques, c’est-a-dire dont les
coefficients peuvent étre indifféremment lus dans [’ordre croissant ou décroissant des degrés. Par ezemple,
le polynéome 2X¢ — X* 4+ 5X3 — X2 + 2 est palindromique.
1. Cas du degré 2. Soit P, = aX? + bX + a € C[X] un polynéme palindromique de degré 2.
(a) Justifier que 0 n’est pas racine de Ps.

» Puisque P, est de degré 2, le coefficient de son terme de degré 2 est non nul, c’est-a-dire
a # 0. On en déduit que P»(0) = a # 0 donc que ‘0 n’est pas racine de Py ‘

(b) Montrer que si Py n’admet pas de racine double alors le produit de ses racines (dans C) vaut 1
et aucune de ses racines n’est égale a 1 ou —1.

>
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Attention, on ne peut pas utiliser le discriminant ici car le polynéme Py n’est
pas a coefficients réels (en général). L’étude du signe du discriminant d’un
polynome de degré 2 n’a du sens que si ses coefficients sont réels.

On suppose que P, n’admet pas de racine double. Puisque P, est de degré 2, on en déduit que
P, admet exactement deux racines simples dans C d’aprés le théoréme fondamental de I'algebre.
Notons oy et as ces deux racines distinctes de P, d’ordre de multiplicité égal a 1. Alors on a
d’aprés le théoréme fondamental de ’algebre :

aX?*+bX +a=P=a(X —a1)(X —ay) = aX? —ala; + )X + acjay.
En identifiant les coefficients des termes de degré 0, on obtient :

a = aajay donc |ajas =1| cara #0.

On a bien montré que ‘le produit des racines de P vaut 1 ‘ En particulier, on en déduit que

si iy = 1 alors ay = 1/a; = 1 = ag ce qui est absurde puisque a; et ay sont deux racines
distinctes de P,. De méme, si a; = —1 alors ap = 1/ay = —1 = a ce qui est absurde. Ainsi,

‘aucune des racines de P, n’est égale & 1 ou —1 ‘

(c) Montrer que si Py admet une racine double alors cette racine vaut 1 ou —1.

» On suppose que P, admet une racine double. Puisque P, est de degré 2, on en déduit que
P, admet exactement une racine double dans C d’aprés le théoréme fondamental de 1'algébre.
Notons « cette racine de P, d’ordre de multiplicité égal a 2. Alors on a d’apres le théoréme
fondamental de 1’algébre :

aX?+bX +a=P,=a(X —a)’ =aX? - 2aaX + aa’.
En identifiant les coefficients des termes de degré 0, on obtient :
2

a=ac? donc o’=1 cara#0.

Or:

=1+ a?-1=0+ (a-1(a+1)=0 < |[a=loua=—1|

On a bien montré que |la racine double de P, vaut 1 ou —1 ‘

2. Cas du degré 3. Soit Py = aX?® + bX? + bX + a € C[X] un polynéme palindromique de degré 3.

(a) Trouver une racine évidente de Pi.

» On a:
Py(=1) =a(-=1)* +b(-1)* +b(-1) +a=—-a+b—b+a=0

donc ‘ —1 est une racine évidente de P; ‘
(b) Soit Q3 € C[X] tel que Py = (X + 1)Q3. Montrer que Q3 est palindromique de degré 2.

» Puisque —1 est une racine de P3 d’apreés le résultat de la question précédente, le polynéme
P; est factorisable par X — (—1) = X + 1. De plus, on a :

Py=aX?+bX*+bX +a=(X+1)(aX*+ (b—a)X +a).

NG
TV
=Q3

On remarque que |Q3 = aX? + (b — a)X + a est palindromique de degré au plus 2|. Or P est

de degré 3, donc le coefficient de son terme de degré 3 est non nul, c¢’est-a-dire a # 0. Or a est
aussi le coefficient du terme de degré 2 de 3. Finalement, ‘Qg est palindromique de degré 2 |.

(c) Que peut-on déduire des résultats précédents pour les racines de P3 ?

» Puisque Q)3 est palindromique de degré 2 d’apres le résultat de la question précédente, on a
d’apreés les résultats de la question 1 :
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— (Y3 admet exactement deux racines simples distinctes qui sont différentes de 1 et —1 et dont
le produit vaut 1;

— ou bien ()3 admet une seule racine double égale a 1 ou —1.
Or P; = (X + 1)P; donc les racines de P3 sont —1 et les racines de (3. On en déduit que :

— P3; admet exactement trois racines simples distinctes : —1 et deux racines simples dis-
tinctes qui sont différentes de 1 et —1 et dont le produit vaut 1;

— ou bien P3 admet exactement deux racines distinces : —1 qui est simple et 1 qui est
double;

— ou bien P3; admet une seule racine triple égale a —1.

3. Cas général. Soit P = ZZ:O ap X" € C[X] un polynome palindromique de degré d > 0. On remarque
que les coefficients de P vérifient aq—y = ax pour tout k € [0,d].
(a) Justifier que O n’est pas racine de P.

» Puisque P est de degré d, le coefficient de son terme de degré d est non nul, c¢’est-a-dire
aqg # 0. On en déduit que :

d
P(0) = ao + a10 + az0° + - - + a0 = ay car P = a, X"
k=0
=ayp = aq_o car P est palindromique

:(ld7£0.

|

(b) Montrer que si d est impair alors —1 est racine de P.

Ainsi,

» On suppose que d est impair, donc on peut 1’écrire sous la forme d = 2n + 1 avec n € N. On

a:
d n 2n+1
P(-1) =Y an(-D)F =D "a(-1)F+ Y ap(-1)F
k=0 k=0 k=n+1
n 2n+1
= Z ap(—1)F + Z ag_p(—1)* car P est palindromique
k=n-+1
2n+1
= Zak Z A2n41— k
k=n+1
_zn: +Z )=t enposant / =2n+1—k < k=2n+1—-/
N e (inversion de l'ordre de sommation)
n 1 YA
= Z ap(—1)F 4 (—1)>+ Z ay (—1) par linéarité de la somme
=0 N
= Z ar(— Z ap(— car 2n + 1 est impair

SDICIE WACHE
.

(¢) Montrer que si a € C est racine de P alors 1/« aussi.
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» On suppose que a € C est racine de P. Alors o # 0 car 0 n’est pas racine de P d’apres le
résultat de la question 3(a). On a :

ag—
= Z d—kk car P est palindromique
=0 &
d
_Z ay enposant  =d—k < k=d—/(
N — ad=t  (inversion de l'ordre de sommation)
d

1 Ay 1 ¢ R YIPA
= — g — = — E apc  par linéarité de la somme
ad — od
(=0

1 1
=— Zakak = —P(a) =0 car « est racine de P.
« «

Ainsi, | 1/« est aussi racine de P |.

(d) Soit a € C. Montrer que si P(a) = P'(a) =0 alors P(1/a) = P'(1/a) = 0. Que peut-on en
déduire ¢

» On suppose que P(a) = P'(a) = 0. Puisque « est racine de P, 1/« est aussi racine de P

d’aprés le résultat précédent, donc | P(1/a) =0/

De plus, on a :

d k-1
1 1 k;ak
P = :E ka, [ = —
(O[) k=1 ak (O{) k= ak—l

d
kag_
= Z kd lk car P est palindromique
=
k=1

M-

_dz_i(d—f)ag enposant f =d—k < k=d—/(

— ad—t-1 (inversion de 'ordre de sommation)
d— d—
(d—"0)a 1
= Z @ £ = = Z(d — O)aga™™ par linéarité de la somme
=0 =0
doy 42 o2 4=
= — - —d Z a1 par linéarité de la somme
R =0
d - P(a) = Yo aat
= P&—a&d> <P’04 + 0 — daga® 1) car £=0
ad-1 ( (@) = aa = (P ! P'(a) = >4, laga' ™!

= —daga + dagoe  car P(a) = P'(a) =0

o]

On en déduit que ‘ si a est une racine de P d’ordre de multiplicité supérieure ou égal & 2, alors‘

1/ aussi|.

(e) Soit Q) = ZZ/:O b X* € C[X] un polynéme palindromique de degré d' > 0.
i. Montrer que Zfigll*k ibgya—p—i = Z?:inm{j;{l;jfkk}} Ag—ib_gip+i pour tout k € [0,d + d'].

» Soit k € [0,d + d']. Puisque P est de degré d, on a a; = 0 pour tout i > d. De méme,
puisque @ est de degré d’, on a by g__; =0 pourtout d+d —k—i>d < i<d—k.
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On en déduit que :

d+d' —k min{d,d+d’—k}
Z aibd+d’—k—i = Z az’bd+d’—k—z’
i=0 i=max{0,d—k}
min{d,d+d'—k}
= Z aq—ibgra—r—; car P est palindromique
i=max{0,d—k}
min{d,d+d'—k}
= Z ad—iby—(a+a—k—i car @ est palindromique
i=max{0,d—k}

min{d,d+d'—k}

= E aq—ib_dyrii|

t=max{0,d—k}

it. En déduire que Zﬁg,_k ibgrar—r—i = Zf:o a;by_; pour tout k € [0,d + d'].
» On pose j = d — i dans le résultat de la question précédente (inversion de l'ordre de
sommation). On a :

10>d— 1 k>
0 si0>d k—{dSIk/d:min{d,k}

d_mwﬁ“ﬂ%ﬁzd_{d—kgd—k>o_ ksid>k

d sid<d+d —k

— 1 I _ = —
et d—min{d,d+d -k} =d {d+d—k$d+d—k<d

0 sik—d <0 '
_{k—dgogk—w‘”mﬂak_d}
Donc :
d+d' —k min{d,d-+d'—k}
Z aibgya—k—i = Z aqg—ib_qir1; d’apres le résultat de la question précédente
1=0 i=max{0,d—k}
d—max{0,d—k . . . .
- ai ' Wb ~enposant j=d—1 < i=d—j
N J7=dtk+d=i  (inversion de I'ordre de sommation)
j=d—min{d,d+d’ —k}
min{d,k}

= Z ajbk—j-

j=max{0,k—d’'}

Or, puisque P est de degré d, on a a; = 0 pour tout j > d. De méme, puisque @ est de
degré d', on a by_; = 0 pour tout k —j > d" <= j <k —d'. On en déduit que :

d+d —k min{d,k} k
E aibd+d’—k—i = E ajbk_j = E ajbk._j .
i=0 j=max{0,k—d'} =0

111. Quelle conclusion peut-on tirer ?
» Pour tout k£ € [[O,d +d, e = Z?:o a;biy_; est le coeflicient du terme de degré k du
polynéme P x (). A la question précédente, on a montré que :

Vk € [[0, d + d/]], Cd+d' —k — Cg.

Puisque le polynéme P x @ est de degré deg(P)+deg(Q)) = d+d’, on en déduit que P x Q) est
palindromique. Ainsi, on a démontré que‘ le produit de deux polyndémes palindromiques est‘

palindromique ‘
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4. Un exemple de degré 4. Soit Py = X* —5X3 +6X% —5X + 1.
(a) Développer lexpression (o + 1/a)? pour tout o € C*.
» Soit « € C*. On a :

1\? 1 1\? 1
<a—|——) :a2—|—2a—+(—) :a2+2—|——2.
8] (8] [0 [0

(b) Montrer que o € C est racine de Py si et seulement si o + 1/« est racine d’un polynéme réel
de degré 2, qu’on notera QQy, a déterminer.

» On remarque que 0 n’est pas racine de P, car Py(0) = 1 # 0. Par conséquent, si « est racine
de Py alors o # 0. On a donc :

Pya) =0 < a*—5a®+6a> —5a+1=0

5 1 0
= o’ -ba+6——+—=—
a o o2

1 1
— (a2+2+—2>—2—5(a+—)+620
« «

1\? 1
— |a+—) =5|a+—]+4=0
(6% [0

1
= Q4(0z+—) =0 enposant |Qq = X>—5X +4|
o

=0 cara#0

(c) En déduire la factorisation de Py dans C[X].

» Q= X?—5X +4 est un polynéme de degré 2 de discriminant A = (=5)2—4x1x4=9>0

donc il admet deux racines réelles distinctes : x; = %g = 4 et 2y = % = 1. Par

conséquent, on a d’aprés le résultat de la question précédente :

Py(e) =0 <:>Q4(oz+$) —0

1 1
—a+—=4 ou a+—=1
(0% «

—a’+l=4a ou o®*+1l=a cara#0
<= 92—404—1-1:@ ou 042—04—1-1:(2

Alz(—4)2—zl,><1><1:12>0 Ag:(—1)2—21,><1><1:—3<0
—(—4) +v12
@a:%:2+\/§ ou a=2-3
—(-)+iv3 1 /3 1 V3
ou o=——————=—4+¢{— O0ou a=—-—1—.
2x1 2 2 2 2

On a obtenu quatre racines distinctes de P,. Puisque Pj est de degré 4, on en déduit que ces
quatre racines dans C sont toutes d’ordre de multiplicité égal & 1. Alors on a d’aprés le théoréme
fondamental de I’algébre :

P=(x = (2+V3)) (X - (2-v3)) (X— <%—H§)> (X— (%—z§)> .
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DS n°7 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme 1

On considére la fonction P définie sur R par
Vo € R, P(z) = 27 + 212 + 212 + 1.

Propriétés de la fonction P
1) Justifier que P est de classe C? sur R et calculer P’ et P”.
2
3
4
5
6

7) Montrer que P a exactement trois racines réelles @ < v < 3 situées dans le segment [—2,0]. On
explicitera uniquement la valeur de ~.

Déterminer les limites de P, P/, P” aux infinis.

Montrer que P” s’annule en un unique réel r. On donnera une valeur explicite de r.
Montrer que P’ admet comme minimum global —14.

En déduire que P’ s’annule exactement 2 fois.

En déduire les variations de P.

)
)
)
)
)
)

8) Déterminer le nombre exact d’extrema locaux de P et montrer qu’ils sont tous atteints en des points
de l'intervalle [—2, 0].

Dans toute la suite, o désigne la plus petite racine réelle de P et (3 la plus grande racine réelle de P.

Approximation de réels : par dichotomie
On rappelle 'algorithme de dichotomie suivant : On considére le segment [a, b] et on pose ag = a, by = b.
On suppose que P(a) <0, P(b) > 0 et pour tout n € N, on définit

tner =0 by = 35 50 P(a,) P(85) <0

Apy1 = 2 by =b,  sinon

9) (INFO) Ecrire une fonction Python dicho(a,b,n) qui retourne la liste [a,, by).
10) (INFO) Quelle est la valeur de a,, lorsque I'on exécute la commande dicho(-1,0,10) 7
11) (INFO) Ecrire une fonction Python dichoUn(a,b,e) qui retourne la liste [a,,, b,] avec |a, — b,| < e.
12) (INFO) Ecrire une fonction Python dichoDeux(a,b,e) qui retourne la liste [ay,, b,] avec |a, —b,| < e

dans le cas ou P(a) > 0, P(b) < 0.

13) (INFO) Déterminer des valeurs a, b, e telles que dichoUn(a,b,e) ou dichoDeux(a,b,e) fournit un
encadrement de o & 107° prés. Déterminer de méme des valeurs a, b, e pour obtenir un encadrement
de B a 1071° prés. On veillera a choisir la bonne fonction parmi les deux. On pourra s’aider des
valeurs suivantes :

P(—1.5) &~ —0.33 P(—1.25) ~ 2.79 P(—0.8) ~ —2.57 P(—0.5) ~ —4.26 P(0) = 1.
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Approximation de réels : méthode de Newton
On définit la suite (uy,)nen par :
P(uy)
P'(uy)

Ug = O,VTL S N,Un+1 = Unp

On veut montrer que la suite (u,)nen est bien définie et est convergente vers un réel a déterminer.

14) On cherche a prouver par récurrence que pour tout n € N, u,, €]3,0].

(d) En déduire que u,q1 — 5 = (u, — ) (1 _ 11;'((2:))>

(
(f) Conclure.

15) Montrer que la suite (u,)nen est décroissante et en déduire que la suite (uy,)nen est convergente vers
un réel que l'on note [.

16) Montrer que la suite (P’(u,))nen converge vers un réel strictement positif.
17) En déduire que [ = §.

18) On considére une suite (¢, )nen construite comme a la question 14. Elle vérifie alors :
Vn € N, e, €]8,un|, P'(cn)(u, — B) = P(uy,).

Montrer qu’elle est convergente et déterminer sa limite.
19) En déduire que la suite (u,41 — B)nen est négligeable devant la suite (u, — 3)nen.

Exercice
On note E Pensemble des vecteurs 2 = (21, 29, 23, 24, z5) € C° dont les composantes vérifient :

21+ 129 — 223+ 124+ 25 =0

et on pose :
F= {(zm, o ip,iT, —2p + 2i0,3p +i0) | (p,0,7) € <c3}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C°.
2. On pose w; = (1,i,1,0,2) et wh = (4,0, —1,2i, —i).
(a) Montrer que (wf, w}) est une famille libre.
(b) Montrer que Vect(w],w3) C E.
(¢) (w},ws) est-elle une famille génératrice de E ? Justifier.
3. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de C°.
4. (a) Déterminer trois vecteurs u_13>, w; et wh tels que F' = Vect(vfg, w;, ws).
(b) (w}, w;, ws) est-elle une famille libre ? Justifier.
(¢) Que peut-on déduire des résultats des deux questions précédentes ?
. Que peut-on dire de I’ensemble £ N F 7?7

. Montrer que (w},w5) est une base de EN F.

S Ot
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Probléme 2

Ce probléme propose d’étudier une mutation dynamique de I'information génétique au sein d’une lignée de
cellules. Pour simplifier les notations, on désigne par A, B, C et D les quatre parties du génome touchées
par la mutation. On observe les résultats suivants :

— la mutation ne touche qu'une seule partie du génome de chaque cellule a chaque génération ;

— si la mutation touche A alors elle touche équiprobablement A, B, C ou D a la génération suivante ;
— si la mutation touche B alors elle touche équiprobablement A ou D & la génération suivante;

— si la mutation touche C alors elle touche équiprobablement B ou C a la génération suivante ;

— si la mutation touche D alors elle continue de toucher D a la génération suivante.

Pour tout entier n > 1 et toute lettre X € {A, B, C,D}, on note X,, I'’événement : «la mutation touche X
a la n-iéme génération» et x,, sa probabilité. Enfin, on suppose que la mutation touche A & la premiére
génération, c’est-a-dire a; =1 et by =c; =d; = 0.

1. Déterminer as, by, co et ds.
2. Calculer la probabilité que la mutation touche A & la 2°¢ génération sachant qu’elle touche D a la 3°.
3. Dans cette question, on fixe un entier n > 1.

(a) Que peut-on dire de la somme a,, + b, + ¢, + d,, 7 Justifier.

(b) Montrer que a,,1 = ian + %bn. Obtenir des expressions similaires pour b, 1, ¢,11 €t dpy1.

Anpt1 an, 120
(c) Endéduire que | b,41 |=L| b, | ot L est une matrice a exprimer en fonctionde M= 1 0 2
Cni1 Cn 102
an 1
4. Montrer que | b, | = L" ' | 0 | pour tout entier n > 1.
Cn, 0
210
5. (a) Montrer que la matrice P = [ —11 2 | est inversible et calculer son inverse.
—-11-1
00
(b) Montrer que P~*M P = D+ N ou D est une matrice diagonale et N est de la forme [ 000
000

(c) Calculer DN, ND et N2.
(d) En déduire que M™ = PD"P~! pour tout entier n > 2.

6. On fixe un entier n > 3 dans cette question. A l'aide des résultats précédents, montrer que

324

4 n
324

puis en déduire des expressions de a,, b,, ¢, et d, en fonction de I'entier n > 3.

7. En déduire la limite quand n tend vers +o0o de la probabilité que la mutation touche A a la n-iéme
génération sachant qu’elle touche D a la (n + 1)-iéme génération.
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Corrigé du DS n° 7 de mathématiques et
d’informatique

Probléme 1
Enoncé et corrigé de V. Vong

1)

2)

La fonction P étant polynomiale, elle est donc de classe C? sur R et

Vo € R, P/(z) = 72° + 422 + 21, P (z) = 422° 4 42.

Les fonctions P, P, P” étant polynomiales, elles sont équivalentes aux infinis a leur terme de plus
haut degré. Ainsi,

P(SC) ~r—+o00 LE’77 P/(x) ~rx—+4o00 71‘6, P”(SU) ~r—+oo 421‘5
P(I) ~r——oc0 x77 P/(ZU) ~r——00 7376, P”(Qf) ~Nr—s—0c0 4_2375

Or
lim, oo 27 = +00, lim,_, 4o 728 = +00, lim,_, o 422° = +00
lim,, o 2" = —00, limy_,_o 72% = 400, lim,_,_ o 422° = —o0.
Donc
lim, 1o P(x) = 400, lim, o P'(x) = 400, lim,_, 1o P”(x) = 400
lim, , o P(x) = —o0, lim, , o, P'(z) = 400, lim,_, o P"(z) = —o0.
Pour tout = € R, on a P’ (z) = 42(z° 4+ 1). Soient (z,y) € R% On a :

r<y= a2’ <y’ (stricte croissance de la fonction z + 2° sur R)
=" +1<y’+1
= 42(x° + 1) < 42(y° + 1) (42 > 0)
= P’ (xz) < P’ (y)

La fonction P” est donc strictement croissante sur R. Par conséquent, elle est injective. Il existe donc
au plus un réel r tel que P”(r) = 0. Or P”(—1) = 42((—1)41) = 0. Donc —1 est I'unique réel racine de P”.

D’aprés la question 3, on sait que P” est strictement croissante et s’annule uniquement en —1. On
en déduit que P” est strictement négative sur | — oo, —1], strictement positive sur | — 1, +o0o[ et nulle
en —1. Ainsi, P’ est strictement décroissante sur | — oo, —1] et strictement croissante sur [—1, 400].

Il en résulte que
Vo € R, P'(z) > P'(—1).

Mais P'(—1) =7 — 42+ 21 = —14. —14 est bien le minimum global de P’

D’apreés les questions précédentes, on sait que :

— P’ est strictement décroissante sur | — oo, —1] et strictement croissante sur [—1, 4+00[;
— P’ est continue sur R et donc sur ces deux intervalles ;
— lim_o P' = 400, P/(—1) = —14 < 0,lim; o P’ = +00;

donc, d’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe un unique
a €] — oo, —1[ et un unique b €] — 1, +00| tels que P'(a) = 0, P'(b) = 0.
Ainsi, P’ s’annule exactement deux fois sur R : une fois en a et une fois en b.

BCPST1A lycée Hoche 2017-2018 102 sur 136 Sébastien Godillon



6) D’apreés les questions précédentes, on sait que P’ est strictement décroissante sur | — oo, —1], stric-
tement croissante sur [—1, +o00[. De plus, en gardant les notations précédentes, on sait que P'(a) =
0,P'(b) =0, avec a €] — 00, —1[ et b €] — 1,4+00[. On en déduit que : P’ est positive sur | — 0o, al,
négative sur [a, b] et positive sur [b, +00[. De plus, P’ ne s’annule qu’en a et b. Il en résulte que :

— P est strictement croissante sur | — 0o, a]

— P est strictement décroissante sur [a, 0]

— P est strictement croissante sur [b, +00].
Dans la suite, on note a la racine comprise entre | — 1, +oo[ de P’ et on note b la racine comprise
entre | — 1, 400
En raisonnant de la méme maniére que précédemment, et en constatant que P(—2) = —7-64 — 42 X
2421 <0et que P(0)=1>0, onen déduit a €] —2,—1[ et b €] — 1,0][.

7) On sait que P est strictement décroissante sur [a,b], et —1 €]a, b[. Donc :
P(a) > P(—1) > P(b).

Mais P(—1) = 0. On en déduit que P(a) > 0 et P(b) < 0. De plus, on a trouvé une unique racine sur
la,b]. P étant continue et strictement croissante sur | — 0o, a] et comme lim_,, P = —oo et P(a) > 0,
on en déduit qu'il existe un unique a €] — 00, al tel que P(a) = 0.

De méme, P est strictement croissante et continue sur [b, +00], lim; P = 400, P(b) < 0. Donc il
existe un unique f € [b, +00] tel que P(S) = 0.

Ainsi, P a exactement 3 racines, « < —1 < /3. Montrons que « et § sont dans U'intervalle [—2, 0]. On
a P(—2) <0 et P(0) > 0. Par stricte croissance de P sur | — 0o, a| et sur [b, +00], et comme —2 < a
et b <0 et que 'on a P(—2) < 0,P(0) > 0, il en résulte que o € [—2, —1] et que 8 € [—1,0].

8) En résumé, on a le tableau de variations suivant :

x —00—2 @ a -1 b 15} 0 400
f(x) + 0 — 0 +
P(a) +o0
f(x) _00‘8/{9/' \9\ P(b) /0/1/'

D’apreés les variations de P, on constate que P admet exactement deux extrema locaux atteints en
a et b qui sont dans l'intervalle [—2,0].

9) Par exemple :

def P(x)
return x**x7+21kx**2+21%x+1
def dicho(a,b,n)
for i in range (n)
c=(a+b)/2
if P(a)*P(c)<=0 :
b=c
else :
a=c
return [a,b]

10) On constate que la valeur de a n’est jamais modifié, donc a = —1.

11) Par exemple :
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def dichoUn(a,b,e)
while abs(a-b)>e :
c=(a+b)/2
if P(a)*P(c)<=0 :
b=c
else :
a=c
return [a,b]

12) (INFO) Ecrire une fonction Python dichoDeux(a,b,e) qui retourne la liste [a,,, b,] avec |a, —b,| < e
dans le cas ou P(a) > 0, P(b) <O0.

def dichoDeux(a,b,e)

if P(a)>0 and P(b)<=0 :
while abs(a-b)>e :
c=(a+b)/2
if P(c)>0 :
a=c
else :
b=c
return [a,b]
else :
print("pas les bonnes conditions")
return

13) Pour «, on exécute la commande dichoUn(-1.5,-1.25,10%*(-10)) et pour [ on exécute la com-
mande dichoUn(-1.5,-1.25,10%x(-15))

14) On cherche a prouver par récurrence que pour tout n € N, u,, €]3,0].
(a) On sait que 8 < 0, d’aprés 'étude de la fonction P. Par définition de wug, on a ug = 0. Donc

Uo 6]6, O]

(b) Soit n € N. On suppose que u, €]3,0]. En reprenant les variations de P, on sait que P est
strictement croissante sur [3,400| et P’ est strictement positive sur cet intervalle. De plus,
P(5) = 0. 1l en résulte que P(u,) > 0 et P'(u,) > 0.

(c) P étant polynomiale, on sait que P est continue sur |3, u,] et dérivable sur |3, u,[. Donc, d’aprés
le théoréme des accroissements finis, il existe ¢, €], u,[ tel que :

P(un) — P(B)

Mais P(f5) = 0. On a donc

D’ou :

(d) Par définition, on a

Donc

. 5 P'(cy).

P(un
un+1—6:un—6—Pl((Z)>.

D’aprés la question 14.b, on a P(u,) = P'(c,)(u, — ). Donc

s = 8=y = = =)
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En factorisant, on obtient
P'(¢p)

Unp41 — 5 = (un - 5)(]‘ - P/(Un))

(e) La fonction P’ étant strictement croissante sur [, 0] et positive sur cet intervalle, et comme
Cn < Uy, on en déduit que % < 1. Donc
P'(cy)

P'(uy,)

(1-— ) > 0.

Or (u, — ) > 0 d’aprés P(n). Donc

Autrement dit,

(f) En résumé :
— on a prouvé dans a que ug €]4, 0],

— les question de b a e permettent de montrer que pour tout n € N, si u, €]3,0] alors
Un+1 6]67 0]
Donc, d’aprés le principe de récurrence, on en déduit que

Vn € N,u, €]8,0].

15) Soit n € N. On a

_ P(u,)
P'(uy)

Or u,, €]0,0]. Donc d’apreés les variations de P et de P, on a P(u,) > 0, P'(u,) > 0. Donc u,+1—u, <

0. La suite (uy,)qen est donc strictement décroissante. De plus, la suite est minorée par 5. Donc la

suite est convergente vers une certaine limite que I'on note [.

Up+1 — Up =

16) Pour tout n € N, on a u,, > . En passant a la limite, on en déduit que [ > /. La fonction P’ étant
polynomiale, on en déduit qu’elle est continue sur R et donc lim,,, 1o P'(u,) = P'(l). Comme P’ est
strictement croissante sur |3, +oo[, que P'(58) > 0, et que [ > (3 on en déduit que P'(I) > 0. On a

bien
lim P'(u,) > 0.
n—-+oo
17) Pour tout n € N, on a u,+1 = u, — 11;'((1;:))‘ On a donc

Uns1 P (up) = un P'(uy) — Pluy).
P et P’ étant continues sur R, en passant a la limite et par composition, on obtient :
[P'(I) =1P'(l) — P(l).

On en déduit que P(1) = 0. Donc [ est une racine réelle de P. Or 3 est la plus grande racine de P.
Donc [ < 5. Mais [ > (. Par conséquent,

=3

18) Pour tout n € N, on a 8 < ¢, < u,. Or lim,,_, o u,, = B. Donc d’aprés le théoréme d’encadrement,
on en déduit que lim,, ., ¢, = B.
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19) On construit une suite (¢, )nen de la méme fagon que précédemment. Soit n € N. D’aprés la question

14, on a :

= (u — g1~ Plen)
Un+1 6 ( n 6)(1 P’(un)

On sait que la suite (u, — f)nen ne s’annule jamais. On a donc

Uns1 — B _ P'(cn)
w-p T

P'(un)

On sait, d’aprés les questions précédentes, lim,, o ¢, = 5, lim, ., u, = 5, et P’ continue sur R.

Donc par composition des limites, on en déduit que :

lim P'(c,) = P'(B), lim P'(u,) = P'(B),

n—-+o0o n—-+o0o

Or P'(B) # 0. Donc, par quotient, on en déduit que

P/
lim (cn)

=1.
n—-+40o Pl(”n)

Il en résulte que
P'(cn)
lim 1-— =
nﬁufoo P/(un)

Up4+1—f

Autrement dit, le quotient i

la suite (u,41 — B)nen est négligeable devant la suite (u, — 3)nen.

Exercice

a donc pour limite 0 lorsque n — +00. Ce qui signigfie bien que

On note E Uensemble des vecteurs 7 = (21, 29, 23, 24, z5) € C° dont les composantes vérifient :

Zl+i22—223+i24+25:0

et on pose :

F— {(2@'0, o+ ip,iT,—2p + 2i0,3p +i0) | (p,0,7) € C3}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C.

» D’une part, onaﬁ:(0,0,Q0,0)EEcar0+ix0—2x0+@'x0+0:0.

D’autre part, montrons que N7+ 7' €E pour tout \ € C, 7 € Eet 7' € E. On fixe donc un

scalaire A € C et deux vecteurs 7z = (21, 22, 23, 24, 25) € F et A

7+ 7 = (21, 22, 23, 24, 25) + (21, 25, 25, 24, 25)
= (Az1 + 21, Azg + 25, Azg + 25, A2y + 2, Azs + z3).

/ / !/ / / .
(21,25, 25,24, 25) € E. On a :

(Az1 + 21) +i(A2g 4+ 25) — 2(Azg + 25) +i(Azg + 23) + (Az5 + 23)

=\ (21 + 29 — 223+ 024 + 25) + (2] + 125 — 225 +izy + 2L)

. i .

TV TV
=0 carZE€E =0 car Z'€E

=Ax04+0=0.

On en déduit que N7 + 2’ € E et ceci est vrai pour tout A€ C, 7 € E et 7’ € E.

Finalement, on a bien montré que | E est un sous-espace vectoriel de C?|.

2. On pose w; = (1,4,1,0,2) et wh = (i,0,—1,2, —).
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(a) Montrer que (w7, w}) est une famille libre.

(b)

(c)

. — ...
» On résout Péquation A\jw; + \ows = 0 d’inconnues (A1, \) € C%:

M+ Aol = 0 <= M(1,4,1,0,2) + Na(i,0,—1,2i, —i) = (0,0,0,0,0)
< ()\ + i)\g,i)\l, Al — )\2, 2i)\2, 20 — Z)\Q) = (O, 0,0,0,0)

=]
.
=)

7 0 0
1 —1 (il) 0
0 2 2 0
2 —1 0

Lo <+ Lo —1il4
L3 < L3 — Ll
L5 — L5 — 2L,
0
0
0| Ly <+ Ly+ (1 +14)Ls
0 L4 < L4 — 2ZL2
0 Ly < L5+ 3iLs

At
A

>:

S OO OO

On obtient un systéme linéaire échelonné homogeéne de rang 2 avec trois équations auxiliaires
compatibles et aucun inconnue auxiliaire. L’équation a donc une unique solution (A1, \y) =

(0,0). Par conséquent,

la famille (wf, w3) est libre |,

Montrer que Vect(w], ws) C E.
» Soit 7 € Vect(’c?l) , 175) Par définition du sous-espace vectoriel engendré, 7 est égal a une
combinaison linéaire des vecteurs 171) et 175 . Tl existe donc (A1, As) € C? tels que 7 = )\117{ +>\2172> )
Orw; =(1,i,1,0,2) e Ecar 1 +ixi—2x1+ix04+2=0et ws=(i,0,—1,2i,—i) € E car
i+ix0—2x(—1)+1ix2i+(—i) = 0. De plus, E est un sous-espace vectoriel de C> d’aprés le
résultat de la question 1. Par conséquent, 7 = )\117{ + /\2172) € F car toute combinaison linéaire
de vecteurs d’un sous-espace vectoriel appartient & ce sous-espace vectoriel. Ainsi Z € Fet

ceci est vrai pour tout 7 € Vect(u_)l> , @) On en déduit que

(w?, w5

Vect(wf, w}) C E|

ws) est-elle une famille génératrice de E 2 Justifier.

» La famille (w?],w}) est génératrice de E si et seulement si E = Vect(w?,ws). On a déja
montré I'inclusion Vect(vfl), @72)) C FE ala question précédente. Il reste donc & montrer I'inclusion

E C Vect(w?, wh).

Soit 7 = (21, 29, 23, 24, 25) € E donc z; +i29 — 223 + 124+ 25 = 0. On a A= Vect(tﬂ),@) si et
seulement 8’1l existe (A, A2) € C? tels que 7 = )\1171> + )\2@ . On cherche donc a résoudre cette

équation d’inconnues (Aj, Ay) € C? :

>\1U_J1> + /\2’67% =7
< M\ (1,4,1,0,2) + A\o(2,0, —1,2i, —1) = (21, 22, 23, 24, 25)

i

v 0
1 -1
0 2
2 —1

21

()
- 3
A2 o

LQ(—Lg—iLl
L3<—L3—L1

Z5 Ls <+ Ly —214
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) Z1
0 A Z9 — iZl
= | 0 —1—i <A1)= 23—z | Ly Ls+ (141i)Ly
0 2 2 2 Ly < Ly —2iL,
0 -3 25 — 22 L5 < L5 + BZLQ
7 21 21
0 \ Zg — iz —iz1 + 2
< | 00 <)\;)= zm—z+(1+i)(z2—izn) | =] —tzr+(1+7)22+ 23
0 0 Z4 — 22(2’2 — 22’1) —221 - 222’2 + 24
0 0 25 — 221 + 3i(29 — i21) 21 4+ 3izg + 25

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang 2 avec trois équations auxiliaires et aucune
inconnue auxiliaire. Si I'un de ces équations auxiliaires n’est pas compatible alors le systéme
n’a pas de solutions. Par exemple, si on choisit Z = (1,0,0,0,—1) alors on a bien Z €eE
car 1 +ix0—-2x0+41ix 0+ (—1) = 0 mais la troisiéme équation n’est pas compatible car
—ix14+(1+14) x04+0=—i=0.Donc Z = (1,0,0,0,—1) ¢ Vect(w], w3).

On en déduit que E ¢ Vect(w], w}) donc que

(], wh) nest pas une famille génératrice de F |

Attention a votre choiz du vecteur 7 tel que ['une des trois équations auxi-
liaires ne soit pas compatible. Il faut aussi que Z ek pour que ce contre-
exemple prouve bien que E ¢ Vect(u_J]>, ﬁg)

3. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C°.

» D’une part, on a (2i x 0, —0, —0+ix0,ix0,-2x0+4+2i x0,3x0+4+ix0) = (0,0,0,0,0) = 6} eF
en choisissant p =0 =7 = 0.

D’autre part, on fixe un scalaire A € C et deux vecteurs z = (2i0, —o+ip,iT, —2p+2i0,3p+ic) € F
et 7/ = (2i0’, —o' +ip' it , —2p' + 2i0’,3p' +i0’) € F ou (p,0,7) € C* et (p/,0’,7") € C3. Montrons
que A7 + 2’ € F. On cherche donc (p”,0”,7") € C? tels que

AT 4P = (ZiU", _o" 4 g i =20 + 26", 3" + z'a”).
Analyse. On a :
\Z + 72
:)\<2io, — o +ip,iT, —2p + 2i0,3p + icr) n (2w’, o' g, it =20 + 26", 30 + ia')
:(Zi)\a +2i0’, =Moo +idp — o +ip' iIAT + it —2Ap + 2iA0 — 2p" + 2i0’, 3\p +ida + 3p" + z'a/>

(2000 + ') = (o + ) i Qi+ ) O 7,
~—— ~——— N N

- — g —

o o =p’ T
—2Mp+p)+2i(MAo+0),3(N\p+p) +i (/\a—i-a')).
—— ——— —— e —

=p' —g =p —g

Synthése. On pose | p” = A\p+ p'|, ‘0” =Xo+0o ‘ et ‘T” =AM+ 7 ‘ En reprenant les calculs de 'ana-
lyse, on a bien trouve (p”, 0", 7") € C? tels que :

A7+ 7 = (Zia”, o i it —20" + 2ic" 30" + w”).

On en déduit que A7 + 2’ € F et ceci est vrai pour tout N\€ C, Z € F et 7' € F.

F est un sous-espace vectoriel de C® |.

Finalement, on a bien montré que
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. (a) Déterminer trois vecteurs 173 174 et 175 tels que F' = Vect 173 174 17% .
J q ) )

» On a:

F= {(Qm—, o+ ip,iT,—2p + 2i0,3p +i0) | (p,0,7) € <C3}

p(0,4,0,—2,3) 40 (2i,—1,0,2i,4) +7(0,0,7,0,0) | (p,0,7) € C3}

i} i} —
= {,017 ow; 4+ Tw | (p,o,7) € (C3}

par définition du sous-espace vectoriel engendré.

D’ou le résultat en posant |wj = (0,4,0,—2,3) |, |w; = (2, —1,0,2i,i)| et |ws = (0,0,i,0,0)|.

1l est bien str possible de trouver d’autres vecteurs pour 173 w; et wi. En
fait, toute famille de trois vecteurs génératrice de I convient.

(b) (w5, w;, ws) est-elle une famille libre ? Justifier.

. - .
» On résout I’équation )\3173 + )\4@ + )\5u_15> = ( d’inconnues (A3, Ay, \5) € C? :

AsiWh + A\t + \siwh = ﬁ
s Ag(0,7,0,—2,3) + A\a(2i, 1,0, 2, ) + A5(0,0,4,0,0) = (0,0,0,0,0)
<~ (22)\4, A3 — )\4, i)\5, —2X3 + 2i)\4, 33 + Z)\4) = (0, 0,0,0, O)

0 20 0\ Ly < Ly puis Ly < —iLy
i =10 | /)s 0| Ly e Ly

— | 0 0 M| =10
—22i 0| \ X 0
3 40 0
(1] i 0 0
0 20| (X 0

= | 00 M| =10
—22:0 )\5 0 L4<—L4—|—2L1
340 0/ Ls< Ls— 3L,
i 0 0
0 [2i]0 ] [ s 0

| 0 0 1 A =10
0 47 0 A5 0 Ly<+ Ly—2L5
0 —2i 0 0/ Ls <« Ls+ Lo
(1] i 0 0
0 2] 0 A3 0

= |0 0 M|=1]0
000 As 0
000 0

On obtient un systéme linéaire échelonné homogene de rang 3 avec deux équations auxiliaires
compatibles et aucune inconnue auxiliaire. Il y a donc une unique solution (A3, A4, As) = (0,0, 0).

Par conséquent, |la famille (173, w;, u_)g) est libre|.

(¢c) Que peut-on déduire des résultats des deux questions précédentes ?

» D’aprés le résultat de la question 4(a), F' = Vect(@, w;, 17%) donc la famille (173), w;, 27%) est
génératrice de F'. De plus, cette famille est libre d’aprés le résultat de la question précédente. Par

conséquent, (173), 17?1, U_J%) est une base de F'|et ’le sous-espace vectoriel I’ est de dimension 3 ‘
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5. Que peut-on dire de I’ensemble ENF ¢

» E et F sont des sous-espaces vectoriels de C® d’apreés les résultats des questions 1 et 3 respective-

ment. Donc | £ N F' est un sous-espace vectoriel de C?

6. Montrer que (W}, ws) est une base de ENF.

comme intersection de sous-espaces vectoriels.

» On a déja montré que la famille (171 , 175) est libre a la question 2(a). Il reste donc & montrer que
cette famille est génératrice de E'NF', ¢’est-a-dire que ENF = Vect(ﬁl> , 172) On raisonne par double

inclusion.

Vect(wi, ws) € ENF. On a déja montré que Vect(w],w3) C E a la question 2(b). 11 suffit donc

de montrer que Vect(wf,w}) ¢ F. Commencons par

montrer que w; = (1,i,1,0,2) € F et wh =

(4,0, —1,2i, —1) € F. On cherche donc (p1,01,71) € C? et (py, 09, 72) € C? tels que :

[

On a:
w, =
0 20 1
1 —10 p1 1
e 0 0 ¢ 01 = 1
-2 200 T 0
3 10 2
(1] i 0 1
0 220 P1 1
< 0 0 ¢ o1 = 1
—22:0 5 0
3 10 2
1 0 1
0 [2i]0 | [m 1
— 0 0 ¢ oy | = 1
0 4: 0 T 2
0 —2:0 -1
(1] i 0 1
0 2] 0 1 1
— 0() o | =11
0 0 O T1 0
0 0 0 0

w1 = (2i01, -0y + ipl,iTl, —2[)1 + 2i01,3p1 + iOl)
Wy = (2i0’2, —09 + ipg,’iTQ, —2p2 + 22'0'2, 3p2 + ’iO'Q) '

(2i0y, —o1 + ip1, i1, —2p1 + 2i01,3p1 + i07)

Ly Ly puis Ly + —il,
LQ < Ll

L4 — L4—|—2L1
L5 < L5 — 3L1

L4(—L4—2L2
L5FL5+L2

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang 3 avec deux équations auxiliaires compatibles et
aucune inconnue auxiliaire. Il y a donc une unique solution (p1, 01, 7;) € C*. De méme :

Wh = (2icy, —0 + ipa, iTa, —2ps + 2ic2, 3ps + i0)

0 2¢: 0 1
1 —10 P2 0
< 0 0 ¢ (op) = —1
-2 21 0 To 21
3 1 0 —1
i 0 0
0 20| /ps i
<~ 0 0 ¢ (op) = —1
—22:0 Ty 21
3 10 —1

Lo+ Ly puis Lo+ —iL,
L2 — L2

L4 — L4+2L1
L5 — L5 — 314
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i 0 0
0 [2i]0 | [ p2 i
[0 0 i|l|lo]|=]-1
0 4 0| \m 2 | Ly Ly— 2L,
0 —2i 0 —i ) Ly< Ls+ Lo
1] i 0 0
0 2] 0 P2 i
|0 0 o | =] -1
0 0 0 T 0
0 0 0 0

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang 3 avec deux équations auxiliaires compatibles et
aucune inconnue auxiliaire. Il y a donc une unique solution (ps, 02, 79) € C3.

Par conséquent, on a bien montré que wj € F et wy € F. Or Vect(zﬁ,@) est I'ensemble des
combinaisons linéaires des vecteurs wj et wh (par définition du sous-espace vectoriel engendré) et
toute combinaison linéaire de vecteurs de F' appartient a F' (car F' est un sous-espace vectoriel). On
en déduit que Vect(vﬁ, 172) c F.

Finalement, on a Vect(wf, w3) C E et Vect(w}, w3) C F done Vect(w],w}) € ENFE.

ENFC Vect(zﬁ,@). Soit 7 = (21, 29, 23, 24, 25) € E'N F. Puisque 7 € F, il existe (p,o,7) € C?
tels que :

(21, 22, 23, 24, 25) = 7 = (2i0, —0 + ip,iT, —2p + 2i0,3p + i0).
De plus, puisque ZeE ona:
0221+i22—223+i24+25

= (2i0) +i(—0o +ip) — 2(iT) + i(—2p + 2i0) + (3p + i0)

=(2—-2i)p+ (—2+ 2i)o — 2iT.
Montrons que EA= Vect(z?l), 172 ). On cherche donc a résoudre I’équation 7 = /\1171> —I—)\Q@ d’inconnues
()\1, )\2) S C2 .

NWT + Aoth = 7
< A\ (1,4,1,0,2) + \o(2,0, —1, 24, —i) = (21, 22, 23, 24, 25) = (260, —0 +ip,iT, —2p + 2i0,3p + i0)

i 2o

i 0 \ —o+4ip | Ly Ly—ily
— |1 -1 (A1>= iT Ly Ly — L,

0 2i 2 —2p + 2io

2 —1 3p+'lO' Ly + Ly —2L,

i 2ic

0 A o+ip
= | 0 -1—i (Al): it —2ic | Lg « Ls+ (1+14)Ls

0 2 2 —2p + 2io Ly <+ Ly —2iL,

0 -3 3p — 3io Ly <+ L5+ 311,

(1] i 2o 2o

0 A o+ip o+ip
< | 0 0 <)\1): it—2ic+ (1+i)(c+ip) | = | (-1+i)p+ (1 —io) +ir

2
0 0 0 0
0 0

0 0

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang 2 avec trois équations auxiliaires et aucune inconnue
auxiliaire. Les deux derniéres équations auxiliaires sont compatibles. Pour 1’équation auxiliaire Ls,
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on remarque que :

1
(—1+i)p+(1—z’a)+z’7=—2[(2—2i)p+(—2+22')0—2i7 =0 car Z € ENF.

~~
=0

Par conséquent, toutes les équations auxiliaires sont compatibles et il y a une unique solution
(A1, A2) € C% On en déduit que Z e Vect(u_)1>, 772)) et ceci est vrai pour tout Z € ENF. Ainsi, on a
bien montré que E N F C Vect(w?, w}).

Conclusion. Par double implication, on en déduit que £ N F = Vect(ﬁ,@) donc que la famille
(171),172)) est génératrice de E N F. Puisque c’est aussi une famille libre, on a bien montré que

(], w}) est une base de EN F|.

Probléme 2

Ce probléme propose d’étudier une mutation dynamique de linformation génétique au sein d’une lignée de
cellules. Pour simplifier les notations, on désigne par A, B, C et D les quatre parties du génome touchées
par la mutation. On observe les résultats suivants :

la mutation ne touche qu’une seule partie du génome de chaque cellule a chaque génération ;
si la mutation touche A alors elle touche équiprobablement A, B, C ou D a la génération suivante ;
st la mutation touche B alors elle touche équiprobablement A ou D a la génération suivante ;
st la mutation touche C alors elle touche équiprobablement B ou C' a la génération suivante ;

st la mutation touche D alors elle continue de toucher D a la génération suivante.

Pour tout entier n > 1 et toute lettre X € {A,B,C,D}, on note X,, I’événement : «la mutation touche
X a la n-ieme génération» et x, sa probabilité. Enfin, on suppose que la mutation touche A a la premiére
génération, c’est-a-dire ap =1 et by = ¢y =dy = 0.

1.

Déterminer ag, by, co et dsy.
» Puisque la mutation touche A & la premiére génération, elle touche équiprobablement A, B, C ou
D a la deuxiéme génération. On en déduit que :

a2:b2262:d2.

Or A,, B,, Cy et Dy forment un systéme complet d’événements car la mutation ne touche qu’une
seule partie des quatre parties A, B, C et D a la deuxiéme génération. On en déduit que :

a2+b2—|—02+d2:1.

Par conséquent :

1
GQZbQZCQZdQZZ.

Calculer la probabilité que la mutation touche A a la 2¢ génération sachant qu’elle touche D a la 3°.
» On cherche la probabilité conditionnelle Pp,(As). Puisque A, By, Cy et Dy forment un systéme
complet d’événements, on a d’aprés la formule de Bayes :

N’oubliez pas de préciser le systeme complet d’événements que vous utilisez pour
appliquer la formule de Bayes.

Pp.(Ay) — P(A3)P 4, (Ds)
P(A2)P4,(D3) + P(Bs)Pp,(D3) + P(Cs)Pc,(D3) + P(Ds)Pp,(Ds3)
_ GQPAQ (D3>
3P, (D3) + boPp, (Ds) + 2P, (Ds) + doPp, (Ds)
_ iPAQ(D:!.) d’aprés les résultats de
B iPAQ(Dg) + iPBQ(Dg) + iPCQ(DS) + }lPDQ(Dg) la question précédente
PAz(D3)

- PAZ(Dg) + PBQ<D3) + PCQ<D3) + PDQ(DS)‘
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Or on a d’apres I’énoncé :
1 1
PAQ(D3> = 4_17 PBQ(Dg) = 5, PCQ(Dg) =0 et PDQ(Dg) =1.
D’ou :

1
PDg(AQ) - ? .

ENIEN [N

1
—Z p—
1 1
Z+§+O+1

3. Dans cette question, on fixe un entier n > 1.
(a) Que peut-on dire de la somme a,, + b, + ¢, + d,, ¢ Justifier.
» Puisque ‘An, B, C, et D, forment un systéme complet d’événements| car la mutation ne
touche qu’une seule partie des quatre parties A, B, C et D a la n-iéme génération. On en déduit
que :

A + by + Co+dp =1

(b) Montrer que a1 = Z—llan + %bn. Obtenir des expressions similaires pour byi1, Cpi1 €t dpiq.
» Puisque A,,, B, C,, et D,, forment un systéme complet d’événements, on a d’aprés la formule
des probabilités totales :

N’oubliez pas de préciser le systeme complet d’événements que vous utilisez
pour appliquer la formule des probabilités totales.

An+1 = P(An—l-l)
= P(An)P 4, (Ans1) + P(Bn)Pp, (Ani1) + P(Ch)Pc, (Anr) + P(Dn)Pp,, (Ania)
= anPAn (An—i—l) + anBn (An-l—l) + CnPCn (An+1) + anDn (An—i-l)-

Or on a d’aprés I’énoncé :

1 1
PAn (AnJrl) = Z_l’ PBn (AnJrl) = §a PCn (An+1) =0 et PDn (AnJrl) =0.
D’ou :
1 1 1 1
n — Unp~— bn_ n dn = | 7 Un _bn‘
Qi1 a4+ 2—1—00—1— 0 1 +2

En raisonnant de méme, on obtient :
bn+1 = P(BnJrl)
= P(An)PAn (Bn-i-l) + P(Bn)PBn(Bn-H) + P(On)PCn(Bn-H) + P(Dn)PDn(Bn-H)

1 1
= Unp~ bn na dn
CL4+ 0+62+ 0

1 1

= Zan+§cn >

Cpt1 = P(On-i-l)
= P(An)PAn (Cn—i—l) + P(Bn)PBn(Cn-i-l) + P(CN)PCn (Cn—i—l) + P(Dn)PDn (Cn—i—l)

1 1
= anZ + bnO -+ Cn§ + an

1 + 1
=|~0n =Cp
4 2
et dpy1 =P(Dpi1)

= P(An)PAn (Dn+1> + P<Bn)PBn (Dn+1> + P(Cn>PCn(Dn+1) + P<Dn)PDn (Dn+1)

1 1
= Unp~ bn_ nO dn1
iy + 5 +¢,0 +

1 1
=|-a, + =b, +d,|
4a —1—2 +
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Ap+1 Qap,

(c) En déduire que | byy1 | = L| by | ot L est une matrice a exprimer en fonction de M =
Cn+1 Cn
120
102
102
» D’apres les résultats de la question précédente, on a :
Un1 Tan +3by 110\ [an 120\ [an
bus1 | = ia +3c0 | =303 by | ==1102]| [ b,
Cnt1 ia +%cn % 0 % Cp, 102 C,
——
=M
D’ou le résultat en posant | L = i
an, 1
4. Montrer que | b, | = L™ 1| 0 | pour tout entier n > 1.
Ch, 0
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Si n = 1 alors :
ay 1 1 1 1
b |=10] e L'l 0]=L210]=1[0
¢ 0 o) 2 \o 0

Donc le résultat est vrai pour n = 1.
Hérédité. On suppose que le résultat est vrai pour un entier n > 1 fixé. On a :

Ap41 Gy,
bpi1 | =L | by d’apreés le résultat de la question précédente
Cn+1 Cn
an 1
et by | =L 0 par hypothése de récurrence.
C, 0
Par conséquent :
an+1 1 1 1
b1 | =LxL o) =L7|0]| =100
Cnt1 0 0 0

Ainsi, si le résultat est vrai au rang n alors il est vrai au rang n + 1 et cette implication est vraie
pour tout entier n > 1.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

ap, 1
Vn>1, | b, | =L"1[0
C, 0
210
5. (a) Montrer que la matrice P= | —11 2 est inversible et calculer son inverse.
—-11-1
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Y1 1
» Soit Y = | y» | € R3. Résolvons le systéme PX =Y d’inconnue X = | x, | € R3.

Y3 3
210 X1 Y1 Ll — L2
PX =Y «— —11 2 To = Y2 LQHLl
—11-1 T3 Ys
—-11 2 T Y2
e 210 ) = U1 Lo+ Lo+ 21,4
—11-1 T3 Y3 Ly« Ly— 14
-11 2 i Y2
<~ | 03 4 ro | = | y1+ 2
00-3 T3 Ys — Y2

On obtient une matrice équivalente échelonnée de rang maximal donc | P est inversible|.

—T1 + T2+ 223 = Yo
PX =Y < 3xg + 4xs = y1 + 22
=3T3 = Y3 — Yo
r1 = —(ya — Tg — 273) = —Y2 + To + 273
= @y = 3(y1+ 200 — da3) = Ty + 2 — 373
}3(3/3 — o) = %?/2 - %?/3
Ty = —Yo + Ty + 2(302 — 3Y3) = —302 — 3Ys + T2
— § T2 = %91 + %yz —3(3y2 = 3u3) = 30 + 2y + §us
T3 = 3Y2 — 3Y3
21 = —3ys — 3ys + (31 + 3y2 + 5U3) = SY1 — $Y2 — U3
= 3y = %yl + 2ys + 53
T3 = gY2 — %ys

&
w
I

11 _2
& 39 ) (0
1 2 4
— (T2 | =35 9 3% Y2
11
T3 0 3 —3 Y3

On en déduit que la matrice inverse de P est :

1 3—-1-2
P*lz§ 32 4
03 =3
00 %
(b) Montrer que P*MP = D+ N ou D est une matrice diagonale et N est de la forme | 00 0
000
» On a:
1 (312 120 210
P'MP=-(32 4 102 ] -11 2
\o 3 -3/ \102/ \-111
1 (312 03 4
=3 32 4 03 -2
03 -3 03 -2
1 (0018 002 000 002
=3 0270 | =030 =({030|+([000
000 000 000 000
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000 002
D’ot le résultat en posant | D= | 030 | |et| N=]1000
000 000

(¢) Calculer DN, ND et N2.
» On a d’apreés les résultats de la question précédente :

000 002 000
DN= (030|000 ]|=(000|=[0s]
000 000 000
002 000 000
ND=|000 030 =000 :
000 000 000
002 002 000
et N>2=(000 000]=(000 :.
000 000 000

(d) En déduire que M™ = PD"P~! pour tout entier n > 2.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Soit n = 2. On a d’aprés le résultat de la question 5(b) :

(P'MP)*= (D + N)2
Or :
(P*MP)?* =P 'MpPP'MP=P'M*P
——
=I3
et :
(D+ N)>=(D+ N)(D+ N)
— 2 2
=D"+DN+ND+ N
=03 =03 =03
= D?* d’aprés les résultats de la question précédente.

Par conséquent :
M?=PP ' M*P'P = P(P*l]\/[2P)P*1 =P(P'MP?P'=P(D+N)?*P'=PD*P .
I I
=13 =13

Donc le résultat est vrai pour n = 2.
Hérédité. On suppose que le résultat est vrai pour un entier n > 2 fixé. On a :

M™ = M"M = (PD"P~")M par hypothése de récurrence
= PD"P'MpPP ! =PD (P 'MP)P!
I

=I3
= PD"(D + N)P~' d’aprés le résultat de la question 5(b)
= P(D"" + D"N)P' = P(D""' + D" 'DN)P™!' carn—12>1

=03

= PD"" P~ 'd’aprés les résultats de la question précédente.

La justification n—1 > 1 est nécessaire car D"! n’est pas définie sin—1 < 0.

Ainsi, si le résultat est vrai au rang n alors il est vrai au rang n + 1 et cette implication est
vraie pour tout entier n > 2.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vn>2M" = PD"P |
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On peut aussi utiliser la formule du bindome de Newton :

Vn>2 M"=P(D+N)"P" par récurrence

=r (Z (Z) N’“D"k> P! car ND = DN

k=0
=P (D" +nND" )P carVk>2, N* =03

=P (D” +nND D”2> Pt ocarn—2>0
s
—=uU3

= pPD"PL.

6. On fize un entier n > 3 dans cette question. A Uaide des résultats précédents, montrer que

n (324
! 4(§) 324

27 \ 4 394
puis en déduire des expressions de a,, b,, ¢, et d, en fonction de ’entier n > 3.
» On a :
1 n—1
Lt = <ZM ) d’aprés le résultat de la question 3(c)

n—1
1> Mn—l

1 n—1
= <—> PD" 1P~ d’aprés le résultat de la question précédente car n — 1 > 2
n—1

—-11 2 030 9 32 4 d’apres les résultats précédents
—-11-1 000 03 -3

(210N [0 0 0) /312
)

1\ ! 210 000 3—1-2
_ Z)

-11 2 0310 32 4
-11-1 0 0 0 03 =3

—-11 2 010 32 4
—-11-1 000 03 -3

210 000

_ 4 @) 11 2 394
3 %9 —11-1) \ooo

n (324

4
= 2—7@) 524
324

1\ 210 000 3—1-2
- 3n—1
(5)

On en déduit d’apres le résultat de la question 4 que :

a 1 w324 [1 n (3 ()
R _ 43 _ 403 A
b, | =L 0] =5 (4) 324110 | = (4) 3| = 2(§)n
Cn 0 324/ \0 3 e

Par conséquent :
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De plus, on a d’apreés le résultat de la question 3(a) :

dy=1—a,—b, —c, = 1_‘_1(§)

7. En déduire la limite quand n tend vers +oo de la probabilité que la mutation touche A a la n-iéme
génération sachant qu’elle touche D a la (n + 1)-iéme génération.

» On cherche la limite de Pp, ., (A,) quand n tend vers +o00. Soit n > 3. Puisque A,,, B, C, et D,
forment un systéme complet d’événements, on a d’aprés la formule de Bayes :

PD (A ) _ P(AN)PAn(DTH-l)
e P(An)P 4, (Dni1) + P(Bn)Pp, (Dnt1) + P(Cr)Pe, (Dys1) + P(D)Pp, (D)
1
o QAny , N ,
= an}l n bn% o0t dl d’aprés 1’énoncé
Qp
" a, +2b, +4d,,
0 (1)

= 9 2 — d’aprés les résultats de la question précédente

s (1) +25 ()" +40-3(3)")

i(z)

_ 9 \4

(1) B+4(3(3)"-3)

1

S 9(3)" -9

Or lim,, (%)n = 400 car % > 1. D’ou |lim,, .. Pp

(A,) =0]

n+1
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DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Toutes les fonctions demandées sont a écrire en langage Python.

1. (a) Ecrire une fonction Bernoulli qui prend en argument une probabilité p puis qui renvoie 0 avec
la probabilité 1 — p et 1 avec la probabilité p.

(b) En déduire une fonction binomiale prenant en argument un entier n et une probabilité p et
simulant une loi binomiale de paramétres (n, p).

2. On considére une urne contenant a jetons rouges et b jetons bleus. On donne la fonction mystere
ci-dessous ol n est un entier inférieur a a + b.
(a) Quelle valeur est retournée par mystere(5,0,3) ?

def mystere(a,b,n):

res = 0 (b) Quelle valeur est retournée par mystere(0,5,3) 7
for i in range(n): (c) Décrire I'expérience aléatoire modélisée par mystere(3,4,2)
x = Bernoulli(a/(at+b)) et déterminer les valeurs retournées possibles.
i x =i ' (d) Quelle loi est simulée par la fonction mystere? Exprimer les
a-=1 ) parameétres de cette loi en fonction de a, b et n.
res += R
clse: (e) A l'aide de la fonction mystere et en vous inspirant des fonc-
b -= 1 tions Bernoulli et binomiale, écrire une fonction prenant en
return res argument les paramétres de la loi de la question précédente et

simulant cette loi.
3. (a) Ecrire une fonction simulePlusieursFois(a,b,n,m) qui simule m fois I'expérience aléatoire
de la fonction mystere puis qui renvoie la moyenne des résultats de ces m expériences.

(b) Dans le cas ou le nombre m de simulations est supposé trés grand, conjecturer une valeur
approchée en fonction de a, b et n de la valeur retournée par simulePlusieursFois(a,b,n,m).
Exercice 2
On considére Papplication ¢ : R?* — R3 (z,y,2) — (z — 3y + 32,2y — 2,2y — 2).
1. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R3.

2. [Informatique] Ecrire une fonction phi (L) qui prend en argument une liste L=[z,y, 2] et retourne
I'image de (x,y, z) par I'application ¢ sous forme d’une liste.

3. (a) Déterminer une représentation paramétrique de Ker(yp).
(b) Déterminer la dimension de Ker(p). Que peut-on en déduire pour l'application ¢ ?

4. Déterminer la dimension de Im(p). Que peut-on en déduire pour l'application ¢ ?

5. On note Id I'application identité de R3.
(a) Que vaut Iapplication @ o ¢ ?
(b) En déduire que po (¢ —1d) et (p — Id) o ¢ sont égales a I'application constante au vecteur nul.
(c) A l'aide des résultats précédents, montrer que Im(p — Id) C Ker(p) et Im(yp) C Ker(¢ — Id).
(d) Que peut-on en déduire pour I'application ¢ — Id ?

6. Montrer que Ker(p — Id) = Im(yp).

(a) Déterminer une base (1) de Ker(p) et une base (€3, €;) de Ker(p — Id).

(b) Montrer que (€1, €, €;) est une base de R3.

~
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Exercice 3
Dans tout cet exercice, on fixe un entier n > 2 et on considére une variable aléatoire X a valeurs dans
X(92) ={0,1,2,...,n} dont la loi de probabilité est de la forme :

Vk€{0,1,2,...,n}, P(X =k) = M(Z) ou i € R est une constante.

1. Déterminer la valeur de la constante pu.
2. Montrer que 'espérance de X est égale a n/2.

3. Calculer la variance de X.

Exercice 4
Le but de cet exercice est d’étudier la fonction suivante :

@:xH/QIMdt

1. (Approximation numérique)

(a) On fixe un réel x dans cette question et on suppose que W(z) est bien défini. Ecrire ¥(x) comme
la limite quand n tend vers +oo de sommes de Riemann.

(b) [Informatique] Ecrire une fonction approxPsi (x,n) qui retourne la valeur de la n-iéme somme
de Riemann de la question précédente (on utilisera la fonction arctan de la bibliothéque numpy).
2. (Etude globale)
(a) Justifier que ¥ est bien définie sur R* (on pourra introduire la fonction f : ¢ — arctan(t)/t).
(b) A l'aide d'un changement de variable, montrer que ¥ est impaire.
(c) Justifier que W est de classe € sur R*.
(d)

d) Montrer que pour tout x € R* :

U'(x) = i(arctan(Q:c) - arctan(:c))

puis en déduire les variations de ¥ sur R*.

(e) Montrer que pour tout x > 0 :
In(2) arctan(z) < ¥(z) < In(2) arctan(2z).

3. (Etude au voisinage de 0)
a) Montrer que ¥ se prolonge par continuité en 0.
Avec la méthode de votre choix, calculez le développement limité a 'ordre trois de arctan en 0.

)
)
¢) Déterminer un développement limité a l'ordre deux de W’ en 0.
)
)

U, de la tangente en 0 a sa courbe représentative et de leur position relative au voisinage de 0.
4. (Etude au voisinage de +00)

(a) Déterminer la limite de ¥ en +oo et en déduire le comportement asymptotique (asymptote ou
branche parabolique) de la courbe représentative de W au voisinage de +o0.

(b) A P'aide des résultats précédents, justifier que le prolongement continu de W réalise une bijection
de R vers un ensemble & déterminer et décrire la courbe représentative de sa bijection réciproque.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
Toutes les fonctions demandées sont a écrire en langage Python.
1. (a) Ecrire une fonction Bernoulli qui prend en argument une probabilité p puis qui renvoie 0 avec
la probabilité 1 — p et 1 avec la probabilité p.
» Par exemple :

import random as rd
def Bernoulli(p):
x = rd.random()
if x < p:
return 1
else:
return O

(b) En déduire une fonction binomiale prenant en argument un entier n et une probabilité p et
simulant une loi binomiale de parameétres (n,p).

» Par exemple :

def binomiale(n,p):
S =0
for i in range(n):
S += Bernoulli(p)
return S

2. On considere une urne contenant a jetons rouges et b jetons bleus. On donne la fonction mystere
ci-dessous ou n est un entier inférieur a a + b.

def mystere(a,b,n) : res = 0
for i in range(n):
x = Bernoulli(a/(at+b))

if x ==
a -=1
res += 1
else:
b -=1

return res

(a) Quelle valeur est retournée par mystere(5,0,3) ?
» Si b =0 alors a/(a + b) = 1 et donc Bernoulli(a/(a+b)) renvoie 1 (loi certaine). Ainsi, a
chaque itération de la boucle for, la variable x est égale a 1, la variable a est diminuée de 1,
la variable res est augmentée de 1 et la variable b n’est pas modifiée. Puisque la boucle for

effectue n itérations, la variable res est égale & n a la sortie de la boucle for. On en déduit que
mystere(5,0,3) retourne .

(b) Quelle valeur est retournée par mystere(0,5,3) ¢

» Sia =0 alors a/(a+b) = 0 et donc Bernoulli(a/(a+b)) renvoie 0 (loi certaine). Ainsi, a
chaque itération de la boucle for, la variable x est égale a 0, la variable b est diminuée de 1 et
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les variables a et res ne sont pas modifiées. Ainsi la variable res est égale a 0 a la sortie de la
boucle for. On en déduit que mystere(5,0,3) retourne @

(c) Décrire l’expérience aléatoire modélisée par mystere(3,4,2) et déterminer les valeurs retour-
nées possibles.
» Puisque a/(a + b) est égale a la probabilité de piocher un jeton rouge dans l'urne, la va-
riable x est égale a 1 si on pioche un jeton rouge et 0 si on pioche un jeton bleu. Si on pioche
un jeton rouge (donc si la variable x est égale a 1), alors la variable a est diminuée de 1 ce
qui correspond & ne pas remettre le jeton rouge dans 'urne. De méme, si on pioche un je-
ton bleu (donc si la variable x est égale a 0), alors la variable b est diminuée de 1 ce qui
correspond & ne pas remettre le jeton bleu dans 'urne. Ainsi, la fonction mystere modélise
un ’tirage sans remise de jetons dans I'urne ‘ Et puisque la variable res est augmentée de 1
seulement si on pioche un jeton rouge, cette variable compte le nombre de jetons rouges pio-
chés dans I'urne. Apres les n itérations de la boucle for, la fonction mystere retourne donc
‘le nombre de jetons rouges piochés dans I'urne H aprés un tirage de n jetons sans remise ‘ En par-
ticulier, mystere(3,4,2) modélise deux tirages sans remise dans une urne contenant 3 jetons
rouges et 4 jetons bleus. L’arbre des possibilités est :

1 rouge
4 bleus

— 2 rouges piochés

2 rouges
rouge 4 bleus \
bleu
3 rouges 2 rouges

4 bleus 3 bleus
bleu 3 rouges

3 bleus '\
bleu

— 1 rouge pioché

3 rouges

2 bleus = 0 rouge pioché

Ainsi, les valeurs retournées possibles sont |0, 1 ou 2 |.

(d) Quelle loi est simulée par la fonction mystere ? Exprimer les parametres de cette loi en fonction
de a, b et n.
» Puisque la fonction mystere modélise un tirage sans remise de jetons dans I'urne, on reconnait
une ‘loi hypergéométrique ‘ Les parameétres de cette loi sont :

— N = le nombre total de jetons dans I'urne au début de I'expérience = a + b,

— n = le nombre de tirages dans I'urne,

— p = la probabilit¢ de piocher un jeton rouge au premier tirage = _%;.

Ainsi, la fonction mystere simule la loi | 7 (a + b,n, ;33) |

(e) A lagide de la fonction mystere et en vous inspirant des fonctions Bernoulli et binomiale,
écrire une fonction prenant en arqgument les parametres de la lot de la question précédente et
simulant cette loi.

» Par exemple :

def hypergeometrique(N,n,p):
return mystere(N*p,N-N*p,n)

On peut également écrire une fonction similaire a la fonction mystere comme
I’exemple ci-dessous.
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def hypergeometrique(N,n,p):

a = Nxp
b = N-Nx*xp
res = 0

for i in range(n):
x = Bernoulli(a/(atb))

if x ==
a -=1
res += 1
else:
b -=1

return res

3. (a) Ecrire une fonction simulePlusieursFois(a,b,n,m) qui simule m fois [’expérience aléatoire
de la fonction mystere puis qui renvoie la moyenne des résultats de ces m expériences.
» Par exemple :

def simulePlusieursFois(a,b,n,m):
moy = 0
for i in range(m):
moy += mystere(a,b,n)
return moy/m

(b) Dans le cas ou le nombre m de simulations est supposé trés grand, conjecturer une valeur
approchée en fonction de a, b et n de la valeur retournée par simulePlusieursFois(a,b,n,m).
» Si le nombre de simulations est trés grand, alors la moyenne des résultats devrait étre proche
de l'espérance.

Cette conjecture est justifiée par la loi des grands nombres (au programme
de BCPST2).

Puisque la fonction mystere simule la loi JZ(N,,n,p) avec N = a+ b et p = a/(a + b)
(voir la question 2(d)), on en déduit que si m est trés grand alors la valeur retournée par

simulePlusieursFois(a,b,n,m) devrait étre trés proche de : np = |na/(a +0)|.

Exercice 2
On considere Uapplication ¢ : R — R3, (z,y,2) — (v — 3y + 32,2y — 2,2y — 2).
1. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R3.

» Montrons que ¢ est une application linéaire. Soient up = (r1,91,21) € R3, up = (12,12, 22) € R3
et A€ R. On a:

w(MTi + 175)
=p (A(xh y1,21) + (22, 92, Z2)>
:g0<()\x1 + 22, Ayt + Yo, Az + zz)>
:<()\a:1 + x9) — 3(Ay1 + y2) + 3(A21 + 22), 2(An + y2) — (Az1 + 22), 2(Ays + y2) — (Az1 + 22))
:()\(acl —3y1 +321) + (22 — 3ya + 22), AM2y1 — 21) + (292 — 22), A(2y1 — 21) + (2y2 — 22))
:/\<x1 —3y1 + 321, 2y1 — 21, 2y1 — zl> + (xg — 3y2 + 322, 2ys — 22, 2y2 — 22>
:)\90<(»T1,y1, Zl)) + @((5102,.@2,32))

3o() o().
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Puisque cette égalité est vraie pour tout ui € R3, tout u5 € R3 et tout A € R, on en déduit que ¢ est
linéaire. De plus, I'application ¢ a méme ensemble de départ et d’arrivée égal a R3. Par conséquent,

¢ est un endomorphisme de R3 |.

2. [Informatique Ecrire une fonction phi (L) qui prend en argument une liste L=[x,y, 2] et retourne
limage de (z,y, z) par Uapplication ¢ sous forme d’une liste.
» Par exemple :

def phi(L):
return [L[0]-3*L[1]+3*L[2],2*L[1]-L[2],2*L[1]-L[2]]

3. (a) Déterminer une représentation paramétrique de Ker(yp).
» Par définition du noyau, Ker(p) est I'ensemble des vecteur 7 = (z,v, z) € R? tels que :

o(1) =T = o((@y.2) = (0,00
<— (x—3y+3z,2y—2,2y—z)=(0,0,0)
r—3y+32=0
— 2y —2=0
2y—2=0 L3¢ Ly — Ly

[1r =3y +32=0
<~ y—z:().

0=0

On obtient un systéme linéaire homogeéne de rang 2 avec une équation auxiliaire compatible et
une inconnue auxiliaire. Il y a donc une infinité de solutions qu’on peut exprimer en fonction
d’un parameétre.

N x—3y—3,z:%t—3t:—%t
@(7)20 — y:%z:%t ,teR
z=1

(b) Déterminer la dimension de Ker(p). Que peut-on en déduire pour l’application ¢ ¢
» D’apres le résultat de la question précédente, on obtient que :

Ker(e) = {(@,9,2) = (=3t.36.0) [t e R} = {t (=3, 5,1) [t € R} = Veet( (-3,3.1) ).

Ainsi (—2,1,1) est un vecteur générateur de Ker(y). Puisque ce vecteur est non nul, il forme une

famille libre. On en déduit que ce vecteur forme une base de Ker(y) et donc |dim(Ker(¢)) =1|.

En particulier, on a Ker(y) # {6)} (car dlm({ﬁ}) = 0) donc ‘ I'application linéaire ¢ n’est pas‘

injective |.

4. Déterminer la dimension de Im(p). Que peut-on en déduire pour lapplication ¢ ?

» Par définition de 'image on a :

Tm(p) = {%0(7> | € RS} - {90<(w’y’z)) [(@,9,2) € RS}
-3y 432 22— 2) | (5 2) € B)
- {x(l,0,0) +y(=3,2,2) +2(0, -1, -1) [ (z,y,2) € RS}

- vect((1, 0,0, (—3,2,2), (0, -1, —1)>.
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Ainsi les vecteurs (1,0,0), (—3,2,2) et (0,—1, —1) forment une famille génératrice de Im(yp). Calcu-
lons le rang de cette famille :

rang((l, 0,0), (=3,2,2), (0, 1, —1))

=rang (Ma‘@((l, 0,0),(-3,2,2),(0,—1, —1))) en notant % la base canonique de R?

1-30 [1]-3 0
=rang | 0 2 —1 =rang [ 0 —1 =2.
0 2 -1/ Ls<4 L3— Lo 0 0 0

On en déduit que les vecteurs (1,0,0), (—3,2,2) et (0, —1,—1) sont liées. En effet, on a :
(0,—1,—1) = 2(1,0,0) + 2(-3,2,2).
En reprenant les calculs précédents, on obtient donc :
Im(p) = Vect((l, 0,0), (=3,2,2), (0, -1, —1)) _ vect((1, 0,0), (3,2, 2))

1 -3
ot rang((l,0,0), (-3,2,2)) —rang [0 2 | =2
0 2
Par conséquent, les vecteurs (1,0,0) et (—3,2,2) forment une famille libre et génératrice de Im(yp),
donc une base de Im(p). On en déduit que |dim(Im(yp)) = 2|.

En particulier, on a Im(p) # R3 (car dim(R3) = 3) donc |I’application linéaire ¢ : R?* — R3 n’est

’pas surjective ‘
5. On note Id Uapplication identité de R3.
(a) Que vaut Uapplication @ o ?

» Puisque ¢ : R® — R3, on remarque que I'ensemble de départ et d’arrivée de ¢ o ¢ sont égaux
a R? (par définition de la composition). Soit @ = (z,y,2) € R?. On a

(pop) (W)
:g0<g0 (7)) par définition de la composition
:go<g0<(x, v, z))) = gp((m — 3y +32,2y — 2,2y — z)) par définition de ¢
:<(q: —3y+32) =302y —2)+32y — 2),2(2y — 2) — 2y — 2),2(2y — 2) — (2y — z))
:<x —3y+ 32,2y — 2,2y — z) = gp((w,y,z)) = <,0<7>
Puisque cette égalité est vraie pour tout W € R3, on en déduit que .

(b) En déduire que @ o (¢ —1d) et (¢ —Id) o ¢ sont égales a lapplication constante au vecteur nul.
» On a pour tout @ € R3 :

G
—gp( ~1d) (7)) par définition de la composition
—w( ( ) Id (7)) ( ( ) 7) par définition de Iapplication identité
—gp( ( )) © 7) car l'application ¢ est linéaire

=(poyp) (7) @(7) par définition de la composition

= (7) — @(7) = 6> d’apreés le résultat de la question précédente,
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et de méme :

par définition de la composition

gp( >) <<p (7)) — @(7) par définition de 'application identité
7) <7> par définition de la composition

%
= (7 — @(7) =] 0| d’apres le résultat de la question précédente.

On peut également retrouver ces résultats en développant les expressions
o((p — Id)(x,y,2)) et (¢ — 1d)(p(z,y,2)) a Uaide des définitions de ¢ et
Id : (z,y,2) — (x,y,2) mais les calculs sont beaucoup plus longs. Pour ga-
gner du temps, pensez a utiliser les résultats précédents !

Puisque ces égalités sont vraies pour tout U € R3, on en déduit bien que [po (p —1d) et

(o — 1Id) o  sont égales a I’application constante au vecteur nul |.

(c) A Uaide des résultats précédents, montrer que Im(p — Id) C Ker(p) et Im(p) C Ker(p — Id).

» Soit @ € Im(p — Id). Montrons que @ € Ker(p). Par définition de I'image, il existe un
vecteur W € R? tel que 7 = (¢ — Id)(). On a donc :

@(7) = gp((cp —1d) <ﬁ>> = (gp o(p— Id)) (ﬁ) par définition de la composition

%
= (0 d’aprés le premier résultat de la question précédente.

Par définition du noyau, on en déduit que U e Ker(y). Puisque ceci est vrai pour tout U e

Im(¢ — Id), on a bien montré 'inclusion | Im(¢ — Id) C Ker(yp) |.

De méme, soit @ € Im(yp). Par définition de I'image, il existe un vecteur W € R3 tel que
U = o(W). On a donc :

(p—1d) (7) = (p —1d) <g@ (W)) = ((ap —1Id)o gp) (W) par définition de la composition
= 6> d’apres le second résultat de la question précédente.

Par définition du noyau, on en déduit que U € Ker(¢ — Id). Puisque ceci est vrai pour tout
W € Im(yp), on a bien montré Iinclusion | Im(p) C Ker(p — Id) |,

(d) Que peut-on en déduire pour ’application ¢ — 1d ¢
» On remarque que —Id est une application linéaire comme combinaison linéaire d’applications
linéaires (¢ est linéaire d’aprés le résultat de la question 1).

N’oubliez pas de préciser que p — Id est linéaire pour justifier qu’il suffit
d’étudier son noyau et son image pour savoir si elle est injective ou surjec-
tive.

Donc Im(p — Id) et Ker(p — Id) sont des sous-espaces vectoriels. De plus, on a d’aprés les
résultats de la question précédente :

dim(Im(p — Id)) < dim(Ker(p)) =1 d’aprés le résultat de la question 3(b)
et dim(Ker(¢ —1Id)) > dim(Im(y)) =2 d’aprés le résultat de la question 4.

En particulier, Ker(¢ —1Id) # {ﬁ} (car dlm({ﬁ}) =0<2) et Im(p—1d) # R? (car dim(R?) =
3 > 1). On en déduit que | — Id : R® — R? n’est ni injective ni surjective |.
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6. Montrer que Ker(p —1d) = Im(yp).

» On a déja montré que Im(y) C Ker(p — Id) a la question 5(c). Par double inclusion, il suffit donc
de montrer que Ker(p —Id) C Tm(yp).

1 suffit aussi de montrer que dim(Im(p)) = dim(Ker(p—1d)). Une autre méthode
consiste donc a déterminer la dimension de Ker(¢ — Id) en procédant comme a
la question 3 (on écrit Ker(p — 1d) a l'aide d’une représentation paramétrique
qui permet de trouver une famille génératrice puis on en extrait une base). On
obtient dim(Ker(p — Id)) = 2 = dim(Im(p)) d’apres le résultat de la question 4.
Or Im(p) C Ker(¢ —Id) donc Im(yp) = Ker(¢ — 1d).

Soit i € Ker(p — Id). Montrons que @ € Im(y). Par définition de l'image, il suffit de trouver un
vecteur W € R? tel que U = o(W).

Analyse. On pose U = (a,b,c) et W = (x,y,2). On a alors :

T = o(@) = ¢((2,9,2) = (@,b,0
<— (r—3y+32,2y— 2,2y — z) = (a,b,c)
r—=3y+3z2=a
= 2u—z=1»
QQ—Z:C L3<—L3—L2

[llr—3y+32=a
— 2y —z=1

O=c—0b

On obtient un systéme linéaire homogéne de rang 2 avec une équation auxiliaire et une inconn_u)e
auxiliaire. Or on a @ € Ker(p—Id) par hypotheése. D’ou, par définition du noyau : (¢ —1d)(@) = 0,
et par conséquent :

(0,0,0) = (¢ = 1) ((a,b.)) = ¢((a,0,0)) ~1((a,b.))
=(a—3b+3¢,2b—¢,2b—c) — (a,b,c) par définition de ¢ et Id
=(=3b+3¢,b—c,b—c).

En particulier, on en déduit que b — ¢ = 0. Ainsi, ’équation auxiliaire du systéme est compatible. Il
y a donc une infinité de solutions.

Synthése. On pose W = (z,y,z) ol (x,y, z) est une solution du systéme étudié dans I'analyse (il
en existe au moins une puisque le systéme admet une infinité de solutions). Alors, en remontant
les équivalences des calculs effectués dans ’analyse, on obtient que U = @(E?) Par définition de
I’image, on en déduit que ¥ € Im(y).

Une méthode plus rapide mais plus astucieuse consiste a rédiger seulement la
synthese en posant W = @(7) En effet, on a alors :

o(#) - = oo(3)) -1(2) - o0 (7))
= 4,9(7) —1Id (7) d’apres le résultat de la question 5(a)

= (p —1d) (7) — 0 car@ € Ker(p — Id) par hypothése.

Par conséquent, on a bien montré que U = o() € Im(yp).

Puisque ceci est vrai pour tout @ € Ker(p—1Id), on vient de montrer I'inclusion Ker(¢—Id) C Im(gp).
Finalement, d’aprés le second résultat de la question 5(c), on obtient par double inclusion que

Ker(¢ —Id) = Im(¢p) |
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7. (a) Déterminer une base (1) de Ker(p) et une base (3, e3) de Ker(p — Id).

3 1
2’2’1

. A la question 4, on a obtenu que les vecteurs (1,0, 0)

» A la question 3, on a obtenu que le vecteur (— ) forme une base de Ker(y). On peut

donc poser par exemple | e = (—%, %, 1)
et (—3,2,2) forment une base de Im(g). De plus, Ker(¢ — Id) = Im(y) d’apreés le résultat de la

question précédente. On peut donc poser par exemple | &5 = (1,0,0) | et e = (—3,2,2)|.

Inutile de perdre du temps a refaire des calculs déja faits précédemment. Pour
étre efficace, utilisez le plus possible les résultats des questions précédentes.

(b) Montrer que (€1, €3, ¢3) est une base de R?.
» Calculons le rang de la famille (e_l), e, e_3>)

rang(e_f, e, €_3>) = rang <Matgg(€_1>, e_2>, e_3>)> en notant # la base canonique de R?

-3 _g 1 -3
2 Ly <+ 3Ly + L; =rang 3
2 L3 < 3L3+ 214 2.0 Ly« L3 — 2L,

= rang

O O =

= rang

= oI = |
N oW
—_
|
w

3
0 [-6]

Ainsi (e_f, s, 6_3>) est une famille de trois vecteurs de rang égal 4 3 = dim(RR3). On en déduit
que | (e1, e, €) est une base de R3 |

Exercice 3
Dans tout cet exercice, on fixe un entier n > 2 et on considere une variable aléatoire X a valeurs dans
X(Q)={0,1,2,...,n} dont la loi de probabilité est de la forme :

Vk € {0,1,2,...,n}, P(X =k) = ,u(:) ot € R est une constante.

1. Détermaner la valeur de la constante p.
» Puisque les événements (X = 0), (X = 1), (X = 2), ...et (X = n) forment un systéme complet
d’événements, on a :

n

1= Z P(X =k) = Z u(Z) = ,uz (Z) 1%1"7%  par linéarité de la sommme
k=0 k=0

k=0
=p(l+1)" = pu2" dapres la formule du binome de Newton.

On en déduit que [p = 1/27|.

2. Montrer que l’espérance de X est égale a n/2.
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» On a:

E(X) = Z kEP(X = k) par définition de l'espérance
k=0

B i e = 1 i p(" Lo Par linéarité de la somme et
B — P\k) = on pet k d’aprés le résultat de la question précédente

1 & nfn—1
=— k—( ) d’aprés la formule du pion
=k \k—1
n n(”_1> linéarité de 1
= — par linéarité de la somme
2 — k—1
ne=(n-1
=5 Z ( ’ >1€1”_1_£ en posant le décalage d’indice ¢ =k — 1
=0

— %(1 + 1)t = ;72”_1 d’apres la formule du binéme de Newton

=np2n i =27l = .
2

3. Calculer la variance de X .
» On a:

= Z k(k—1)P(X = k) d’aprés la formule de transfert
" n l — n par linéarité de la somme et
- kz_: h(k =D (k) " on kz_; k(k—1) <k) +0 d’aprés le résultat de la question 1

1 < ni{n-—1 1 < n({n—-1\ (n—2 . )
=5 k(k — 1)E (k‘ B 1) = o ;k(k — 1)E (ﬁ) (k B 2) d’apres la formule du pion

k=2
nn—1) < (n—2 L
= Z <k B 2) par linéarité de la somme
k=2
n—2
—1 -2
:M Z <n >1€1"_2_€ en posant le décalage d’indice ¢ = k — 2
2n 14
=0
—1
:%(1 +1)" 2 = 2%2"’2 d’apreés la formule du binéme de Newton
—1
=n(n—1)2" 2" =n(n—1)272 = —n(n4 )
Par conséquent :
-1
% =E(X(X —1)) =E(X? - X) =E(X?) —E(X) daprés la formule de transfert

‘ On peut également justifier la derniére égalité par la linéarité de [’espérance.

donc :
-1 -1
E(X?) = n(n4 ) + E(X) = % + g d’aprés le résultat de la question précédente
~nn—1)4+2n  n’4+n  n(n+1)
N 4 44
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Enfin, on obtient d’aprés la formule de Koenig-Huygens :

n(n+1) <E>2:n(n+1)—n2 _

V(X) = E(X?) - (B(X))* = == > ; at

Exercice 4
Le but de cet exercice est d’étudier la fonction suivante :

mxﬁ/%%%ﬂiﬂ

1. (Approzimation numérique)
(a) On five un réel x dans cette question et on suppose que V(x) est bien défini. Ecrire U(z) comme
la limite quand n tend vers +00 de sommes de Riemann.
» On a d’aprés les sommes de Riemann :

2x 2x
tan(t tan(t
m@:/é£$ﬁa:/f@¢emmmjjﬁﬁgﬂl
n—1 n—1
2x — 20 — arctan (z + £k
S T f(x+$ xk‘):hmEE: (xn)
notoo n L n n—+oo n T+ Tk
n—1 k n—1 k
arctan (x(1 + = 1 arctan (x(1 + =
:hmEE ((k ”>):hm—g ((k ">)
n—+oo N, x(l—{—ﬁ) n—+oco N, prd 1—|—E

(b) [Informatique] Ecrire une fonction approxPsi(x,n) qui retourne la valeur de la n-iéme
somme de Riemann de la question précédente (on utilisera la fonction arctan de la bibliothéque
numpy}.

» Par exemple :

import numpy as np
def approxPsi(x,n):
S =0
for k in range(n):
S += np.arctan(x*(1+k/n))/(1+k/n)
return (1/n)*S

2. (Etude globale)
(a) Justifier que U est bien définie sur R* (on pourra introduire la fonction f :t — arctan(t)/t).
» Soit x € R*.

1* cas : & > 0. Alors < 2z. La fonction f : t — arctan(t)/t est continue sur [z,2z] comme
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas (car 0 ¢ [x,2x]). Par

conséquent, fjm f(t)dt = ¥(x) est bien défini.
2°¢ cas : ¢ < 0. Alors 2z < x. La fonction f : t — arctan(t)/t est continue sur [2z,z] comme
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas (car 0 ¢ [2x,x]). Par

conséquent, — [ f(t)dt = fjm f(t)dt = ¥(x) est bien défini.
Conclusion. Dans tous les cas, ¥(z) est bien défini. Puisque ceci est vrai pour tout x € R*, on

en déduit que | ¥ est bien définie sur R* |,

Attention a votre rédaction. La question n’est pas difficile mais il faut étre
trés rigoureux dans vos justifications. Pensez a distinguer des cas en fonction
de l’ordre des bornes du segment sur lequel f doit étre continue.
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(b) A laide d’un changement de variable, montrer que V est impaire.
» On remarque que R* est symétrique par rapport a 0. Soit z € R*. On a :

_ [7*" arctan(t)
U(—x) —/ fdt.

xT

On effectue le changement de variable t = —s = (s) ot ¢ : s — —s. Alors :

— La fonction ¢ est de classe € sur R, en particulier ¢ est de classe ¢! sur [z,2z] si x > 0
et sur [2z,z] si < 0.

— On a p(x) = —x et p(22) = —2z.
— Ona ¢ = d‘gis) = ¢/(s) = —1 donc dt = —ds.

Rappelez précisément toutes les hypotheses du théoréeme de changement de
variable lorsque vous ['appliquer.

Par conséquent :

¥(—z) = / ? arctan(—s) (—ds)

—S

o arctan(s) L L ) ,
= — ——  ds par linéarité de l'intégrale et car arctan est impaire
-5
x

2x t
_ _/ Mds = —WU(xz) par définition de V.

S

Puisque cette égalité est vraie pour tout x € R*, on en déduit bien que ‘ U est impaire sur R*|.

(c¢) Justifier que ¥ est de classe €>° sur R*.

» La fonction f : ¢ — arctan(t)/t est de classe € sur ]0, +oo[ comme quotient de fonction
fonctions de classe €*° dont le dénominateur ne s’annule pas, en particulier f est continue
sur |0, +oo[. D’aprés le théoréme fondamental de 'analyse, f admet donc des primitives sur
10, +00[. On pose F' une primitive de f sur |0, +oo[. Alors on a pour tout z > 0 :

W)= [ flt)dt = [F(t)] Y F(2n) - F) car [z,22] CJ0, +ool.

x T

Attention : les primitives ne sont bien définies que sur des intervalles! Il est
donc nécessaire de distinguer les cas x > 0 et x < 0 car les primitives de f
sont différentes sur |0, +o0[ et sur | — oo, 0].

Or F est de classe € sur |0,+oo[ car F' = f (par définition d’une primitive) et f €

%¢>°(]0,+o0[). Par conséquent, ¥ est de classe € sur |0, +o00[ comme composée et différence

de fonctions de classe €.

En raisonnant de méme, on a pour tout x < 0 :

V() = - / ftdt = = |G| = —(Gx) - G(20)) = G(22) - G(z) car [22,2] €] = 00,0]
2 2z

ou G est une primitive de f sur | — 0o, 0[. On en déduit que ¥ est de classe > sur | — oo, 0]

comme composée et différence de fonctions de classe €°°.

On peut aussi (plus rapidement) utiliser le résultat de la question précédente :
Ve <0, Y(zr)=-V(—x)

donc U € €°(] — 00,0[) comme produit et composée de fonctions de classe
¢ car —x €]0,+o00| six <0 et ¥ € €(]0, 00]).

BCPST1A lycée Hoche 2017-2018 131 sur 136 Sébastien Godillon



Finalement, on a bien montré que | ¥ est de classe > sur | — oo, 0[U]0, +o0[= R*|.

(d) Montrer que pour tout x € R* :

U(x) = é(arctan@:c) - arctan(x))

puis en déduire les variations de W sur R*.
» Soit 2 > 0. A la question précédente, on a montré que :

U(z) = F(2x) — F(z) ou F est une primitive de f : ¢ — arctan(t)/t sur ]0, +ool.

Par conséquent :

W(x) = 2 (20) — F'(z) = 2 (22) — () = 2arctan(Za:) _ arctan() _ arctan(2z) — arctan(x)'

2z T T
De méme, on a pour x < 0 (avec G une primitive de f sur | — 00, 0]) :

V() = 26/ (22) — G'(x) = 2f(22) — f(z) = arctan(2z) — arctan(g:)'

x
Finalement, on a bien dans tous les cas :

1
Ve e R*, |WU'(z)= E(arctan(Qa:) - arctan(x)) :

On a pour z > 0 :
r <2x donc arctan(z) < arctan(2x) car arctan est strictement croissante
par conséquent :

1
= (arctan(Qx) - arctan(x)) > 0.
l’ - ~~ g
N >0
>0

De méme, pour z < 0 :

1
— (arctan(2:c) — arctan(x)) > 0.
T AN -~
S~~~ <0
<0

D’apreés le principe de Lagrange, on en déduit que | ¥ est strictement croissante sur | — oo, 0] et

sur |0, o0l |

Attention : R* n’est pas un intervalle! Le principe de Lagrange me permet
donc pas d’affirmer que VU est strictement croissante sur R* (ce qui est pour-
tant vrai comme on le verra dans la suite du sujet).

(e) Montrer que pour tout x >0 :
In(2) arctan(z) < ¥(x) < In(2) arctan(2x).

» Soit z > 0. On a:

2z t t
\If(ac):/ %an()dt et x < 2z.

Or on a pour tout t € [z,2z] :

r < t < 2z
donc arctan(z) < arctan(t) < arctan(2z)  car arctan est croissante
arctan(z) arctan(t) arctan(2x) car t >0
— < B A < _—
donc t = t = t (puisque t > x > 0)
donc 2 arctan(z) & < ** arctan(t) ar < 2% arctan(2z) par croissance de l'in-
- t . t - t tégrale sur [z, 2x].
= U(z)
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Attention : Uhypothése x < 2x (équivalente o x > 0) est nécessaire ici pour
pouvoir utiliser la croissance de ['intégrale. Le résultat est évidemment faux
six < 0 car dans ce cas In(2) arctan(z) > In(2) arctan(2z).

De plus, on a :

2z 2z
t 1
/ Mdt = arctan(x) / ;dt par linéarité de l'intégrale

2x
= arctan(x) [ln |t|} = arctan(x)(ln |2z| — In |:L‘|>
= arctan(x )( (2x) — In(z )) car z > 0
2
= arctan(x (_x) = arctan(z) In(2)
T

et de méme :

2x 2z
tan(2
/ wdt = arctan(2z) / —dt = arctan(2z) In(2).

Finalement, on bien montré pour tout x > 0 que :

In(2) arctan(z) < ¥(x) < In(2) arctan(2z) |.

3. (Etude au voisinage de 0)

(a)

(b)

Montrer que ¥ se prolonge par continuité en 0.
» On a:

hH(l) In(2) arctan(x) = hH(l) In(2) arctan(2z) = In(2) arctan(0) = 0 car arctan est continue.
T— T—

D’aprés le théoréeme de limite par encadrement, on déduit du résultat de la question précédente
que :
lim ¥(z)=0.

z—0t

Attention : ce n’est pas fini! Puisque le résultat de la question précédente est
vrai seulement pour x > 0, il faut également étudier la limite de V(z) quand
x tend vers 0.

Puisque ¥ est impaire d’apreés le résultat de la question 2(b), on a également :

lim ¥(z) = lim —V¥(—z)=— lim ¥U(X)=—-0=0 en posant X = —uz.
z—0~ z—0~ X—0t
Ainsi lim, o+ ¥(z) = lim,_,o- ¥(x) = 0 donc ‘\IJ se prolonge par continuité en 0 en posant

T(0) = 0],

Avec la méthode de votre choix, calculez le développement limité a [’ordre trois de arctan en 0.
» On a:

1
]_—I——h:1_h+0h_>0(h)
donc : )
1.2 2 _ _ _
1+$2—1 2% + 0,0(2%) en posant h = z* Carglclg(l)h ilir(l]a: 0.

On reconnait la dérivée de la fonction arctan. Donc en primitivant ce développement limité, on
obtient :

133 3

— 4 0,50(7%) =2 — = 4+ 0,50(2) | car arctan(0) = 0.

arctan(x) = arctan(0) + z — 3
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‘N’oubliez pas le coefficient constant quand vous primitivez un DL ! ‘

On peut aussi utiliser la formule de Taylor-Young :

arctan”(0) , arctan”(0) .
arctan(x) = arctan(())—|—arctan’(0)w+drc a2n ( );L'Q—&—(HC 4(131 ( );r:‘g—&—orﬁo(:l;g)

mais cela conduit a des calculs de dérivées beaucoup plus longs :

—2x 612 — 2

. N/ o
m et arctan (CU) = m

arctan’(z) = el arctan” () =

(¢) Déterminer un développement limité a 'ordre deux de W' en 0.
» On a d’aprés les résultats de la question 2(d) et de la question précédente :

V' (z) = é(arctan(?x) - arctan(m))

-1 <(2x - (2?3 + Om_m(x?’)) _ (x - %3 + OHO(:U?’)))

1 7 7
= <:c — §x3 + oxﬁo(x?’)) =1— §x2 + 0p50(z%) |

(d) En déduire un développement limité de W en 0. Quel est l'ordre de ce développement limité ¢
» En primitivant le développement limité obtenu a la question précédente, on obtient :

U(x)=V(0)+az— g:vg + ogHo(:c‘g) =|z — ga:3 + OQHO(JJ?’)

car U(0) = 0 d’apres le résultat de la question 3(a).

‘ N’oubliez pas le coefficient constant quand vous primitivez un DL !/

Or la fonction ¥ est impaire d’apres le résultat de la question 2(b) donc tous les coefficients
d’ordre pair de son développement limité sont nuls. Ce développement limité est donc méme
‘d’ordre quatre‘ :

7
\IJ(I) =T — §:L‘3 + 0z* + 0:::—>0(x4) =T — 51’3 + 01;_>0(I‘4).

(e) A laide des résultats précédents, discuter de la dérivabilité sur R du prolongement continu de
W, de la tangente en 0 a sa courbe représentative et de leur position relative au voisinage de 0.
» A la question précédente, on a obtenu un développement limité & ordre quatre de ¥ en 0. En
particulier, ¥ admet un développement limité & I'ordre un en 0 donc le prolongement continu
de WU est dérivable en 0. Puisque ¥ est dérivable sur R* d’aprés le résultat de la question 2(c),
on en déduit que ‘le prolongement continu de W est dérivable sur R|. De plus, on a d’apres le
résultat de la question précédente :

7 3
U(x) —x lodtarcis
On en déduit que la tangente en 0 & la courbe représentative du prolongement continu de ¥ ad-

met pour équation , que ‘la courbe est au-dessus de cette tangente dans un voisinage a

gauche de 0 et en-dessous dans un voisinage a droite de 0.
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4. (Etude au voisinage de +00)

(a) Déterminer la limite de W en 400 et en déduire le comportement asymptotique (asymptote ou
branche parabolique) de la courbe représentative de ¥ au voisinage de +0o.

» On a:
T

lim In(2)arctan(z) = lim In(2)arctan(2z) = In(2)~.

r——+00 r——+00 2

D’aprés le théoréme de la limite par encadrement, on déduit du résultat de la question 2(e)
que :

lim ¥(x)= min(2) .

xr——+00 2

Ainsi, la courbe représentative de W admet |une asymptote +oo d’équation y = 71n(2)/2| et

n’admet pas de branche parabolique en +oo (car lim, o V(x)/z =0 et lim, o V(x) — 0z =
m1n(2)/2). Puisque ¥ est strictement croissante sur |0, +oo[ d’aprés le résultat de la question
2(d), on en déduit que |la courbe est en-dessous de son asymptote au voisinage de 400 ‘

(b) A laide des résultats précédents, justifier que le prolongement continu de W réalise une bijection
de R vers un ensemble a déterminer et décrire la courbe représentative de sa bijection réciproque.

» On a:
— Le prolongement continu de W est continue sur R (par définition du prolongement continu).

— W' > 0 sur R* d’apreés le résultat de la question 2(e). Donc W est strictement croissante sur
R d’apres le principe de Lagrange.

Notez qu’il est inutile de préciser que W'(0) = 1 > 0 pour appliquer le
principe de Lagrange puisqu’il reste vrai méme si on exclut un nombre
fini de points de l'intervalle.

— lim, 4o ¥(2z) = 7in(2)/2 d’aprés le résultat de la question précédente, et en utilisant
I'imparité de ¥ (démontrée a la question 2(b)) :
In(2
lim ¥(zx) = lim —V¥(—z)= lim —V(X)= _rin@) en posant X = —zx.

T—r—00 r——00 X —+4o00 2

Rappelez précisément toutes les hypotheses du théoreme de la bijection lorsque
vous appliquer.

D’apres le théoréme de la bijection, on en déduit que la fonction | ¥ réalise une bijection de R
vers | — 7In(2)/2, 7 In(2) /2[|

x —00 0 400

7 In(2)

¥ (x) /o/
@

7l
2

On sait que la courbe représentative de la bijection réciproque ¥~ :] — 71n(2)/2, 7 In(2)/2[—
R est ‘Symétrique par rapport a la droite d’équation y = x‘ a la courbe représentative de la
fonction ¥ : R —] — 71n(2)/2, 7 In(2)/2].
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