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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
—

On considére la fonction f : x — . Déterminer les ensembles suivants :

& = {f(x) | 2 6]4,7[} ot & = {x eR| f(z) €] - 1,2]}.
Probléme 1

On dit que A C N est une partie ouverte de N si la propriété suivante est vérifiée :
dpeN, VneN, n>p =— ne A (%)

1. Soit k£ € N. Montrer que l'ensemble N, = N\ {k} est une partie ouverte de N.
2. (a) Ecrire la négation de la propriété (x).

(b) Montrer que l’ensemble P = {2k |k € N} n’est pas une partie ouverte de N.
3. Soient A; et Ay deux parties ouvertes de N.

(a) Montrer que A; N A, est une partie ouverte de N.

(b) Montrer que A; U Ay est une partie ouverte de N.

4. Soit A C N. Montrer que A est une partie ouverte de N si et seulement si son complémentaire N\ A
contient un nombre fini d’éléments.

Si A est une partie ouverte de N, on définit son départ, noté dep(A), par le plus petit entier p pour lequel
la propriété (x) est vérifiée, autrement dit :

dep(A) = min {p eN|VR>p, ne A}.

5. Soit k € N. Déterminer dep(NVy) ot N = N\ {k}.

6. Déterminer toutes les parties ouvertes de N dont le départ est égal a 3. On donnera la liste exhaustive
de ces parties, sans justifier, en explicitant au moins les cinq premiers éléments de chaque partie.

7. Soit A une partie ouverte de N.
(a) Justifier que dep(A) € A.
(b) Montrer que dep(A) — 1 ¢ A (on pourra distinguer le cas ot dep(A4) = 0).
(c) En déduire que si A # N alors dep(A) = max(N\ A) + 1.
8. Soient A; et Ay deux parties ouvertes de N.
(a) Montrer que dep(A; N Ay) = max(dep(A;), dep(As)).
(b) Montrer que dep(A; U As) < min(dep(A;),dep(As)).

(c) Déterminer un exemple de parties A; C N et Ay C N pour lequel 'inégalité de la question
précédente est stricte. On explicitera au moins les cing premiers éléments de ces deux parties.
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Exercice 2
Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

1) |3x2+4x+1\ > |2% + 7]

(I

(I2) =

(13) P"’ \/xTJ =

(1y) sin(7x) + sin(bz) > 0

(I5) rm < 1 oum € R est un parameétre fixé.

20+ 3
Probléme 2

On rappelle qu’on définit ’exponentielle d’un nombre complexe z € C par :
exp(z) = efel@) =) — eRe(z)<cos(Im(z)) + isin(Im(z))).

1. Montrer que :
V(z,w) € C? exp(z +w) = exp(z) exp(w).

2. Montrer que :

Vze C, exp(z)#0 et = exp(—2).

exp(z)
3. (a) Montrer que pour tout z € C : exp(z) =1 < 3k € Z, z = 2iknm.
(b) En déduire que pour tout (z,w) € C? : exp(z) = exp(w) <= Fk € Z, 2z = w + 2ikn.
4. Montrer que {z € C||exp(z)| =1} = {it|t € R}.
Pour tout z € C, on définit les nombres complexes suivants :

exp(iz) + exp(—iz)
2

exp(iz) — exp(—iz)
27 '

et o(z) =

v(z) =

5. Que valent y(z) et o(x) six € R?
6. Montrer que :

VzeC, ~v(z)?+o0(2)?=1
7. Soit z € C. Montrer que y(5 — 2) = o(2).

8. Soit z € C. Sans justifier, simplifier les expressions v(—z), o(—=2), v(3
o(m—2),v(z+7%),0(z+ %), v(z+m), 0(z+7), v(z+27) et o(z + 27).
9. Montrer que :

V(z,w) € C? y(z+w)=7(:2)v(w) —0o(2)o(w) et o(z +w) =v(2)o(w) + o(2)y(w).

10. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :
(E1) 7(2) =2
(E2) o(z) =2

Exercice 3
On considére la suite (uy,),>o définie par

1
—Up.

4

up =4, up =3 et VYn=0, Upio = Upy1 —

Montrer qu'il existe (a, b, c) € R3? tel que pour tout entier n > 0, u,, = (an + b)c"
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1 )

. Déterminer les ensembles suivants :

On considere la fonction f: x

éal:{f(x)\xe]él,?[} ot é"gz{xeR|f(a:) e]—1,2]}.

» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {3} comme quotient de fonctions polynomiales dont le
dénominateur ne s’annule pas. On a :

rem Bl st - B GEREE

On reconnait au numérateur un polynéme du second degré de discriminant A= (6)%—4x(—1)x(—5)=16>0.
Donc le numérateur s’annule en (—6++/16)/(—2) = 1 et en (—6—+/16)/(—2) = 5. De plus, il est strictement
positif sur |1, 5[ et strictement négatif sur | — oo, 1[U]5, +o0o[. Puisque (3 — z)? > 0 pour tout = # 3, on en
déduit le tableau des variations de f.

T -0 -1-2v3 —1 1 2 —1+2v3 3 4 5 7 +00
f(x) — 0 + + 0 -
+00 +o0 —10

—2 —00 —00
car :
. =2 12-5 , . 2?=5
Jm (=) :xgrfloog—l = Foolfll) = 3=y =2 | m f(@) = lim S——r = oo
_ N 52 —5 : 2?5
i S@) = i g = ool ) = 55 = 10| i Jlo) = Jimg = oo
425 -5 s -
On a f(4) = T 1= —1let f(7) = 55 = —11. On déduit du tableau des variations de f que :
& = {f(x) |z €4, 7[} —=11,-10]]

Soyez précis avec les bornes des intervalles : —11 est exclus car 4,7 est un intervalle
ouvert mais —10 est inclus car 5 €]4,7].

Pour déterminer &5, on résout les deux équations suivantes :
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2 -5

o fa)=-1 = ———=-1<= 2"-5=-3-12) <= 22-2-2=0

On obtient une équation du second degré de discriminant A = (=1)*> =4 x 1 x (=2) = 9 > 0 qui
admet pour solutions (1 ++/9)/2 = (1+3)/2=2cet (1—-3)/2=—1.
-5

o f(r)=2 < =2 & 12-5=28—-12) <= ¥*+2r—-11=0
On obtient une équation du second degré de discriminant A = 22 —4 x 1 x (—11) = 48 > 0 qui
admet pour solutions (—2 + v/48)/2 = (=2 +4v/3)/2 = —1+2v3 et (-2 —4/3)/2 = —1 — 2/3.
De plus, % < 3 < 4 donc % < V3 < 2 (car la fonction racine carrée est strictement croissante), par

conséquent —1 4+ 2v/3 €]2,3[ et —1 — 2v/3 €] — 5, —4].

1l faut savoir encadrer rapidement des expressions avec des racines afin de les placer
correctement dans un tableau des signes ou des variations. Ici, on a besoin de justifier

que :
1-2V3<-1<1<2<—-1+2V/3<3

On déduit du tableau des variations de f que :

& = {xeR | f(2) e]—1,2]} - [-1—2@,—1[u]2,—1+2\/§] .

Probléme 1

On dit que A C N est une partie ouverte de N si la propriété suivante est vérifiée :
IpeN VneN n>2p = ne A (%)

1. Soit k € N. Montrer que l’ensemble N, = N\ {k} est une partie ouverte de N.
» Montrons qu’il existe un entier naturel p tel que pour tout entier naturel n, si n est supérieur ou
égal & p alors n appartient a I’ensemble Ni. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On a :

Ne=N\{k}={0,1,2,.. . k=2 k—1,k+1,k+2,k+3,...}.

En particulier, tous les entiers a partir de k£ + 1 appartiennent a Ny.
Synthése. On pose p = k + 1. Alors on a par définition de N, :

VneN, n>2k+1 = ne€ N,

Ainsi, la propriété (x) est vérifiée et donc | Ny est une partie ouverte de N ‘

Il n’est pas nécessaire de rédiger ’analyse. Par contre, il faut faire apparaitre
explicitement entier p € N trouvé pour vérifier la propriété (x). Ici, n’importe
quel entier supérieur ou égal a k + 1 convient pour valeur de p.

2. (a) Ecrire la négation de la propriété (x).
» La négation de la propriété (x) est :

VpeN, neN, n>2petné¢ Al

(b) Montrer que l’ensemble P = {2k |k € N} n’est pas une partie ouverte de N.
» Soit p € N. Montrons qu’il existe un entier naturel n tel que n est supérieur ou égal & p et n
n’appartient pas & P. On raisonne par analyse-syntheése.
Analyse. On a :
P={2k|k e N} ={0,2,4,6,8,...}.

Ainsi, P est ’ensemble des entiers pairs. En particulier :
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— si p est impair, alors p n’appartient pas a P,

— si p est pair, alors p 4+ 1 est pair et n’appartient pas a P.

Synthese. On pose n = p si p est impair et n = p+ 1 si p est pair. Dans tous les cas, onan > p
et n impair, donc n ¢ P par définition de P. Ainsi, la négation de la propriété (x) est vérifiée

et donc ‘P n’est pas une partie ouverte de N |.

3. Soient Ay et Ay deux parties ouvertes de N.
(a) Montrer que A; N Ay est une partie ouverte de N.

» Puisque A; et A sont deux parties ouvertes de N, la propriété (x) est vérifiée pour ces deux
ensembles. On sait donc qu’il existe p; € N et py € N tels que :

n=p = ne€A,

vneN, {n)pg — nec A,

Attention aux notations : en général, py et py sont deux entiers différents. ‘

Montrons qu'’il existe p € N tel que :
VneN, n>2p = ne A NA,.

Synthése. On pose p = max(py, p2). Soit n € N. On suppose que n > p. Puisque p = max(py, p2),
on an > p; et n > py. Par définition de p; et po, on en déduit que n € A; et n € A,y. Par
conséquent, n € A; N A,. Ainsi, on a montré 'implication n > p = n € A; N A,. Puisque
cette implication est vraie pour un n € N fixé, elle est vraie pour tout n € N. Finalement, on a
démontré que :

IpeN, VneN, n>2p = ne A NA.

Ainsi, la propriété (x) est vérifiée et donc ‘Al N As est une partie ouverte de N |.

(b) Montrer que A; U Ay est une partie ouverte de N.
» On raisonne comme a la question précédente. On sait qu’il existe p; € N et py € N tels que :

77/2]91 — nEAl,

vneN, {n)pg — n € A,

Synthése. On pose p = min(p, p2). Soit n € N. On suppose que n > p. Puisque p = min(py, ps),
onamn > p;oun > py, doncn € Ay U Ay, Ainsi, la propriété (x) est vérifiee pour A; U A, et
donc | A; U Ay est une partie ouverte de N ‘

Inutile de détailler la rédaction autant qu’a la question précédente. Le plus
important est d’indiquer les principales différences dans le raisonnement,
notamment la valeur de [’entier p.

4. Soit A C N. Montrer que A est une partie ouverte de N si et seulement si son complémentaire N\ A
contient un nombre fini d’éléments.
» On raisonne par double implication.
1 implication. On suppose que A est une partie ouverte de N. On sait donc qu’il existe p € N tel
que :

VneN, n>p — neA

D’aprés le principe de contraposition, on a donc :
VneN, n¢ A = n<p.

Autrement dit, tous les éléments du complémentaire de A sont strictement inférieurs & p. On en
déduit que N\ A C [0,p— 1], donc que N\ A contient au maximum p éléments. En particulier, N\ A
contient un nombre fini d’éléments.
2¢ implication. On suppose que N\ A contient un nombre fini d’éléments. Montrons qu’il existe p € N
tel que :

VneN, n>p = neN\A

On raisonne par analyse-synthése.
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— Analyse. On note m € N le nombre d’éléments de N\ A et a; < ay < ag < -+ < a,, les éléments
de N\ A classés dans 'ordre croissant. Alors :

A:N\{al,ag,ag,...,am}.

En particulier, tous les entiers a partir de a,, + 1 appartiennent & A.

— Synthése. On pose p = a,, + 1 ot a,, = max(N\ A) est le plus grand élément du complémentaire
de A. Alors on a par définition de a,, :

VneN, n>a,+1 — neA.

Ainsi, la propriété (x) est vérifiée pour A et donc A est une partie ouverte de N.

Conclusion. Par double implication, on a bien montré que ‘ A est une partie ouverte de N si et || seulement s

Les questions précédentes sont plus rapides a prouver a ['aide de cette caracté-
risation des parties ouvertes de N. Par exemple, si N\ A; et N\ Ay sont des
ensembles finis, alors il en est de méme pour :

(N\A)U(N\ Ap) =N\ (A, N As) et (N\A)N(N\ A) =N\ (A UAy)

d’apres les lois de De Morgan.

Si A est une partie ouverte de N, on définit son départ, noté dep(A), par le plus petit entier p pour lequel
la propriété (x) est vérifiée, autrement dit :

dep(A) :min{p eEN|Vn>=p, ne A}.

5. Soit k € N. Déterminer dep(Ny) ot Ny, = N\ {k}.
» Par définition de N, on a :

{peN|vn>p, neNk}:{k+1,k+2,k+3,...}.

Ainsi, le départ de N;, vaut k£ + 1 :

dep(Ny) =k +1|

6. Déterminer toutes les parties ouvertes de N dont le départ est égal a 3. On donnera la liste exhaustive
de ces parties, sans justifier, en explicitant au moins les cing premiers éléments de chaque partie.

» Les parties ouvertes de N dont le départ est égal & 3 sont :

{0,1,3,4,5,...} = N\ {2} = N,
{1,3,4,5,6,...} = N\ {0,2}
{0,3,4,5,6,...} = N\ {1,2}
{3,4,5,6,7,...} = N\ {0,1,2}

7. Soit A une partie ouverte de N.
(a) Justifier que dep(A) € A.
» Par définition du plus petit élément, dep(A) = min{p € N|Vn > p, n € A} est un élément
de 'ensemble {p € N|Vn > p, n € A}. Donc :

Vn > dep(A), n € A.

En particulier, pour n = dep(A) on obtient que |dep(A) € A|.
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(b) Montrer que dep(A) — 1 ¢ A (on pourra distinguer le cas ot dep(A) =0).
» On raisonne par disjonction de cas.
1 cas : dep(A) = 0. Alors dep(A) —1=—-1¢ Acar -1 ¢ Net A CN.
2° cas : dep(A) # 0 donc dep(A) > 1 et dep(A) — 1 € N. Par définition du plus petit élément
(voir le raisonnement de la question précédente), on sait que :

Vn > dep(A), n € A.
On raisonne par I’absurde en supposant que dep(A) —1 € A. Alors :
Vn > dep(A) — 1, n € A.

Ainsi, dep(A) —1 est un élément de I’ensemble {p € N|Vn > p, n € A}. Or le plus petit élément
de cet ensemble est min{p € N|Vn > p, n € A} = dep(A). Donc dep(A) — 1 > dep(A) ce qui
est absurde. On en déduit que dep(A4) — 1 ¢ A.

Conclusion. Dans tous les cas, on a [dep(4) —1 ¢ A|.

(c) En déduire que si A # N alors dep(A) = max(N\ A) + 1.
» On suppose que A # N donc dep(A) # 0 (car si dep(A) = 0 alors A = N puisque tous les
entiers a partir de dep(A) appartiennent & A). On en déduit que dep(A) —1 € N\ A d’aprés le
résultat de la question précédente. Montrons que dep(A) — 1 est le plus grand élément de N\ A.
Par définition du départ de A, on sait que :

Vn €N, n>dep(A) = n e A.
D’aprés le principe de contraposition, on a donc :
VneN, n¢ A = n <dep(A).

Autrement dit, tous les éléments du complémentaire de A, c¢’est-a-dire de N\ A, sont strictement
inférieurs a dep(A), donc inférieurs ou égaux a dep(A) — 1. On en déduit bien que dep(A4) — 1
est le plus grand élément de N\ A :

max(N\ A) =dep(A) —1 donc |dep(A) =max(N\ A)+1]|.

8. Soient Ay et Ay deux parties ouvertes de N.
(a) Montrer que dep(A; N Ag) = max(dep(A;), dep(As)).

» En reprenant le raisonnement de la question 3(a), on a montré que la propriété (x) est vérifiée
pour A;NA; en posant p = max(dep(A;), dep(As)). Par définition du départ de A; N Ay, il suffit
donc de montrer que p = max(dep(A;), dep(Az)) est le plus petit entier pour lequel la propriété
(%) est vérifiée. On raisonne par ’absurde en supposant que ce n’est pas le cas, c’est-a-dire en
supposant que dep(A; N Ay) < p donc que p— 1 € A; N Ay (puisque tous les entiers a partir de
dep(A; N Ay) appartiennent & A; N Ay). On raisonne par disjonction de cas.
1 cas : dep(A;) < dep(Ay) done p—1 = max(dep(A;),dep(Az)) —1 = dep(A;) — 1. D’apres le
résultat de la question 7(b), on en déduit que p — 1 ¢ A; ce qui est absurde car on a supposé
que p—1¢€ AN As.
2¢ cas : dep(Ay) < dep(A;). En raisonnant comme dans le 1¢ cas, ona p—1 = dep(As) —1 ¢ A,
d’apres le résultat de la question 7(b), ce qui contredit ’hypothése p — 1 € A; N A,.
Conclusion. Dans tous les cas, on obtient une absurdité. On en déduit que p = max(dep(A; ), dep(As))
est le plus petit entier pour lequel la propriété (x) est vérifiée. D’ou :

dep(A; N Ay) = max(dep(A;),dep(Az))| par définition du départ de A; N As.
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(b) Montrer que dep(A; U As) < min(dep(A;),dep(4s)).
» En reprenant le raisonnement de la question 3(b), on a montré que la propriété (x) est vérifiée
pour A; U As en posant p = max(dep(A;), dep(As)). Par définition du départ de A; U A,, on en
déduit que :

dep(A4; U Ay) < min(dep(A;),dep(As))|.

(c) Déterminer un exemple de parties Ay C N et Ay C N pour lequel l'inégalité de la question
précédente est stricte. On explicitera au moins les cing premiers éléments de ces deux parties.

» On pose :

Ay =1{1,2,3,4,5,...} =N\ {0} = N,
Ay ={0,2,3,4,5,.. Yy =N\ {1} = N, |

Alors dep(A;) = dep(Ny) = 1 et dep(Ay) = dep(N;) = 2 d’aprés le résultat de la question 5,
donc min(dep(A;), dep(Az)) = min(1,2) = 1. D’autre part, A;UA; = (N\{0})U(N\{1}) =N,
donc dep(A4; U As) = dep(N) = 0. On a donc bien dep(A; U A2) < min(dep(A4;),dep(Asz)) pour
cet exemple.

Exercice 2

Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

(I) 32 +4x + 1] > |a® + z
» L’inéquation (/) est bien définie pour tout = € R. A gauche de I'inéquation, on reconnait un
polynome du second degré de discriminant A = 42 —4 x 3 x 1 = 4 > 0 qui admet pour racines
(—4++4)/(2x3) = —3z et (—4— V4)/(2 x3) = —1. De méme, on reconnait a droite de I'inéquation
un polyndéme du second degré qui admet pour racines évidentes 0 et —1. On obtient donc le tableau
des signes suivant :

x —00 —1 —% 0 400
32 +4x+1 + 0 — 0 + +
22+ x + 0 — — 0 +

On raisonne par disjonction de cas.

e 1% cas : x €] — oo, —1]. Alors :

() <= 32 +4z+1>2°+2
— 222 +3zx+1>0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A =32 —4x2x1=1> 0 qui
admet pour racines (=3 +v/1)/(2 x 2) = =3 et (=3 — v/1)/(2 x 2) = —1. On a le tableau des
signes suivant :

x —00 —1 — —% 0 400

202 + 3z + 1 + 0 - 0 + + +

On en déduit que (I7) est toujours vérifiée dans le cas ot = €] — oo, —1].
e 2¢cas:x € [—1,—3]. Alors :

(I)) <= —(B2* +4x+1) > —(2* +2)
— 207+ 324+1<0.
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En reprenant le tableau des signes obtenu dans le 1" cas, on en déduit que dans le cas ou

x € [—1, —%] :

(I,) < =z € [—1,—%].

e 3°cas: x € [—3,0]. Alors :
(II) <= 32 +4r+1> —(2* +2)
= 4® +50+120,

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = 52 —4 x4 x1 =9 > 0 qui
admet pour racines (=5 ++/9)/(2 x 4) = =% et (-5 —v/9)/(2 x 4) = —1. On a le tableau des

signes suivant :

T -0 -1 —3 — 0 +00
4x* 4+ 5z + 1 + 0 - - 0 + +
On en déduit que dans le cas on z € [—3,0] :
(1) <= =z € {—}L,O]
e 4°cas: x € [0, +oo[. Alors :
() <= 3 +dz+1>2"+2x

Z
— 222 +3x+1>0.

En reprenant le tableau des signes obtenu dans le 1 cas, on en déduit que (I;) est toujours
vérifée dans le cas ou z € [0, +00.

e Conclusion. Finalement, 'ensemble des solutions de (1;) est :

]—00, —1] U [—1,—%] U [—i,o] U [0, 4o00[ = }—oo,—%} U |:—;L,+OO|:.

Il est également possible de résoudre (1) en utilisant la croissance de la fonction
carrée sur [0,4o00] pour se débarasser des valeurs absolues :

([) <~ (31’2+4$+1)2/ (CE2+7¢)2
<= (3:1;2—1—4:10—1—1) (”L +r) >0
= ((3x2+4:17+1 r+"r ><3r +4r+1) (172+f1;)>20
— (4”+52+1) (22" +30+1) >
(

Puis il suffit d’étudier le signe de f: x — (42 + 5x + 1)(22% + 3z + z).

(I) 2 < g3
» Puisque les exposants 22 et 3z sont des nombres réels, on a d’aprés la définition des puissances :
2 = exp (z°In(z)) et 2% =exp(3zin(z)).
Ainsi I'inéquation (I2) est bien définie seulement pour x > 0 et on a :
(I) <= exp (2°In(z)) < exp (3zIn(z))
<= 2°In(x) < 3xIn(z) car la fonction exp est strictement croissante
— (2° = 3z)In(z) <0
— z(2° - 3)In(z) < 0.
On étudie le signe de la fonction f : 2 — x(2? — 3) In(z) = z(z + v/3)(z — v/3) In(z) sur ]0, +oo[.
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T 0 1 V3 +00
zz+V3) | 0 + + +
T — 3 0 — — 0 +
In(x) -0+ 4
f(z) + 0 - 0 +

On en déduit que 'ensemble des solutions de (I5) est |]1,v/3[|

() {x—i— mJ —3

» L’équation (I3) est bien définie seulement pour x —2 > 0 <= z > 2. D’aprés la définition de la
partie entiére, on a :

(Is) = 3<a+Ve—2<4 «= (Yo=2>23-get Yo-2<d-z)

TV Vv
1*¢ inéquation 2¢ inéquation

Attention avant d’élever au carré pour simplifier la racine : il faut d’abord isoler
la racine d’un coté de l'inéquation (sinon elle ne se simplifie pas) puis vérifier
que autre coté de linéquation est positif pour pouvoir utiliser la croissance de
la fonction carrée sur [0, +00].

e 1™ inéquation. Ona: 3 —x >0 <= x < 3. On raisonne par disjonction de cas.
— 1°cas : x € [2,3]. Alors :

rT—-223—2 <=1-2>3—1)?
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +00|
= r-229-06r+a°
— 2’ —Tr+ 11 <0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (=7)>—4x1x11=5>0
qui admet pour racines (7 + v/5)/2 et (7 — /5)/2. De plus, 4 < 5 < 9 donc 2 < /5 < 3
(car la fonction racine carrée est strictement croissante), par conséquent (74 v/5)/2 €]9,5]

et (7—+/5)/2 €]2,3[. On a le tableau des signes suivant :

x —00 2 %5 3 T+V5 +00

2 — T+ 11 + + 0 - — 0 +

On en déduit que dans le cas ou = € [2,3] :

Vi—223—2 « ¢ [7*2“5,3].

— 2¢ cas : x € [3,+o0[. Alors la 1™ inéquation est toujours vérifiée car /xr —2 >0 > 3 — z.

— Conclusion de la 1™ inéquation. On en déduit que :

Ve—223—xr <= x € [7’2\/5,3} U [3, +o0]= [M,—i—oo[.

e 2¢inéquation. Ona: 4 —x >0 <= x < 4. On raisonne par disjonction de cas.
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— 1°cas : x € [2,4]. Alors :
Vr—2<d4—z = z-2<(4—1)

car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +00|
> r—2<16— 8z + 2’
— 2> —9r 418 > 0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (—=9)> —4x1x18 =9 >0
qui admet pour racines (9 + 1/9)/2 = 6 et (9 — v/9)/2 = 3. On a le tableau des signes
suivant :

x —00 2 3 4 6 +00

2 —Tr+ 11 + + 0 - — 0 +

On en déduit que dans le cas ou = € [2,4] :
Vr—2<4—z < x€[23[.

— 2¢ cas : x € [4,400[. Alors la 2° inéquation n’est jamais vérifiée car \/xr —2 >0 > 4 — .

— Conclusion de la 2¢ inéquation. On en déduit que :

Vi—2<4—z < z€[2,3UD=][2,3[|

e Conclusion. On a vu dans le 1% cas de la 1™ inéquation que 2 < (7 —/5)/2 < g < 3. On en
déduit que 'ensemble des solutions (13) est :

[%‘?’,—i—oo[ﬁ[Z,S[: [7—@3[.

(1) sin(7x) + sin(bx) > 0
» L’inéquation (/) est bien définie pour tout z € R. On a pour tout z € R :

sin(7z) + sin(5z) = Im ('™ + &%)

= Im <2 coS <7x ; 5x) eihgsz) en factorisant par I'angle moitié
= Im <2 cos(x) [008(613) +1 sin(6ac)] )
= 2 cos(z) sin(6x).
Par conséquent :
(1) — (cos(a:) > 0 et sin(6z) > 0) ou <cos(a:) < 0 et sin(6z) < 0).
Or on a d’aprés le cercle trigonométrique :

cos(z) 20 < =z € U [—E + 2k, z +2k7r}

2 2
kEZ
et sin(62) >0 <= 6z € | [0+2km, 7+ 2kn]
kEZ
< dk € Z, 2kn < b6x <7+ 2km
2k 2k
ﬁﬂkez,%gxég%—% car 6>0
2km w™  2kmw
= -+ —
er{ez’cs 6}
kEZ

On obtient donc le tableau des signes suivant entre 0 et 27 :
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s us jus 2T 5w Ve 47 3 57 117
x 0 6 3 2 3 % T 6 3 2 3 6 2T
cos(z) + + +0- - - - - -0+ + +

sin6r) | 04+0—-0+0—-04+40-0+0—-0+0—-0+0—0

On en déduit que I'ensemble des solutions de (1) est :

U ( [2km, & + 2kn| U [ + 2km, & + 2kn| U 3 + 2km, 7w + 2kn] )

et U [Z + 2km, &= + 2/{7@ U [2F + 2k, 12 4 2kn]

‘ 1l faut savoir écrire ce type d’ensembles a l’aide d’une union infinie d’intervalles. ‘

r+m

(I5)

<1 oum € R est un parametre fizé.

2v 4+ 3
» L’inéquation (I5) est bien définie seulement pour 22 +3#0 < z# —2. Ona:
r+m
I;) <— -1<0
(I5) 20 + 3
— (2243
L, rm (2z +3) <0
2z + 3
- ~3
—rtm=3) _,
2z + 3
. . . . . —z+(m—3) .
On étudie le signe de la fonction f:z — — -

-+ (m—3)20 < x<m-—3,
204320 < z> -3

On raisonnne par disjonction de cas pour dresser le tableau des signes de la fonction f.

e Icas:m—3< —% — m< % On obtient alors le tableau des signes suivant :
T —00 m—3 —% +00

—x + (m — 3) + 0 — —

20 + 3 — — 0 +

f(x) — 0 + -

On en déduit que dans le cas ou m < % :

(Is) <= ]—o00,m—3[U] — 2, +o0l.

e 2°cas:m—3=—2 <= m=23. Alors (I5) est toujours vérifiée car :
2 2
—z+(m-3) —r-—3 __1<0
2z +3 2(z +2) 2
e 3°cas:m—3>—2 <= m > 2. On obtient alors le tableau des signes suivant :
2 2
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X -0 —% m—3 +00
—z+ (m —3) + + 0 -
2 + 3 - 0 + +
f(z) - + 0 -

On en déduit que dans le cas ou m > % :
(Is) <] —o00,—3[Ulm — 3, +00].

e Conclusion. Finalement, ’ensemble des solutions de (/;) est :

] —oo,m—3[U] — 3, +oo[sim < 2
R\ {-2} sim=2 |
] — 00, —2[Ulm — 3,400 sim > 3

Probléme 2

On rappelle qu’on définit I’exponentielle d’un nombre complexe z € C par :
exp(z) = efe@eimz) — eRe(Z)<cos(Im(z)) + isin(Im(z))).
1. Montrer que :
V(z,w) € C?, exp(z +w) = exp(z) exp(w).
» Soit (z,w) € C2. On a :

) — 6Re(z—&—w) iIm(z+w)

exp(z + w par définition de I’exponentielle complexe

Re(z)+Re(w) pillm(z)HmWw)) — cay » 4w = (Re(2) 4+ Re(w)) + i(Im(z) + Im(w))

e
( ) Rew) ) (e’lm(z)e“m(w) ) par propriété de I'exponentielle
(e
ex

(2) gilm(z ) (eRe(w)e“m(w)) par associativité et commutativité du produit

xp(z) exp(w) par défintion de I’exponentielle complexe.

Puisque ceci est vrai pour un couple (z,w) € C? fixé, c’est vrai pour tout couple (z,w) € C2. Donc :

V(z,w) € C?, exp(z + w) = exp(z) exp(w) |.

2. Montrer que :

VzeC, exp(z)#0 et = exp(—2).

exp(2)
» Soit z€ C.On a:

exp(z) exp(—z) = exp(z + (—z)) d’aprés le résultat de la question précédente

= exp(0)
— RO m(0)  Hhar définition de exponentielle complexe

— 60610

Par conséquent, si on suppose que exp(z) = 0 alors 1 = exp(z) exp(—z) = 0exp(—z) = 0 ce qui est
absurde. On en déduit que exp(z) # 0.
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On peut aussi remarquer que :

|exp(2)| = [eRe@ ™) par définition de Iexponentielle complexe
= e®G)  par définition du module

>0 car l’exponentielle réelle est strictement positive.

Puisque |exp(z)| # 0, on en déduit que exp(z) # 0.

Puis on obtient en divisant chaque membre de 1'égalité précédente par exp(z) # 0 :
1
exp(z)
Puisque ceci est vrai pour un nombre z € C fixé, c’est vrai pour tout nombre z € C. Donc :

exp(—2) =

Vze C, exp(z)#0et = exp(—2) |

exp(z)

3. (a) Montrer que pour tout z € C : exp(z) =1 <= Ik € Z, z = 2ikn.
» Soit z € C. On raisonne par double implication.
1™ implication. On suppose que exp(z) = 1. Alors :

1 = exp(z) = eR@eMmE) par définition de I'exponentielle complexe.

Or la forme exponentielle de 1 € C est 1 = 1e™. Par conséquent :

1 = eRe(®)
{O = Im(z) [27].
On déduit de I'égalité que Re(z) = In(1) = 0 et de la congruence qu'il existe un entier k € Z
tel que Im(z) = 0 + 2km = 2kx. Ainsi, on a bien montré qu’il existe k € Z tel que :
z = Re(z) +ilm(z) = 0 + 2ikm = 2ikm.
2¢ implication. On suppose qu’il existe k € Z tel que z = 2ikw. Alors :

exp(z) = exp(2ikm)

— Re(2ikm) oilm(2ikm) Ly definition de Pexponentielle complexe

— 60 612k7r

=1x1
=1.

Conclusion. Par double implication, on a bien montré que :

exp(z) =1 <= Ik €Z, z=2ikn

et puisque cette équivalence est vraie un nombre z € C fixé, elle est vraie pour tout nombre
z e C.
(b) En déduire que pour tout (z,w) € C* : exp(z) = exp(w) <= Ik € Z, 2z = w + 2ikn.
» Soit (z,w) € C% On a:
exp(2) = exp(w)
1
exp(w)
<= exp(z)exp(—w) =1 d’apres le résultat de la question 2

<= exp(z) X =1 car exp(w) # 0 d’aprés le résultat de la question 2

<= exp(z —w) =1 d’apres le résultat de la question 1
< dk € Z, z—w=2ikn d’apreés le résultat de la question précédente
<— dke€Z, z=w+ 2ikm.
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On a bien montré que :

exp(z) = exp(w) <= Jk € Z, z = w + 2ikn

et puisque cette équivalence est vraie pour un couple (z,w) € C? fixé, elle est vraie pour tout

couple (z,w) € C2.

4. Montrer que {z € C||exp(z)| =1} = {it|t € R}.
» On raisonne par double inclusion.
1™ inclusion. Soit z € C tel que |exp(z)| = 1. Montrons qu’il existe t € R tel que z = it. On raisonne

par analyse-synthése.

— Analyse. On a :

1 = [exp(z)]

— | pRe(2) ,ilm(z)
[

— eRe(z)

par définition du module.

Donc Re(z) =1In(1) =0 et z =0+ ilm(z) = ilm(z).
— Synthése. On pose t = Im(z). Alors z = ilm(z) = it d’aprés les calculs faits dans ’analyse. On
a trouvé un nombre t € R tel que z = it donc z € {it|t € R}. Puisque ceci est vrai pour un
nombre z € C fixé tel que |exp(z)| = 1, c’est vrai pour tout z € {z € C||exp(z)| = 1}. Par
conséquent, on a montré que :

{z € C||exp(z)| =1} C {it|t € R}.

2¢ inclusion. Soit t € R. On a :

| exp(it)] = [e™ e

Re(it) ,iIm(it) ’

— |606it|
0

= e’ par définition du module

=1.

par définition de I’exponentielle complexe

par définition de I’exponentielle complexe

On en déduit que it € {z € C||exp(z)| = 1}. Puisque ceci est vrai pour un nombre t € R fixé, c’est
vrai pour tout it € {it|t € R}. Par conséquent, on a montré que :

{it|t € R} C {z € C||exp(z)| = 1}.

Conclusion. Par double inclusion, on a bien montré que :

{zeCl|exp(z)| =1} ={it|t € R}|

Pour tout z € C, on définit les nombres complexes suivants :

1(2) =

exp(iz) + exp(—iz)
2

5. Que valent y(z) et o(x) stz € R?

» SizeR. Ona:

exp(iz) + exp(—ix)

v(r) =

| — N~

2

(eRe(im)eiIm(ix) + eRe(fix)eiIm(fix))

_ (6061'3: + 6061'(—:1:))

o, N

2
= cos(x)

Ainsi, |y(z) = cos(x)

1T + e—ix

et o(z)=

exp(iz) — exp(—iz) .

par définition de ~y(x)

d’aprés les formules d’Euler.

siz € R et de méme

o(x) = sin(z)

I’exponentielle complexe et d’aprés les formules d’Euler.

21

par définition de 'exponentielle complexe

par définition de o(z), par définition de
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6. Montrer que :
Vz2eC, 7(2)?+o(2)?=1

» Soit z€ C.On a:

exp(iz) + exp( )\’ exp(iz) — exp(—iz)\’
v(z)? ( ) + ( ) par définition de v(z) et o(z)
1
4

21

(expuz) + 2exp(iz) exp(—iz) + exp(—i2)?)

_ i(exp(@'zf — 2exp(iz) exp(—iz) + eXp(—iz)2>

1
= 14 exp(iz) exp(—iz) aprés simplifications

= exp(iz) d’aprés le résultat de la question 2

exp(iz)
=1.

Puisque ceci est vrai pour un nombre z € C fixé, c’est vrai pour tout nombre z € C. Donc :

VzeC, ~v(z)?+o0(2)?=1|

7. Soit z € C. Montrer que (5 — 2) = o(2).
» On a:

Y(E —2) = exp(i(§ — 2)) + exp(i(5 — 7)) par définition de 7y

<6Re(i(%_z)) itm(i( ~=)) +e (_i(g_z))eﬂm(_i(g_'z))> par déf. de I'exp. complexe

(eRe(fiz)ei(g+Im(fiz)) i eRe(iz)ei(fg+Im(iz))>

N RN~ —

(eRe(—iz)ieiIm(—iz) + eRe(zz)( )ezlm(zz)> car ei§ — et e—i§ —

2
2exp(iz) — exp(—iz) P ; .
= —1 %7 par définition de 'exponentielle complexe
?

= o(z) par définition de o(z).

i Re(iz) ,ilm(iz) _  Re(—iz) ,ilm(—iz)
(6 (& (& (& )

On a bien montré que |y(5 — 2) = o(2) |

8. Soit z € C. Sans justifier, simplifier les expressions v(—z), o(—z), V(5 — 2), o(5 — 2), v(7 — 2),
o(m—=2),v(z+ %), o(z+35), v(z+7), o(z +7), y(z + 27) et o(z + 2m).
» On retrouve les propriétés de parité, de symétrie, de décalage et de périodicité des fonctions cosinus

et sinus. Donc :

7(=2) = 7(2) 1§ —2)=0(2)| |r—2) =)

o(—z) = —0(2) | |o(F—2) =7 |or—2)=0(z) [
Wt 3)=—0(z) | |zt+m) =) ] |2(z+2m) =7(2)
o(z+35)=7%2) [ |o(z+7)=—0(2) |o(z+27)=o0(2)

9. Montrer que :

V(z,w) € C? ~(z+w)=v02)y(w) —o(z)o(w) et o(z +w) = v(2)o(w) + o(2)y(w).
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» Soit (z,w) € C% On a :

V(2)7(w) = o(z)a(w)
:exp(iz) + exp(—iz) " exp(iw) + exp(—iw)  exp(iz) — exp(—iz) " exp(iw) — exp(—iw)
2 2 21 21

:i (exp(iz) exp(iw) + exp(iz) exp(—iw) + exp(—iz) exp(iw) + exp(—iz) eXp(—iw))
+ i(exp(iz) exp(iw) — exp(iz) exp(—iw) — exp(—iz) exp(iw) + exp(—iz) exp(—iw)>

1
== (2 exp(iz) exp(iw) + 2 exp(—iz) exp(—z’w)) aprés simplifications

4

exp( (z+w)) +2exp( iz +w)) d’apreés le résultat de la question 1
=7(z + w).
De méme :

1(2)o(w) + o(z)y(w)
:exp(iz) + exp(—iz) 5 exp(iw) — exp(—iw) N exp(iz) — exp(—iz) " exp(iw) + exp(—iw)
2 21 21 2

1

=% < exp(iz) exp(iw) — exp(iz) exp(—iw) + exp(—iz) exp(iw) — exp(—iz) exp(—iw))

+ %(exp(iz) exp(iw) + exp(iz) exp(—iw) — exp(—iz) exp(iw) — exp(—iz) exp(—iw))

1
=% <2 exp(iz) exp(iw) — 2 exp(—iz) exp(—iw)) apreés simplifications
i

exp( (z +w)) —exp(—i(z +w))
21

d’aprés le résultat de la question 1

=0(z + w).

On peut également démontrer la deuxieme égalité o l'aide de la premiére (et
inversement) en utilisant les résultats des questions 7 et 8 :

oz +w) =(1

Puisque ceci est vrai pour un couple (z,w) € C? fixé, c’est vrai pour tout couple (z,w) € C?. Donc :

Y(z,w) € C?*,  y(z4+w) =y(2)y(w) — o(2)o(w) et o(z +w) = y(2)o(w) + o(2)y(w) |

10. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :
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(Er) 7(2) =2

» On a:
exp(iz) + exp(—iz)
=2 <— =2
7(2) 5

< exp(iz) + — =4 d’aprés le résultat de la question 2
exp(iz)

< w+ — =4 en posant w = exp(iz)

w
= w+1=4dw
— w’—4w+1=0.

On reconnait une équation du second degré de discriminant A = (—=4)2 =4 x 1 x1=12> 0
qui admet pour solutions (4 + 1/12)/2 = 2 + /3 et 2 — v/3. De plus :

w=2+V3 < expliz) =2+ V3 car w = exp(iz)
e Re(2)em2) — 9 4 /3 par définition de exponentielle complexe
— @R — 94 /3 car iz = —Im(2) + iRe(2)

—Im(z) _ )
= {6 2+ V3 car la forme exp. de 2+ v/3 € C est (2 + v/3)e™

Re(z) = 0 [27]
Im(z) = —1In (2 + \/§)
= {Re(z) = 0 [27]

— JkeZ, z:2k7r—z'ln(2+\/§).
On obtient de méme :
w=2-+3 < 3JkeZ, zz?kmr—iln(Q—ﬁ) car 2 — V3 > 0.

Finalement, I'ensemble des solutions de I’équation y(z) = 2 est :

U{Zi{:w—iln(2+\/§>,2k7r—iln(2—\/§)}.

keZ

On remarque que :

1 2—/3
_1n<2+\/§):ln<2+\/§>:111<(2+\/§)<2_\/§)>:ln<2—\/§>

et de méme —In (2 — \/§> =In (2 + \/§) )

Ainsi, on peut aussi écrire [’ensemble des solutions sous la forme suivante :

U {2k:7r+z'ln(2+\/§> ,2k;7r+iln<2—\/§>}.

kEZ

Cette propriété de ’ensemble des solutions est une conséquence de la pro-
priété de parité de la fonction v obtenue a la question 8 (tout comme l'union
infinie est une conséquence de la propriété de périodicité de la fonction 7).
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0(z) =2 <= (5 —2) =2 d’aprés le résultat de la question 7
<— dk e, g—z:Qkﬂ—i1n<2+\/§> ou%—z=2k7r—iln<2—\/§>
d’apreés le résultat de la question précédente

<— dk e, Z:(g—Qk‘ﬂ')+iln<2+\/§> ouz=(§—2k7r)+iln<2—\/§>.

Ainsi, ’ensemble des solutions de I’équation o(z) = 2 est :

U {(5—2km) +im (24 V3), (5 - 26m) +iln (2= v3) }|

keZ

En raisonnant comme a la question précédente, on obtient [’équation du se-
cond degré suivante :

w? —4iw—1=0 o w=-exp(iz).

Cependant, la résolution de cette équation n’est pas simple car ses coefficients
sont des nombres complezxes (en particulier, on ne peut pas parler du signe
du discriminant qui est aussi un nombre compleze).

Exercice 3
On considére la suite (uy,)n>o définie par

1
up =4, u; =3 et VYn=>=0, un+2:un+1—zun.

Montrer qu’il existe (a,b,c) € R3 tel que pour tout entier n >0, u, = (an + b)c".
» On raisonne par analyse-synthése pour déterminer (a, b, c) € R3.

e Analyse. Si u, = (an + b)c"™ pour tout entier n > 0, alors on a en particulier pour n =0 :
d=uy=(ax0+b)c=>b donc b=4.

De méme, on a pour n =1

3
3=u;=(ax1+bc'=(a+4)c donc a=-—4.

c
De plus, on a pour n =2 :
1 4
U2 Uq 4U0 1
par conséquent :
3
2:u2:(a><2—i—b)c2:(2(——4)+4)c2:6c—4c2 donc 2¢* —3c+1=0.
c

On reconnait une équation du second degré de discriminant A = (=3)2 =4 x2x1 =1 > 0 qui

admet pour solutions (3+v1)/4=1et (3—V1)/d=2% Sic=1lalorsa=3—-4=—-1;sic=1

alorsa:%—4:2. On vérifie pour n = 3 :
3 5 5
up =ty — Jur=2— 7 =_ or (_1X3+4)13_17&Z
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e Synthése. On pose |a =2, b =14 et ¢ = 1| Montrons par récurrence double que u, = (2n + 4) (1)"
I i 2 2

pour tout entier n > 0.

— Initialisation. On a :

1\° 1\'

donc la récurrence double est initialisée.
— Hérédité. On suppose que u, = (2n+4) (3)" et w1 = (2(n+ 1) +4) (%)nJrl pour un entier
n > 0 fixé. Alors :

]‘ 9 N . 2 )2 2
Upio = Uni1 — —U, d’aprés la relation de récurrence de I’énoncé

4

1 n+1 1 1 n
=2(n+1)+4) (5) - 1(271 +4) <§> d’aprés les hypothéses de récurrence

n

1 1 1\" 1 1
=1 {4(271 + 6)5 —(2n + 4)} (5) en factorisant par 1 a gauche et par (5) a droite

1\"* 1 /1)’
— [4n+12 - 2n - 4] <§> car = (5)
1 n+2
= (2n+8) (=
(2n +8) <2)
1 n+2
Par conséquent, on a montré que si u, = (2n+4) (3)" et w1 = (2(n + 1) + 4) (%)M1 alors

Upto = (2(n+2) +4) (%)HH. De plus, cette implication est vraie pour tout entier n > 0.

— Conclusion. D’apres le principe de récurrence double, on en déduit que

1 n
Vn >0, u, = (2n +4) (§> .

Finalement, on a bien trouvé | (a,b,c) = (2,4, 3) | tel que u, = (an + b)c" pour tout entier n > 0.
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DS n° 2 de mathématiques et d’informatique

Exercice 1

durée : 3 heures et 30 minutes

On considére deux suites (ay,)n>1 et (by)n>1 définies par :

{

1. Calculer a3 et bs.

CL1:4
by =2

et Vn>1, {Z”H
n+1

=a2—3b,+7
S5a, — 2b, + 11 °

2. Ecrire une fonction suites qui prend en argument un entier n > 1 et qui renvoie le couple (ay,, b,,).

Exercice 2

On considére la fonction ci-dessous.

def riddle(x):
if x>=0:
n=0
while n+1<x:
n=n+1
return n
else:
n=0
while n-1>x:
n=n-1

return n

Exercice 3

A

Que renvoient les commandes riddle(3.14) et riddle(-3.14) 7
Que renvoient les commandes ridd1e(99.9) et riddle(-99.9) ?

Que renvoient les commandes riddle(5) et riddle(-5) 7
Que renvoient les commandes riddle (42) et riddle(-42) 7

Corriger la fonction riddle pour écrire une fonction floor qui prend
en argument un réel et qui renvoie sa partie entiere.

Dans cet exercice, on fixe une suite (uy)g>o de nombres réels et on suppose avoir déja écrit une fonction
suite qui prend en argument un entier n > 0 et qui renvoie la valeur de wu,. On pourra donc utiliser la
fonction suite pour écrire les fonctions demandées.

1. KEcrire une fonction somme qui prend en argument un entier n > 0 et qui renvoie la somme des n
premiers termes de la suite (ug)x>o.

2. Ecrire une fonction produit qui prend en argument un entier n > 0 et qui renvoie le produit des n
premiers termes de la suite (ug)r>o.

3. Ecrire une fonction seuil qui prend en argument un réel A et qui renvoie le plus petit entier n > 0

tel que u, > A.

4. Soit n > 0. On dit que la suite (uy)g>o est croissante jusqu’au rang n lorsque :

V(i,5) €{0,1,2,...,n}% i < j = u; < uy.

Ecrire une fonction croissante qui prend en argument ’entier n > 0 et qui renvoie True si la suite

(ug)k=0 est croissante jusqu’au rang n et qui renvoie False sinon.

BCPST1A lycée Hoche 2019

-2010

23 sur 149

Sébastien Godillon



Probléme

Dans tout ce probléme, on fixe une constante a € [0, 1] et on considére une fonction réelle f définie sur
[0, 1] qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) f est strictement monotone sur [0, 1],
(ii) vt €[0,1], f(t) € [0,1] et (v + 1)t — af(t) € [0, 1],
(iii) Vt € [0,1], f((a+ 1)t —af(t)) =t.
1. Si a = 0, reconnaitre 'application f : [0,1] — [0, 1] & I'aide de la propriété (iii).
Dans la suite de I’énoncé, on suppose que « €]0, 1.
2. (a) Montrer que f(0) =0 a l'aide de la propriété (ii).
(b) De méme, montrer que f(1) = 1.
(¢) Que peut-on préciser a propos de la propriété (i) ?
3. Soit y € [0, 1]. On considére I'équation f(z) =y d’inconnue z € [0, 1].
(a) Montrer que cette équation admet au plus une solution a l’aide de la propriété (i).
(b) Montrer que cette équation admet au moins une solution a I'aide de la propriété (iii).
(¢) Que peut-on en déduire pour application f :[0,1] — [0,1] 7

Dans la suite de I’énoncé, on fixe un réel ¢ € [0, 1] et considére la suite (uy,),>0 définie par :
w =1t et Yn=0, upr1 = f(uy).

, u, € 10,1].

> f((C( + 1)un+1 - C(unJrQ) = f(un)
(c¢) En déduire que (uy,)n>o est récurrente linéaire d’ordre 2 a I’aide du résultat de la question 3.

4. (a) Montrer que : Vn >0
(b) Montrer que : Vn >0

5. Dans cette question, on suppose que a = 1. On peut alors écrire la relation obtenue a la question
précédente sous la forme :
Vn =20, Upio = 2Upi1 — Up.

(a) Déterminer I'expression de u, en fonction de n > 0, t et f(¢). Quelle suite usuelle reconnait-on ?
(b) Déterminer la limite de u, quand n tend vers +oo (on pourra distinguer plusieurs cas).
(¢) En déduire que f(t) =t puis reconnaitre I'application f : [0,1] — [0, 1].

6. Dans cette question, on suppose que « €]0, 1[. On peut alors écrire la relation obtenue a la question

4 sous la forme :
a+1 1
Up+1 — —Un.
«Q

vn = 07 Up4+2 =

(a) Déterminer 'expression de u, en fonction de n > 0, «, t et f(t).
(b) Déterminer la limite de w,, quand n tend vers +oo (on pourra distinguer plusieurs cas).

(¢) En déduire que f(t) =t puis reconnaitre I'application f : [0,1] — [0, 1].
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Exercice 4
Le but de cet exercice est de démontrer que :

X

Ve € R, arcsin | ——
<\/1 + z2

) = arctan(o)

1. Soit z € R. Justifier que == €] —1,1[.
2. Quel est 'ensemble des valeurs de arcsin < \/1517> lorsque x décrit R?

3. Soit 0 €] — 7, 7[. Exprimer tan(¢) en fonction de sin(6).

4. Conclure.

Exercice 5
Le but de cet exercice est d’étudier la suite (a,),>1 définie par :

Qn

ap=1 et ‘v’n)l,anﬂz?) .

1. On pose f:x+— 3.
(a) Etudier les variations de la fonction f.

(b) Etudier le signe de la fonction x + f(x) — =.

(¢) Sur un graphique, esquisser la courbe représentative de la fonction f, la droite d’équation y = «
et les premiers termes de la suite (a,,),>1. Quelles conjectures peut-on formuler ?

(d) Démontrer les conjectures précédentes et en déduire que la suite (a,),>1 ne s’annule jamais.

2. Pour tout entier n > 1, on pose b, = 1/a,,.

(a) Soit n > 1. Exprimer b, en fonction de b,. Quelle suite usuelle reconnait-on ?

(b) Déterminer 1'expression de b, en fonction de n > 1.
(¢) En déduire I'expression de a, en fonction de n > 1.
)

(d) Déterminer la limite de a,, quand n tend vers +o0.

Exercice 6
Simplifier les expressions suivantes en fonction de n € N.

n

1
1. en reconnaissant une somme télescopique.
ZM (k+1)(k +3) P

n

n—2k
2. (\/E +vn— k) en inversant 'ordre du produit.

k=0

3. (j> 42" 3 T’aide de la formule du binéme de Newton.
7

O<isjsn
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Corrigé du DS n° 2 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
On considére deux suites (ap)n>1 €t (by)n>1 définies par :

a, =4 Upp1 = a2 —3b, + 7
> n
{ et Vn = 17 { bn+1 _ 5(7/” . 2bn +11 .

1. Calculer as et bs.

» On a:
Gy =a2—3b +7=42—3x2+T7=16—6+7=17
by =5a; —2by +11 =5 x4—-2x2+11=20—4+11 =27

puis :
bs = Bay — 20y +11 =5 x17T—2x 27411 =85—-54+ 11 =42
donc‘a3:215‘et’bgz42‘.

{a3:a§—3b2+7:172—3><27+7:289—81+7:215

2. Ecrire une fonction suites qui prend en argument un entier n > 1 et qui renvoie le couple (G, by).
» Par exemple :

def suites(n):

a=4

b=2

for k in range(n-1):
auxiliaire=a
a=a*x*x2-3xb+7
b=b*auxiliaire-2*xb+11

return (a,b)

1l est nécessaire d’utiliser une variable auxilaire pour mémoriser la valeur de la
variable a = a, car [instruction a=a**2-3*b+7 efface cette valeur pour enreqis-
trer la nouvelle valeur a = a,y1 alors que l’instruction b=5%a-2*xb+11 utilise la
valeur a = a,, (et b ="0,) pour calculer la nouvelle valeur b = by, 1.

Exercice 2
On considere la fonction ci-dessous.

def riddle(x):
if x>=0:
n=0
while n+1<x:
n=n+1
return n
else:
n=0
while n-1>x:
n=n-1
return n
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1. Que renvoient les commandes riddle(3.14) et riddle(-3.14) ¢
» Si x=3.14 alors on obtient en appliquant pas & pas la fonction riddle :

— x est positif donc le test if est vérifié, on continue sans lire ce qui se trouve aprés else,
— n prend la valeur 0,

— n+1=1 est strictement inférieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,

— n prend la valeur n+1=1,

— n+1=2 est strictement inférieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,

— n prend la valeur n+1=2,

— n+1=3 est strictement inférieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,

— n prend la valeur n+1=3,

— n+1=4 est supérieur a x donc la condition while n’est pas vérifiée, on sort de la boucle,

— on renvoie n=3.

Donc ‘riddle(3. 14) renvoie 3| De méme, on obtient si x=-3.14 :

— x est strictement négatif donc le test if n’est pas vérifié, on va directement a ce qui se trouve
aprés else sans lire ce qui se trouve avant,

— n prend la valeur 0,
— n-1=-1 est strictement supérieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n-1=-1,
— n-1=-2 est strictement supérieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n-1=-2,
— n-1=-3 est strictement supérieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n-1=-3,
— n-1=-4 est inférieur & x donc la condition while n’est pas vérifiée, on sort de la boucle,
— on renvoie n=-3.

Donc ‘riddle(—S. 14) renvoie -3 ‘

2. Que renvoient les commandes ridd1e(99.9) et riddle(-99.9) ¢

» En généralisant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé a la question précédente, on
obtient que ‘riddle(99.9) renvoie 99‘ et que ‘riddle(—99.9) renvoie -99 ‘

On reconnait la partie entiére lorsque x est positif car |3,14| = 3 et |99,9] = 99.
Par contre, |—3,14] = —4 # =3 et |—99,9] = —100 # —99 donc on reconnait
|x] + 1 lorsque x est strictement négatif.

3. Que renvoient les commandes riddle(5) et riddle(-5) ?
» Si x=5 alors, en reprenant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé a la question 1, la
condition while ne sera pas vérifiée lorsque n=4 car n+1=5 est égal a x. Donc \riddle (5) renvoie 4|
De méme, si x=-5, la condition while ne sera pas vérifiée lorsque n=-4 car n-1=-5 est égal a x. Donc
’riddle(—5) renvoie -4 ‘

4. Que renvoient les commandes riddle (42) et riddle(-42) ¢

» En généralisant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé & la question 1, on obtient que
’riddle(42) renvoie 41 ‘ et que ‘riddle(—42) renvoie -41 ‘

On reconnait toujours |x| + 1 lorsque x est strictement négatif. Par contre, on
reconnait | x| — 1 lorsque x est un entier strictement positif (et |x| lorsque x est
un réel strictement positif qui n’est pas entier).
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5. Corriger la fonction riddle pour écrire une fonction £loor qui prend en argument un réel et qui
renvoie sa partie entiére.

» Par exemple :

def floor(x):
if x>=0:
n=0
while n+1<=x:
n=n+1
return n
else:
n=0
while n>x:
n=n-1
return n

Pour trouver cette fonction, il faut bien comprendre les erreurs observées aux
questions précédentes (|x| + 1 au lieu de |x] lorsque x est strictement négatif et
|x] —1 au lieu de |x] lorsque x est un réel strictement positif qui n’est pas entier)
puis de trouver ce qu’il faut changer dans la fonction riddle (la condition n>x
au lieu de n-1>x lorsque x est strictement négatif et la condition n+1<=x au lieu
de n+1<x lorsque x est positif). N’hésitez pas a faire des essais de modification
de la fonction riddle puis a vérifier vos essais avec des exemples comme aux
questions précédentes. On peut également retrouver les modifications a effectuer
a laide de la définition de la partie entiére n = |x] :

|x] <x < |x]+ 1.

Ainsi, lorsque x est positif, on continue la boucle while tant que x < n+ 1 n'est
pas vérifiée, c’est-a-dire tant que n+1<=x. De méme, lorsque x est strictement
négatif, on continue la boucle while tant que n < x n’est pas vérifiée, c¢’est-a-dire
tant que n>x.

Exercice 3
On considere la fonction ci-dessous.

def riddle(x):
if x>=0:
n=0
while n+1<x:
n=n+1
return n
else:
n=0
while n-1>x:
n=n-1

return n

1. Que renvoient les commandes riddle(3.14) et riddle(-3.14) ¢
» Si x=3.14 alors on obtient en appliquant pas & pas la fonction riddle :

— x est positif donc le test if est vérifié, on continue sans lire ce qui se trouve aprés else,

— n prend la valeur 0,
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— n+1=1 est strictement inférieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n+1=1,

— n+1=2 est strictement inférieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n+1=2,

— n+1=3 est strictement inférieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n+1=3,

— n+1=4 est supérieur a x donc la condition while n’est pas vérifiée, on sort de la boucle,

— on renvoie n=3.

Donc ‘riddle(B. 14) renvoie 3| De méme, on obtient si x=-3.14 :

— x est strictement négatif donc le test if n’est pas vérifié, on va directement & ce qui se trouve
aprés else sans lire ce qui se trouve avant,

— n prend la valeur 0,
— n-1=-1 est strictement supérieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n-1=-1,
— n-1=-2 est strictement supérieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n-1=-2,
— n-1=-3 est strictement supérieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,
— n prend la valeur n-1=-3,
— n-1=-4 est inférieur a x donc la condition while n’est pas vérifiée, on sort de la boucle,
— on renvoie n=-3.

Donc |riddle(-3.14) renvoie -3|.

2. Que renvoient les commandes riddle(99.9) et riddle(-99.9) ?

» En généralisant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé a la question précédente, on
obtient que ‘riddle(99.9) renvoie 99‘ et que ‘riddle(—99.9) renvoie -99 ‘

On reconnait la partie entiere lorsque x est positif car |3,14] = 3 et |99,9] = 99.
Par contre, |—3,14| = —4 # —3 et [—99,9] = —100 # —99 donc on reconnait
|x] 4+ 1 lorsque x est strictement négatif.

3. Que renvoient les commandes riddle(5) et riddle(-5) ?
» Si x=5 alors, en reprenant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé a la question 1, la
condition while ne sera pas vérifiée lorsque n=4 car n+1=5 est égal a x. Donc \riddle (5) renvoie 4 |.
De méme, si x=-5, la condition while ne sera pas vérifiée lorsque n=-4 car n-1=-5 est égal a x. Donc
’riddle(—S) renvoie -4 ‘

4. Que renvoient les commandes riddle (42) et riddle(-42) ¢

» En généralisant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé & la question 1, on obtient que
’riddle(42) renvoie 41 ‘ et que ‘riddle(—42) renvoie -41 ‘

On reconnait toujours |x| + 1 lorsque x est strictement négatif. Par contre, on
reconnait | x| — 1 lorsque x est un entier strictement positif (et |x] lorsque x est
un réel strictement positif qui n’est pas entier).

5. Corriger la fonction riddle pour écrire une fonction £loor qui prend en argument un réel et qui
renvoile sa partie entiere.

» Par exemple :
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def floor(x):
if x>=0:
n=0
while n+1<=x:
n=n+1
return n
else:
n=0
while n>x:
n=n-1
return n

Pour trouver cette fonction, il faut bien comprendre les erreurs observées aux
questions précédentes (|x| + 1 au lieu de |x] lorsque x est strictement négatif et
|x] —1 au lieu de |x] lorsque x est un réel strictement positif qui n’est pas entier)
puis de trouver ce qu’il faut changer dans la fonction riddle (la condition n>x
au lieu de n-1>x lorsque x est strictement négatif et la condition n+1<=x au lieu
de n+1<x lorsque x est positif). N’hésitez pas a faire des essais de modification
de la fonction riddle puis a vérifier vos essais avec des exemples comme aux
questions précédentes. On peut également retrouver les modifications a effectuer
a laide de la définition de la partie entiére n = |x] :

|x] <x < |x]+1.

Ainsi, lorsque x est positif, on continue la boucle while tant que x <n+ 1 n'est
pas vérifiée, c’est-a-dire tant que n+1<=x. De méme, lorsque x est strictement
négatif, on continue la boucle while tant que n < x n’est pas vérifiée, c¢’est-a-dire
tant que n>x.

Exercice 4

Dans cet exercice, on fize une suite (uy)g=o de nombres réels et on suppose avoir déja écrit une fonction
suite qui prend en argument un entier n > 0 et qui renvoie la valeur de u,. On pourra donc utiliser la
fonction suite pour écrire les fonctions demandées.

1. Ecrire une fonction somme qui prend en arqument un entier n > 0 et qui renvoie la somme des n
premiers termes de la suite (ug)k>o-

» Par exemple :

def somme(n):
S=0
for k in range(n):
S=S+suite(k)
return S

2. Ecrire une fonction produit qui prend en argument un entier n > 0 et qui renvoie le produit des n
premiers termes de la suite (ug)g>o-

» Par exemple :

def produit(n):
P=1
for k in range(n):
P=Px*suite (k)
return P
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3. Ecrire une fonction seuil qui prend en argument un réel A et qui renvoie le plus petit entier n > 0

tel que u,, > A.
» Par exemple :

4. Soitmn > 0. On dit que la suite (ug)k=o est croissante jusqu’au rang n lorsque :

V(i,j)E{O,l,Q,...,n}Q, Zg.] = uzgug

def seuil(A):

n=0
while suite(n)<=A
n=n+1

return n

Ecrire une fonction croissante qui prend en argument l’entier n > 0 et qui renvoie True st la suite
(ug)k=0 est croissante jusqu’au rang n et qui renvoie False sinon.

» Par exemple :

def croissante(n):

reponse=True
for i in range(n+1):
for j in range(n+1):
if i<=j:
if suite(i)>suite(j):
reponse=false
return reponse

Par exemples :

Il existe bien sir beaucoup d’autres fagons plus simples d’écrire cette fonction.

def croissante(n):
for i in range(n+1):

for j in range(n+1):

if i<=j and suite(i)>suite(j):

return False

return True

def croissante(n):

for i in range(n):
for j in range(i+1,n+1):
if suite(i)>suite(j):
return False
return True

def croissante(n):
for i in range(n):
if suite(i)>suite(i+1):
return False

return True

def croissante(n):

k=0

while k<n and suite(k)<=suite(k+1):
k=k+1

if k==n:
return True

else:

return False
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Probléme
Dans tout ce probleme, on fize une constante o € [0, 1] et on consideére une fonction réelle f définie sur
0, 1] qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) f est strictement monotone sur [0, 1],
(i) Vt € [0,1], f(t) € [0,1] et (a+ 1)t — af(t) € [0,1],
(iii) vt € [0,1], f((a+ 1)t —af(t)) =1t.
1. Si o =0, reconnaitre Uapplication f :[0,1] — [0,1] a laide de la propriété (iii).
» Si o = 0 alors la propriété (iii) devient :

vVt e [0,1], f(t)=t.

On reconnait I'application identité de [0,1] : | f = Id|o,1 |

Dans la suite de l’énoncé, on suppose que o €0, 1].
2. (a) Montrer que f(0) =0 a l’aide de la propriété (ii).
» En prenant ¢ = 0 dans la propriété (ii), on obtient :

f(0)e[0,1] et —af(0)€]0,1]

donc 0< f(0)<1 et 0= f(0)>
-

En particulier, f(0) est positif et négatif donc | f(0) =0|.

(b) De méme, montrer que f(1)=1.
» En prenant ¢ = 1 dans la propriété (ii), on obtient :

f(1) €0,1] et (a+1)—af(l)e]0,1]

donc 0< f(1)<1 et O0<(a+1)—af(l)<1
—(a+1)<—af(l)<1—-(a+1)=—a
“OFD S =221 cara o,

—a —a

En particulier, f(1) < 1et f(1) > 1 donc|f(1)=1|

(c) Que peut-on préciser a propos de la propriété (i) ?
» Puisque f(0) = 0 et f(1) = 1 d’apreés les résultats des questions précédentes, la fonction f
ne peut pas étre strictement décroissante sur [0, 1]. D’aprés la propriété (i), on en déduit que

f est strictement croissante sur [0, 1] |.

3. Soity € [0,1]. On considére l’équation f(x) =1y d’inconnue x € [0, 1].
(a) Montrer que cette équation admet au plus une solution a l’aide de la propriété ().

» On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe au moins deux solutions distinctes de
'équation f(x) = y. Notons ces solutions (z1, z) € [0,1]* donc f(z1) =y, f(z2) =y et x1 # zs.
On raisonne par disjonction de cas.

1" cas : w1 < x9. Puisque f est strictement croissante sur [0, 1] d’aprés le résultat de la question
précédente, on a f(z1) < f(z2) ce qui est absurde car f(x) = f(z2) = y.

2° cas : o1 > xo. De méme, on a f(x1) > f(22) ce qui est absurde.

Conclusion. Dans tous les cas on aboutit & une absurdité. Par conséquent, on a montré que

I’équation admet solution.

Ou plus simplement : puisque [ est strictement monotone sur [0,1] d’apres
la propriété (i), Uapplication f : [0,1] — [0,1] est injective donc ’équation
f(z) =y admet au plus une solution par définition de l'injectivité.
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(b) Montrer que cette équation admet au moins une solution a l’aide de la propriété (iit).
» On cherche une solution z € [0, 1] de I’équation f(x) = y. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. En prenant ¢ = y dans la propriété (iii) (car y € [0, 1]), on obtient :

f((a+ Dy — af(y1> =y.

=T

Synthése. On pose |z = (o + 1)y — af(y) | Vérifions que = € [0,1] et que f(z) =y.

N’oubliez pas de vérifier que la solution trouvée appartient bien a [0, 1].

En prenant ¢ = y dans la propriété (ii) (car y € [0, 1]), on obtient :
fly) €[0,1] et (a+1y—afly) [01].

N J

=x

En particulier, x € [0,1]. De plus, on a déja vu dans 'analyse que f(x) = y. Par conséquent,
on a montré que I'équation admet |au moins une| solution, qui est z = (o + 1)y — af (y).

(c) Que peut-on en déduire pour lapplication f :[0,1] — [0,1] ¢
» D’aprés les résultats des questions précédentes, 1'équation f(z) = y d’inconnue = € [0, 1]

admet \exactement une seule\ solution. Puisque ceci est vrai pour tout y € [0,1], on en déduit

que |l'application f :[0,1] — [0, 1] est bijective |.

En fait, on a montré linjectivité dans la question 3(a) et la surjectivité dans
la question 3(b).

Dans la suite de ’énoncé, on fize un réel t € [0,1] et considére la suite (uy)n=0 définie par :
u =t et Yn=0, u1 = f(un).

4. (a) Montrer que : ¥n >0, u, € [0,1].
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. On a uy =t € [0, 1] d’aprés I’énoncé.
Hérédité. On fixe un entier n > 0 et on suppose que u, € [0,1]. En prenant ¢ = u, dans la
propriété (ii) (car u, € [0,1] d’aprés 'hypothése de récurrence), on obtient :

flun,) €10,1] et (a+1)u, —af(u,) € [0,1].
et

En particulier, u,+1 € [0,1] car u,y1 = f(u,) d’aprés la relation de récurrence. Ainsi, on a
montré que :
Vn >0, wu,€][0,1] = u,1 €][0,1].

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vn >0, u,e€]l0,1]]|

(b) Montrer que : ¥n =0, f((a+ 1)ups1 — o) = f(uy).
» Soit n > 0. En prenant ¢ = w,; dans la propriété (iii) (car u,,; € [0, 1] d’aprés le résultat
de la question précédente), on obtient :

P+ Dt = a f(unr) ) = sy
(un)
=Un+2 =f(un

D’aprés la relation de récurrence de la suite (uy,),>0, on en déduit bien que :

Vn 20, f((a+ 1Dups — atnya) = fug)|.
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(¢c) En déduire que (up)n=o est récurrente linéaire d’ordre 2 a l'aide du résultat de la question 3.
» Soit n > 0. On pose y = f(u,) donc y € [0,1] (car f(u,) = upy1 d’aprés la relation de
récurrence et u,+1 € [0,1] d’aprés le résultat de la question 4(a)). D’aprés le résultat de la
question 3, on sait que I’équation f(z) = y d’inconnue z € [0, 1] admet exactement une seule
solution. Or :

— I = u, est une solution évidente puisque f(u,) =y,

— = = (a+ 1)upy1 — QUy o est aussi une solution puisque :

f(a+ 1)ups1 — atiny2) = f(u,) d’apreés le résultat de la question précédente.

=Y
Par unicité de la solution, on en déduit que :
Up = (@ + Dupy1 — QUpo.

Autrement dit, on a montré que :

a+1 1
Up+1 — —Up |
(6%

Vn =20, upio=

On reconnait bien une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

5. Dans cette question, on suppose que o = 1. On peut alors écrire la relation obtenue a la question
précédente sous la forme :
Vn >0, Upio = 2Upi1 — Up.

(a) Déterminer l'expression de u, en fonction den > 0, t et f(t). Quelle suite usuelle reconnait-on ¢

» L’équation caractéristique associée a cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 est :
F=2q-1 = ¢*—2q+1=0 < (¢—1)*=0.

Elle admet une unique solution ¢y = 1.

Lorsque les solutions sont évidentes, ne perdez pas de temps a calculer le
discriminant et [’expression des solutions a l'aide du discriminant.

Par conséquent, il existe deux constantes (A, u) € R? telles que :
Vn >0, wu,=A\+pun)g =A+pun car g = 1.

Pour déterminer les constantes A et u, on utilise les premiers termes de la suite :
— pourn=0,onat=uy=A+pux0=A\donc A=t
— pourn=1,ona f(t)=uy = A+ pux1=t+pdonc u= f(t)—t.

Finalement, on a :

Vn >0, u,=t+n(f(t)—1)|

On reconnait | une suite arithmétique de raison f(t) —¢|.

(b) Déterminer la limite de u, quand n tend vers 400 (on pourra distinguer plusieurs cas).

» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

+oosi f(t) —t >0
lim w, = lim t+n(f(t)—1t)= tsif(t)—t=0|
e e —oco si f(t)—t <0
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(¢c) En déduire que f(t) =t puis reconnaitre l’application f : [0,1] — [0, 1].
» D’aprés le résultat de la question 4(a), on sait que la suite (uy,),>o est minorée par 0 et
majorée par 1. Par conséquent, la limite de u,, quand n tend vers +o0o ne peut pas étre égale a
+00 ou —oo. On en déduit que les cas f(t) —t > 0 et f(t) —t < 0 sont absurdes dans le résultat

de la question précédente. Il reste seulement le cas f(t) —¢ = 0 donc | f(t) = t|. Puisque ceci est
vrai pour tout ¢ € [0, 1], on a montré que :

vte 0,1, f(t)=t.

On reconnait I'application identité de [0,1] : | f = Id|p 1|

6. Dans cette question, on suppose que a €|0,1[. On peut alors écrire la relation obtenue a la question

4 sous la forme :
a+1 1
Up+1 — —Up.
o

Vn 2 O, Up42 =

(a) Déterminer l'expression de u, en fonction den >0, a, t et f(t).
» L’équation caractéristique associée a cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 est :

1 1
g+—=0 (q—l)(q——):o.
a a

1

o

Elle admet deux solutions réelles distinctes ¢ = 1 et ¢ =

Lorsqu’une solution est évidente (ici ¢ = 1), utilisez que le produit des
solutions vaut le coefficient constant (ici q1qo = i) ou que la somme des

. 5 . . . A _ a+l )
solutwm vaut Zoppose du cqeﬁﬁczent de degré 1 (ici 1 + @@ = “=) pour
déterminer la deuziéme solution.

Par conséquent, il existe deux constantes (A1, Ay) € R? telles que :

A
Vn > 0, Un=A1Q?+)\2qg:/\1+a—i‘

Pour déterminer les constantes A\ et Ay, on utilise les premiers termes de la suite :

—pourn:O,onat:u0:A1+%:)\1+)\2donc)\1:t—)\2,

—pournzl,onaf(t):ulz)\l—i-%: —)\2+%:t+)\2(§—1)donc/\zsz)__lt.
Finalement, on a : ’
ft)—t
t)—t IZ
Vn >0, un:t—ff) 4!
5—1 am

(b) Déterminer la limite de u,, quand n tend vers 400 (on pourra distinguer plusieurs cas).
» Puisque a €]0,1[, on a :

. 1 . " 1
lm — = lim [ — =400 car — > 1.
n—+oco ™ n—+oo \ (v e}
1

De plus, ©- —1 > 0. D’apreés le résultat de la question précédente, on en déduit que :

ft)—t i —
lim u, = lim t—- = N + = tsif(t)—t=0|
e e a @ —ocosi f(t)—t <0
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(¢c) En déduire que f(t) =t puis reconnaitre l’application f : [0,1] — [0, 1].
» En raisonnant comme dans la question 5(c), on en déduit que les cas f(t)—t > 0et f(t)—t <0
dans le résultat de la question précédente sont absurdes car la suite (u,),>0 est bornée d’aprés

le résultat de la question 4(a). Il reste seulement le cas | f(¢t) = t| Puisque ceci est vrai pour

tout ¢ € [0,1], on reconnait I'application identité de [0,1] : | f = Id|j 1|

Exercice 5
Le but de cet exercice est de démontrer que :

Vx € R, arcsin (L) = arctan(x).
1+ 22

1. Soit x € R. Justifier que —== €] — 1, 1.

» On a1+ 22 > 22 donc :
V1+ a2 > Va2 = |z| car la fonction racine carrée est strictement croissante.
Par définition de la valeur absolue, on en déduit que :
1+22 < —|z| <o < Jof < VIFa2
Puis on obtient en divisant par Vi+a2>0:

—/14 22 T V1422
< < =

V1+ 22 V1+ 22 \/1—1—1’2_

xT

Par conséquent, = €l —1,1]|

On peut aussi étudier les variations de la fonction x +— ﬁ mazis ¢’est beaucoup
plus long.

2. Quel est l’ensemble des valeurs de arcsin (\/ﬁT) lorsque x décrit R ?

» Par définition de la fonction arcsinus, pour tout y € [—1, 1], arcsin(y) est égal a l’unique solution
de I'équation sin(#) = y d’inconnue ¢ qui appartient a [—7, 5]. Si on prend y = \/72, alors on a vu

I+
a la question précédente que y €] — 1, 1[. De plus, 7 est I'unique solution de sin(f) = 1 qui appartient
a [—%, 5] (autrement dit arcsin(1) = 7) et —7F est I'unique solution de sin(f) = —1 qui appartient a
[—%, %] (autrement dit arcsin(—1) = —7). On en déduit que arcsin(y) peut prendre n’importe quelle
valeur de [—7, 5] sauf 7 (car y # 1) et —F (car y # —1). Par conséquent, 'ensemble des valeurs de
arcsin | = | est || — 7, 5[}

Aidez-vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour visualiser l’ensemble des
valeurs possibles de arcsin(y) lorsque y €] — 1, 1].

3. Soit0e]—3,%
» On sait que tan(f) = sin(6)/ cos(#) d’apres le théoréme de Thalés. De plus, on a d’aprés le théoréme
de Pythagore :

Z[. Exprimer tan(f) en fonction de sin(6).

cos?(f) +sin*(f) =1 donc /1 —sin*(f) = \/cos?(#) = |cos(f)

N’oubliez pas les valeurs absolues!!
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Or 0 €] — 7, 5[ donc cos(f) = 0. On en déduit que :

cos(6) = |cos(0)] = 1/ 1 — sin?(6).

Finalement :

_sin(f) sin(0)
tan(6) = cos() | /1 —sin2(6) |

4. Conclure.
» Par définition de la fonction arctangente, arctan(z) est égal & I'unique solution de 1’équation

tan(f) = = d’inconnue ¢ qui appartient a ]—7, Z[. On a déja montré a la question 2 que arcsin (ﬁ) €

] = 5,5 Vérifions que 6 = arcsin (ﬁ) est solution de ’équation tan(f) = z. On a :

sin(6
tan(f) = —() d’aprés le résultat de la question précédente
1 — sin®()
B sin(arcsin <\/1ﬁ7>) ) ‘ i
= car f = arcsin ( \/1+7>
\/1 — sin? (arcsin (%))
14z
T car Yy € [—1,1], sin(arcsin(y)) =y
2 par deﬁnltlon de la fonction arcsinus
ixQ
1+;B 1+$ _ Vita? _ x % m = .
\/1_ \/1+m2fo \/ 1 \/1+:L‘2
142 1+22 142
Ainsi, 0 = arcsin ﬁ) est une solution de 'équation tan(f) = = qui appartient & | — 7, 7[. Par

définition de la fonction arctangente, on en déduit que :

T
arcsin | ——— | = arctan(zx) |.
(=) (@)

FExercice classique qui nécessite de bien connaitre les définitions des fonctions

arcsinus et arctangente.

Exercice 6
Le but de cet ezercice est d’étudier la suite (ap)n>1 définie par :

an

ap=1 et Yn=>1, a1 = )
3—a,
1. On pose f:x— 3%
(a) Etudier les variations de la fonction f.
» La fonction f est définie et dérivable sur R \ {3} comme quotient de fonctions usuelles dont
le dénominateur ne s’annule pas. On a :

e R\(3), o) 1x (3 —(Bx)_—x)a; x (1) _ € —355-)2 > 0.

D’oti le tableau des variations de la fonction f :
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x —00 3 400

f(z) L — +00 oo —— -1
car :
lim f(z)= lim — I ! | et de méme Tim f(z) = — 1
im f(r)= lim = lim = = —1et de méme lim f(z)=—-=—
T—r—00 T——00 3 — X T——00 % —1 O -1 r—r+00 0 —1
lim f(z) = lim —— = > =400 et deméme lim f(z) = —
im = lim = — = mém im = — = —o0.
z—3~ . z—3-3—x 0OF o0 G e Heme z—3+ ‘ 0~ o

(b) Etudier le signe de la fonction x — f(x) — x.
» On a pour tout x € R\ {3} :

x :x—x(?)—x)_:v(a:—Q)

f(x)—ng_x—x 3—=x T3

D’ou le tableau des signes de x — f(z) — x.

x —00 0 2 3 +00
x - 0 + + +

r—2 - — 0 + +

3—=x + + + 0 -

flz) —x + 0 - 0 + -

(c) Sur un graphique, esquisser la courbe représentative de la fonction f, la droite d’équation y = x
et les premiers termes de la suite (a,)n,>1. Quelles conjectures peut-on formuler ¢
» D’apres le résultat de la question précédente, la courbe représentative de la fonction f est
au-dessus de la droite d’équation y = z sur | — 0o, 0[U]2, 3| et en-dessous sur |0, 2[U]3, +oco[. De
plus, on connait les variations de la courbe représentative de la fonction f d’apres le résultat
de la question 1(a). On en déduit le graphique suivant :

On conjecture que la suite (ay,),>1 est ‘strictement décroissante ‘, ‘strictement minorée par 0 | et

majorée par 1|
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(d) Démontrer les conjectures précédentes et en déduire que la suite (a,)n,>1 ne s’annule jamais.
» Pour chaque entier n > 1, on note P(n) la proposition «0 < a,4+1 < a, < 1». On raisonne
par récurrence pour montrer que P(n) est vraie pour tout entier n > 1.
Initialisation. On a a; = 1 d’aprés 1’énoncé et ay = f(a;) = Si—l = % Ainsi 1 < ap < a7 < 1,
donc P(1) est vraie.
Hérédité. On suppose que P(n) est vraie pour un entier n > 1 fixé, donc que 0 < a, 41 < a, < 1.
Puisque la fonction f est strictement croissante sur ]0,1] C] — oo, 3[ d’aprés le résultat de la
question 1(a), on en déduit que :

F(0) < f(ant1) < flan) < f(1) donc 0 < apis < apyr <3 <1
—_—
=0n+2 =0n+1

On reconnait P(n + 1). Ainsi, on a montré que P(n) = P(n + 1) pour tout entier n > 1.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on peut conclure que P(n) est vraie pour tout
entier n > 1, c’est-a-dire que :

Vn>1, 0<ap <a, <1

Par conséquent, la suite (a,),>1 est ‘Strictement décroissante ‘, strictement minorée par 0| et

‘majorée par 1| En particulier, |la suite (a,),>; ne s’annule jamais | puisque ses termes sont

strictement positifs.
2. Pour tout entier n > 1, on pose b, = 1/a,.

(a) Soit n > 1. Exprimer b,.1 en fonction de b,. Quelle suite usuelle reconnait-on ?

» On a: 1
1 1 1 3—a, 33—
S e T T e = =[3h 1]

Ap41 3—an an E

On reconnait | une suite arithmético-géométrique|.

(b) Déterminer l'expression de b, en fonction de n > 1.
» On résout I'équation caractéristique associée a cette suite arithmético-géométrique :

1
a=3a—1 << a= 5
On pose la suite auxiliaire (u,, = b, — %)@1. Alors :

1 1 3 1
Vn > 1, un+1:bn+1——:3bn—1——:3bn——:3(bn——>:3un.

2 2 2 2
On reconnait une suite géométrique de raison 3 et de premier terme u; = by — % = i — % = %
car a; = 1. Par conséquent :
3t 1 3t o1 341
Vn>1, wu,=u3"'="- donc b,=1u,+ == +—=|—

(¢) En déduire l’expression de a, en fonction demn > 1.

» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

- b, o341 | gn-1 +1/
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(d) Déterminer la limite de a,, quand n tend vers +oc.
» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

: : 2 : o1
Jm o = lim o =l0] car lim 37 = oo

Exercice 7

Simplifier les expressions suivantes en fonction de n € N.
n

1
1. Z en reconnaissant une somme télescopique.
— (k+1)(k+3)
» On a pour tout £ € N :
1 _ 1 _(k—l—S)—(k;—I—l)_ 2 donc 1 B 1/2 B 1/2
E+1 k+3  (k+1)(k+3)  (k+1)(k+3) k+1)(k+3) k+1 k+3

Par conséquent :

n

1 [ 1)2 1/2
E:quxk+3)_§:<EII_EI§)

k=0 k=0

1 aprés simplifications
S —— . , .
1 2 n+2 n+3 en reconnaissant une somme télescopique
n+2)(n+3)+n+2)(n+3)—2(n+3)—2(n+2)

4(n+2)(n+3)

3+ 1ln+8
4(n+2)(n+3) |

Pour visualiser plus facilement les simplifications de la somme télescopique, on
peut détailler les termes de la somme sans utiliser le symbole > :

S (R N N S N S VY (B
= \k+1 k+3 ~\1 3 2 4 n+1 n+3

= 1+1+1+ -+l 1-+ +1+ L + !
~\1 2 3 n 3 n n+l n+2

——-b——r-/
_1+1 1 1
1 2 n+2 n+3

On peut aussi utiliser un décalage d’indice et l’associativité de la somme :

n

1 1 "1 "1
Z(M—M)—,;M—;;M

k=0
n 1 n+2 1
= m—zm enposant L +1=k+3 < (=k+2
k=0 =2
Lol ! 11 1
E 1+2+§;k+1 - ;;€+1+n+2+n+3
—_—— —
1 1 1
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n n—2k
2. H (\/E +vVn — k‘) en wnversant [’ordre du produit.
k=0

» On a en inversant 'ordre du produit :

n=2(n—f)  epn posant £ =n — k
(\/n—€+\/”—(”_£>> p<:> k=n—1/

I
=

[T (Ve+va—g)™

k=0

Iy
o

(m + \/Z) o

Il
=

T
o

— —(n=2k)  en changeant l'indice du produit
< n—k+ \/E> qui est une variable muette

I
=

k=0
" 1 e . .
= H —= par définition des puissances négatives
k=0 (\/E + m>
1

par multiplicativité.

T (Vi)

n—2k
Par conséquent, si on note P = [[}_, <\/E +vn — k:) le produit & simplifier, on vient de montrer

que P = 1/P, donc que P? = 1. On en déduit que P =1 ou P = —1. Or tous les facteurs du produit
P sont positifs (car les racines carrées sont positives), donc P > 0. Finalement, on en déduit que :

ﬁ(ﬂ+m)”‘2’“: 11

k=0

3. g (?)42" a l'aide de la formule du binéme de Newton.
1
0<isy<n

» On a:

E <‘7,)42i = (])4? en reconnaissant une somme double sur un triangle d’indices
? — £

]

n J .
= (‘7.)42i1j_i> car /7" =1
—0 \i—o \!

= 2(42 +1)?  d’aprés la formule du binéme de Newton

= 43’ on reconnait la somme des termes d’une suite géométrique

j=0
C 43— |43t -
43 -1 42 '
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Probléme 1

Dans ce probléme, on considére des suites de nombres réels indexées par les entiers naturels. Une telle
suite sera notée u = (ug, Uy, Us, Uz, Uy, . .. ) = (Up)n=0- On rappelle que la somme de deux suites a et b est
la suite notée a + b définie par (a + b), = a, + b, pour tout n > 0. De méme, on définit une nouvelle
opération entre deux suites a et b, appelée le produit de convolution et notée a x b, par :
n
V>0, (axb)n= arbns.
k=0

Ainsi, sia = (0,2,4,6,8,...) et b= (1,3,5,7,9,...) alors :

(a*b)4: a0b4 -+ a1b3 -+ a2b2 + a3b1 + a4b0
=0x94+2xT7T+4x5+6x3+8x1=560.

La partie I propose de calculer des exemples de produits de convolution. La partie II propose de résoudre
une équation de suites faisant intervenir le produit de convolution.

On utilisera le langage Python pour écrire les fonctions demandées dans les questions d’informatique.
Dans tout le sujet, 'expression «0 & n» signifiera tous les entiers «0, 1, 2, 3, ..., n—1 et n» (0 et n inclus).

I) Quelques exemples

Dans cette partie, on considére les suites suivantes :

— la suite des entiers naturels notée i = (0, 1,2,3,4,...);

— pour tout a € R, la suite g(a) = (1,a,a?,a3,a4,...);

— pour tout a € R, la suite e(«) definie par e(a), = a™/n! pour tout n > 0.

On utilisera la convention que 0° = 1, ainsi ¢(0) = (1,0,0,0,0,...) = g(0).
1. [Informatique]
(a) Ecrire une fonction suiteI qui prend en argument un entier naturel n puis qui renvoie la liste
des termes d’indice 0 & n de la suite i. Ainsi, suiteI(4) renvoie la liste [0,1,2,3,4].

(b) On considére la fonction mystere écrite ci-contre. def mystere(alpha,n):
i. Détailler ce qu’affiche mystere(2,4), c’est-a-dire le résultat L=[1]
de chaque exécution de l'instruction print et le résultat de for i in range(n):
I'instruction return. print(L[i])
ii. De maniére générale, & quoi sert la fonction mystere (sans L=L+[L[i] *alpha]
prendre en compte la ligne comportant 'inscrution print) ? return L

(¢) i Ecrire une fonction fact qui permet de calculer la factorielle d’un entier naturel.

ii. En utilisant la fonction fact, écrire une fonction suiteE qui prend en arguments un réel «
et un entier naturel n puis qui renvoie la liste des termes d’indice 0 & n de la suite e(a).
(d) Dans cette question, on suppose avoir déja écrit deux fonctions suiteA et suiteB qui prennent
en argument un entier naturel n puis qui renvoient la liste des termes d’indice 0 a n de deux
suites a et b respectivement.
i. Ecrire une fonction termeAstarB qui prend en argument un entier naturel n puis qui renvoie
la valeur de (a xb),.
ii. Ecrire une fonction suiteAstarB qui prend en argument un entier naturel n puis qui renvoie
la liste des termes d’indice 0 & n de la suite a % b.
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2. Montrer que (i x7), = (n — 1)n(n + 1)/6 pour tout n > 0.
3. Soit (a, 8) € R?. Montrer que :
(n+1)a™ sia=p
20, (gla)xg(B)n =g " =BT g
a—pf
4. Dans cette question, on propose de retrouver le résultat de la question précédente (qu’on ne pourra
donc pas utiliser) a I'aide d’une méthode différente. On fixe (a, 3) € R? et on pose u = g(a) * g(3).
(a) Calculer ug et uy.
(b) Soit n > 0. Montrer que (a + 8)up+1 — Unt2 = afu,. Quel type de suite reconnait-on ?
(c) Conclure en distinguant les cas a = et o # .
5. Soit o € R. Dans cette question, on propose de calculer i x g(«).
(a) Soit n > 0. Simplifier (i x g(«)), dans le cas ot a = 1.
(b) Dans cette question, on suppose que « # 1 et on pose u = ((i * g(a))n+1 — (i *x g(@))n)n>0-
i. Soit n > 0. Montrer que u,, est égal a la somme des n + 1 premiers termes de la suite g(«)
et en déduire une expression de u,, qui n’utilise pas le symbole 3.
ii. Soit n > 1. En calculant la somme Zz;é ug de deux fagons différentes, déterminer une
expression de (i * g(a)), qui n’utilise pas le symbole X.
(c) Vérifier que I'expression obtenue & la question précédente reste vraie si n = 0 puis conclure.
6. Soit (o, 8) € R2. A l'aide d’une formule du cours & préciser, montrer que e(a) * e(8) = e(a + ),
c’est-a-dire que (e(a) x e(8)), = e(a + 3), pour tout n > 0.

IT) Résolution d’une équation de suites

Dans cette partie, on propose de résoudre des équations de la forme axu = b ot a et b sont deux suites
fixées avec ag # 0 et u est une suite inconnue.
7. Dans cette question, on suppose que a = («, 3,0,0,0,...) et b= (v,7,7,7,7,...) ol «, B et y sont
trois constantes réelles fixées avec o # 0. On considére une suite u solution de I’équation a x u = b.
(a) Déterminer ug.
(b) Soit n > 0. A I'aide de I'égalité (a * u)pp1 = bpy1, exprimer u,,; en fonction de u,. Quel type
de suite reconnait-on ?
(c) En déduire I'expression de u,, en fonction de n > 0 et en distinguant deux cas.
8. Dans cette question, on revient au cas général ot a et b sont deux suites fixées avec ag # 0. Montrer
que axu = b si et seulement si u est la suite définie par
bo by = i

ug = — et la relation de récurrence : Vn>1, wu, = —
Qo Qo

Uk .

=0 10

9. [Informatique] On suppose avoir déja écrit deux fonctions suiteA et suiteB qui prennent en

argument un entier naturel n puis qui renvoient la liste des termes d’indice 0 & n des suites a et b

respectivement. Le but de cette question est d’écrire une fonction solution qui prend en argument

un entier naturel n puis qui renvoie la liste des termes d’indice 0 & n de 'unique suite u solution de

I’équation a x u = b. Pour cela, on considére la fonction suivante :

def nlporteKoi(n):
A=suiteA(n)

B=suiteB(n) (a) Que renvoie niporteKoi(1) en fonction de ag, ai, by

L=[1] et by 7

for i in range(1,n+1): (b) Que doit renvoyer solution(1) en fonction de ag, a,
S5=0 by et by ?

for k in range(i):
S=S+A[k] *L [k]
L=L+[B[i]-S]
return L

(c) Corriger la fonction nlporteKoi pour obtenir une fonc-
tion solution.
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Probléme 2 (Etude des applications de [|n|] dans lui-méme)
I) Introduction et définitions

Dans tout le sujet, la notation [|n|] désigne I’ensemble des entiers {1,2,...,n}. Par convention, [|0|] = 0.
L’objectif du probléeme est de décrire des parties de F,, = {f : [|n|]] — [|n|]} vérifiant des propriétés
particuliéres. Pour cela, on introduit un nouvel objet combinatoire : les graphes. Définition 1. Soit
n € N. Un graphe G a n sommets est un couple (n, A) ot A est une partie de [|n|] x [|n|]. Un élément
k € [|n|] est appelé sommet de G et un couple (i, 7) € A est appelée aréte de G.

Pour tout entier n > 1, on note ¥,, I'’ensemble des graphes a n sommets.

Il est commode de représenter un graphe GG par un dessin construit comme suit : on place tous les
sommets de G et si (i, 7) est une aréte de G' on dessine une fléche allant de i vers j.

Par exemple, G = (6,{(1,2),(1,4),(3,1),(3,3),(4,3),(5,4),(5,5)}) est un élément de ¥ que 'on re-
présente ainsi :

(2) ©
C—6 6
@

Définition 2. Soient n > 1 et f : [|n|] — [|n|] une application. On définit le graphe de f, noté Gy
par :
Gy = (n,{(i, f(9)), @ décrit [[n]]}).
Par exemple, si 'application f : [|7|] — [|7|] est définie par : f(1) = 5, f(2) = 3, f(3) = 3, f(4) =

6,f(5)=2,f(6)=4,f(7)=6
le graphe Gy est représenté par

IT) Dénombrement de familles de graphes

Dessiner tous les graphes de ¥; ayant exactement 1 aréte.
Quel est le nombre maximal d’arétes pour un graphe G de 437
Combien y-a-t-il de graphes de ¥ ayant exactement 7 arétes?

Déterminer le cardinal de ¥;.

SANE S

Soient n > 1 et G € ¥4,. Combien G a-t-il de sommets? Quel est le nombre maximal d’arétes pour

G?

6. Soit n > 1. Déterminer le cardinal de ¥,,. Justifier votre réponse.

7. Soient n > 1,k € N. Combien y-a-t-il de graphes de ¥, ayant exactement k arétes? Justifier votre
réponse.

8. Soit n > 1. On dit qu'un graphe G de ¥, est une chaine s’il existe des entiers ay, as,...,a,_1,a, de
[|]] distincts deux & deux et tels que G est représenté par o . Autrement dit,
les arétes de G sont exactement les couples de la forme (a;, a;y1) pour i décrivant {1,2,...,n — 1}.

Combien y-a-t-il de chaines de ¥,, 7 Justifier votre réponse.
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ITI) Applications et graphes

9. Pour chacun des graphes G; suivants

-

Expliquer s’il existe une application f; € Fy vérifiant G5, = G;. Dans le cas ou f; est bien définie,
expliciter celle-ci.

10. Soit n > 1. On pose A,, = {Gy, f décrit F,}.
(a) Montrer que pour tout (f,h) € F2, si Gy = G, alors f = h.
(b) En déduire le cardinal de A,.

11. Déduire des questions précédentes que pour tout n > 1,n" < 2(n?),

IV) Etude d’une partie de F),
Dans la suite, pour tout n > 1 on note I, : [|n|] — [|n|] I'application identité sur [|n|] et pour tout
éléement f € F, et p € N, la notation fP désigne l'application fo fo...o f. Par convention, f° = I,,.
—_—
p fois
Etant donnés f € F, et o € [|n|], une maniére pratique de trouver la valeur de fP(z) a l'aide de G est de

se placer sur x dans Gy et d’avancer p fois suivant le chemin indiqué par les arétes. La valeur atteinte est
alors fP(x). On définit également B, par

et on note b,, son cardinal

Par exemple si f:[|6]] — [|6]] est définie par f(1) =4, f(2) =2, f(3) =6, f(4) =5, f(5) =1, f(6) = 3,

. ' Cg , en partant de 1 et en avancant quatre fois, on arrive sur 4. On

a donc f*(1) = 4. Pour tout i € [|6|], on remarque que f8(i) = i. Autrement dit f® = I5. Par conséquent,
f est un element de Bg.
Désormais, on fixe n > 1.

12. Soit f € F,. Dans cette question, on démontre une condition suffisante pour que f ne soit pas un
élément de B,. On pourra utiliser cette propriété dans la suite du probléme sans la redémontrer.

(a) Montrer que pour tout i > 1, fi([|n|]) C f([|n]]).
(b) En déduire que si f([|n|]) est strictement inclus dans [|n|] alors f n’est pas un élément de B,,.

13. Parmi les f; existantes dans la question 9, la ou lesquelles sont des éléments de B ? Justifier vos
réponses.

14. Pour toute application f élément de Bs, dessiner le graphe Gy.

15. Pour chacune des applications f; suivantes,
(@) fo:[I7]] = {171, 1(1) =5, A1(2) = 4, 1(3) = 1, f1(4) = 2, f1(5) = 7, f1(6) = 6, f1(7) =
(b) fo: [I7I] = [I7[], f2(1) = 3, f2(2) =5, fo(3) = 4, fo(4) =7, f2(5) =T, f2(6) = 3, f2(7) = 4
(c) f3 171 = (171}, f3(1) = 3, f3(2) = 6, f3(3) = 1, fs(4) = 4, f3(5) = 5, f3(6) = 2, f3(7) =

justifier s’il s’agit d’un élément de B;7. Dans le cas ou f; est un élément de By, expliciter une valeur
p € N vérifiant (f;)? = Ir. Le détail des calculs n’est pas demandé.

16. Déterminer le nombre de f € By vérifiant f2 = I. Expliquer votre réponse.
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17. Soit f un élément de B,. On note p > 1 un entier vérifiant f? = I,,. Montrer que f est bijective et
exprimer la réciproque de f en fonction de f et p.

18. Soit f € F,.
(a) Montrer que la liste [f, f2,..., f"" V] contient au moins une répétition.

Dans la suite, on fixe ¢, des entiers vérifiant 1 <g<r <n"+1et f9= f".
(b) En déduire que si f est bijective alors il existe un entier p > 1 vérifiant f? = I,,.

19. Déduire des questions précédentes une formule simple pour b,,.
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1

Dans ce probléme, on considére des suites de nombres réels indexées par les entiers naturels. Une telle
suite sera notée u = (ug, Uy, Ug, Uz, Uy, . .. ) = (Up)ns0. On rappelle que la somme de deux suites a et b est
la suite notée a + b définie par (a + b),, = a, + b, pour tout n > 0. De méme, on définit une nouvelle
opération entre deux suites a et b, appelée le produit de convolution et notée axb, par :

Vn >0, (axb),= Zakbn,k.
k=0

Ainsi, st a =(0,2,4,6,8,...) etb=(1,3,5,7,9,...) alors :

(a*b)4 a0b4 + a1b3 -+ Clgbg + (lgbl -+ CL4b0

=0x9+2x7+4x5+6x3+8x1=060.

La partie I propose de calculer des exemples de produits de convolution. La partie I propose de résoudre
une équation de suites faisant intervenir le produit de convolution.

On wutilisera le langage Python pour écrire les fonctions demandées dans les questions d’informatique.
Dans tout le sujet, lexpression «0 a n» signifiera tous les entiers «0, 1, 2, 3, ..., n—1 et ny» (0 et n
inclus).

I) Quelques exemples

Dans cette partie, on considere les suites suivantes :
— la suite des entiers naturels notée i = (0,1,2,3,4,...);
— pour tout a € R, la suite g(a) = (1,a, 0%, a3,a*,...);
— pour tout o € R, la suite e(«) definie par e(), = o™ /n! pour tout n = 0.
On utilisera la convention que 0° = 1, ainsi e(0) = (1,0,0,0,0,...) = g(0).
1. [Informatique]

(a) Ecrire une fonction suitel qui prend en argument un entier naturel n puis qui renvoie la liste
des termes d’indice 0 a n de la suite i. Ainsi, suiteI(4) renvoie la liste [0,1,2,3,4].

» Par exemple :

def suiteI(n):
L=[]
for i in range(n+1):
L=L+[i]
return L

(b) On considére la fonction mystere écrite ci-contre.

def mystere(alpha,n):
L=[1]
for i in range(n):
print(L[i])
L=L+[L[i]*alpha]
return L
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i. Détailler ce qu’affiche mystere(2,4), c’est-a-dire le résultat de chaque exécution de l’ins-
truction print et le résultat de linstruction return.

» Avant la boucle for, la liste L est initialisée & L=[1]. Ensuite, la boucle for va se répéter

4 fois, la variable i prenant successivement les valeurs entieres de 0 a 3.

— Pour i=0, l'instruction print affiche L[0], c’est-a-dire le premier élément de la liste
L=[1]. Elle affiche donc . Puis I'élément L [0]*2=2 est ajouté a la fin de la liste L qui
devient L=[1,2].

— Pour i=1, I'instruction print affiche L[1], c’est-a-dire le deuxiéme élément de la liste
L=[1,2]. Elle affiche donc . Puis I’élément L[1]*2=4 est ajouté a la fin de la liste L
qui devient L=[1,2,4].

— Pour i=2, l'instruction print affiche L[2], c’est-a-dire le troisieme élément de la liste
L=[1,2,4]. Elle affiche donc . Puis I’élément L[2]*2=8 est ajouté a la fin de la liste
L qui devient L=[1,2,4,8].

— Pour i=3, l'instruction print affiche L[3], c’est-a-dire le quatriéme élément de la liste
L=[1,2,4,8]. Elle affiche donc . Puis I’élément L[2]*2=16 est ajouté a la fin de la
liste L qui devient L=[1,2,4,8,16].

Aprés la boucle for, 'instruction return renvoie la liste L, donc elle afﬁche‘ [1,2,4,8,16] ‘

ii. De maniere générale, a quoi sert la fonction mystere (sans prendre en compte la ligne
comportant l’inscrution print) ?

> ’ La fonction mystere prend en arguments un réel a et un entier naturel n puis renvoie la‘

liste des termes d’indice 0 & n de la suite g(a)|.

(c) i. Ecrire une fonction fact qui permet de calculer la factorielle d’un entier naturel.
» Par exemple :

def fact(n):
P=1
for i in range(1,n+1):
P=Px*i
return P

1. En utilisant la fonction fact, écrire une fonction suiteE qui prend en arguments un réel
« et un entier naturel n puis qui renvoie la liste des termes d’indice 0 a n de la suite e(«).
» Par exemple :

def suiteE(alpha,n):
L=[]
for i in range(n+1):
L=L+[(alpha**i)/fact(i)]
return L

(d) Dans cette question, on suppose avoir déja écrit deux fonctions suiteA et suiteB qui prennent
en argument un entier naturel n puis qui renvoient la liste des termes d’indice 0 a n de deux
suites a et b respectivement.

i. Ecrire une fonction termeAstarB qui prend en argument un entier naturel n puis qui renvoie
la valeur de (a *b),.
» Par exemple :

def termeAstarB(n):
A=suiteA(n)
B=suiteB(n)
S=0
for k in range(n+1):
S=S+A [k]*B[n-k]
return S
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1. Ecerire une fonction suiteAstarB qui prend en argument un entier naturel n puis qui renvoie
la liste des termes d’indice 0 a n de la suite a % b.

» Par exemple :

def suiteAstarB(n):
L=[]
for i in range(n+1):
L=L+[termeAstarB(i)]
return L

2. Montrer que (i x1), = (n — 1)n(n +1)/6 pour tout n = 0.
» Soit n > 0. On a:

n
(ix1)p = Z igin—r par définition du produit de convolution
k=0

= Z k(n — k) par définition de la suite 4
k=0

=n Z k — Z k% par linéarité
k=0 k=0

nn+1) nn+1)2n+1)

=n 5 — 6 en reconnaissant des sommes usuelles
1
= @ [371 —(2n+ 1)] en factorisant par "("6+ ).
_ n(n+1) n—1] = (n—1)n(n+1)
6 6 '

3. Soit (a, ) € R%. Montrer que :
(n+1)a" sia=pf
> — n+1 _ on+1
Y20, (gla)xg(A)=1 o et

» Soit n > 0. On a :
(9(a) xg(B))n = Z 9()kg(B)n_r par définition du produit de convolution
k=0
= Z o3 par définition des suites g(a) et g(3)
k=0

n k

@

=" g <E> par propriétés de la puissance et par linéarité.
k=0

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison % On considére deux cas :

Pour la somme des termes d’une suite géométrique, n’oubliez pas de distinguer
le cas ou la raison est égale a 1.

1ercas:%:1 <= a = pf. Alors :

n

(9(a) * g(B))n = an 1=p"n+1)=|(n+1)a™| cara=p.

k=0
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2€Cas:%7é1 < « # [. Alors :

( n+1
e}
.(5)
(g(a) x g(B))n = B"~—5 ]
B
_Bnﬁ:_i__ —Bn+1gz_ﬂ_1 _ ot — gt
B ab a—p a—-08 |

Conclusion. Finalement, on a bien montré que

(n+1)a™ sia=p
n+1 n+1
ot =B sia # .

a—p

Vn >0, (g(a)*xg(B))n=

4. Dans cette question, on propose de retrouver le résultat de la question précédente (qu’on ne pourra
a, B) € R? et on pose u = g(a) x g(5).

donc pas utiliser) a laide d’une méthode différente. On fize (

(a) Calculer ug et u;.

» On a:
uy = (g(a) x g(5))o par définition de la suite u
0
= Z g(a)rg(B)o—r par définition du produit de convolution
k=0
= 9(@)og(B)o
=1x1= par définition des suites g(«) et g(f)
et wu; = (g(a) *g(B)); par définition de la suite u
1
= Z g(a@)rg(B)1—r par définition du produit de convolution
k=0
= g(a)og(B)1 + g(@)19(B)o
=1lxf+1lxa= par définition des suites g(«) et g(3).
(b) Soit n = 0. Montrer que (o + 5)ups1 — U2 = afu,. Quel type de suite reconnait-on ?
» On a:
(a+ Bunt1 — Unyz
=(a+)(9(@) x 9(B))ns1 = (9() x g(B))ny2  par définition de la suite u

n+2
par définition du produit de convolution

=(a+8) Y 9(a)kg(B)nrrk — > 9(@)rg(B)nia

n+2

n+1
a+p Z aFprti=h Z a3 T27F  par définition des suites g(a) et g(f)

k=0 k=0
n+2

n+1
(a+ B)S Z aFpnk — g2 Z o* "k par propriétés de la puissance et par linéarité

k=0 k=0

Oé + ﬁ <Z akﬂn k n-i-lﬁ—l) _ 62 (Z akﬂn—k + Ckn—Hﬂ_l + Oén+2ﬁ_2)
k=0

par associativité
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— [(05+/6)6_62] iak@m—k_'_ (oz—i—ﬁ)oz"“ —6Oén+1 _an+2
k=0

n
=af Z "% 40 aprés simplifications
k=0

=af Zg(a)kg(ﬁ)n,k par définition des suites g(«) et g(3)
k=0

= af(g(a)xg(h)), par définition du produit de convolution

= par définition de la suite wu.

On a donc montré que :

Unso = (@ + B)upir — afuy, |

Puisque ceci est vrai pour tout n > 0, on reconnait \une suite récurrente linéaire d’ordre 2 ‘

(c) Conclure en distinguant les cas o = 3 et o # .

» On résout I’équation caractéristique d’inconnue ¢ € C associée a la suite u d’apres la relation
de récurrence linéaire d’ordre 2 obtenue a la question précédente :

¢ = (a+p)g—af < ¢ —(a+p)g+af =0.
On reconnait une équation du second degré de discriminant :

A=(—(a+B)?—4x1xaf=(a+p)?—4ap
=a?+2aB+ B —4af=0a*—2aB+ 3= (a—pB)*>0.

On peut également éviter de perdre du temps a calculer ce discriminant en
remarquant que o et 3 sont les solutions évidentes de l’équation caractéris-
tique (car la somme des solutions vaut o + 3 et le produit vaut af3). Mais
attention : il faut distinguer le cas o = [ ot l’équation admet une seule solu-
tion double (donc A =0) et le cas o # [ ot équation admet deux solutions
réelles distinctes (donc A > 0).

1°r cas : o = 3 donc A = (a— )% = 0. Alors I’équation caractéristique admet une seule solution

double qui est :
—(=(a+p)) a+p

qo = 2 x 1 = =a cara=/p.

Dans ce cas, on sait qu’il existe deux constantes (a, ) € R? telles que :

Vn >0, wu,=(a+pn)g = (a+ pn)a".
Pour n =0 et n = 1, on obtient d’apreés les résultats de la question 4(a) :
l=uy=A+pux00’=X et Bra=u=N+pux1a'=A+pa.

On en déduit que A =1et (1+ p)a=a+ =2« (car « = ) donc pu = 1.

En toute rigueur, on obtient p = 1 seulement si o # 0 (car si « = 0
la relation (1 + p)a = 2a ne permet pas d’en déduire p). Il faudrait donc
distinguer le cas « = 0. Mais dans ce casa = =0 et u = g(0)xg(0) = ¢(0),
ce qui constitue donc un cas particulier inintéressant (et on retrouve bien le
résultat a démontrer : u, = g(0), = 0" = (n+ 1)0").
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On a donc montré dans le 1°* cas que :

Vn >0, |u,=(l+n)a"|

2¢ cas :  # 3 donc A = (a — 3)® > 0. Alors l'équation caractéristique admet deux solutions
réelles distinctes qui sont :

poTCEOADFO=D o, Clexi-0=h)_,

Dans ce cas, on sait qu’il existe deux constantes (A1, o) € R? telles que :
Yn >0, wu, = Ag + Aagy = " + A8
Pour n =0 et n = 1, on obtient d’apreés les résultats de la question 4(a) :
L=ug=Ma’+ 08" =X+ Xy et BH+a=u =o'+ 8" = \a+ \p.
On en déduit que Ay =1 — A\j et :

f+a=Ma+(1—X\)f=pF+N(a— ) donc Al:a;fﬁ car a — 3 # 0 puisque « # 3

o —B
t A=1—-XA\=1- = .
€ 2 1 a—B a-5
On a donc montré dans le 2° cas que :
o —f
Yn >0 n = " "l
n =, u Ck—ﬁa +Oé—ﬂﬁ

Conclusion. Finalement, on a bien retrouvé que :

(n+1)a" sia=p
o _ n+1l _ gnitl
Vi =0, (g(a) % g(B))n = up = % sia 2 B.

5. Soit a € R. Dans cette question, on propose de calculer i g(cv).
(a) Soit n = 0. Simplifier (i x g(«)),, dans le cas ot o = 1.
» On a:

(ixg(1)), = Z ikg(1)n—r par définition du produit de convolution
k=0

= Z k1" par définitions des suites i et g(1)
k=0

n

n(n+1) :

= g k= — g en reconnaissant une somme usuelle.
k=0

(b) Dans cette question, on suppose que o # 1 et on pose u = ((i * g())n+1 — (1 % g())n)n>0-

i. Soit n = 0. Montrer que u,, est égal a la somme des n+ 1 premiers termes de la suite g(«)
et en déduire une expression de u, qui n'utilise pas le symbole 3.
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» On a:

Up = (i *x g(@))ps1 — (i x g()), par définition de la suite u

n+1 n

= Z i9(Q) a1k — Z irg(a)n_x par définition du produit de convolution
k=0 k=0
n+1

= Z kg(a)ni1—k — Z kg(a),_r par définition de la suite i
k=0 k=0

= Z ¢+ l)g(Oé)n+1—(e+1) - Z kg(a)n i

=—1
en utilisant le décalage d'indice k = ¢+ 1 <= ( =k — 1 dans la 1™ somme

=0 X g(a)p1 + Z(k + Dg(a)p_k — Z kg(a),_r par associativité
k=0 k=0
= Z (k: +1- k)g(oz)n_k par linéarité
k=0

=Y g(@)us

n
= Z g(a),| en utilisant I'inversion de I'ordre de sommation ¢ = n — k.
=0

On retrouve bien |la somme des n + 1 premiers termes de la suite g(«) | Or la suite g(«)
3

est définie par g(a) = (1,a,a? a3, a,...). On reconnait donc la somme des termes d’une
suite géométrique de raison a. Puisque o # 1 par hypothése de ’énoncé, on en déduit que :

an+1__1

w =3 gla) =3 af = Tt

1. Soit n > 1. En calculant la somme Zz;é ug de deux fagons différentes, déterminer une
expression de (i x g(a)), qui n'utilise pas le symbole 3.
» On a d’une part :

’Vl—l n—l Oék+1 . 1
Uy = 1 d’apres le résultat de la question précédente
k=0 — *7
1 n—1 n—1
k . L o, »
= «Q o — 1 ar linéarité
p— ( Z ) par linéari
k=0 k=0
1 a”—1 .
= «Q -n en reconnaissant des sommes usuelles
a—1 a—1
Ca"l—a—n(a—-1) |a"—(n+1a+n
(a—1)2 a (—1)2
Et d’autre part :
n—1 n—1
u = <(z *g(a))gr1 — (i g(oz))k> par définition de la suite u
k=0 k=

0
(i % g(a))m-1)41 — (i % g(a))o en reconnaissant une somme télescopique

(i % g(@))n = (ix g(@))o |
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Or on a par définition du produit de convolution et des suites i et g(«) :

(1% g(a o—szg Jo—k = tog(a)g =0x1=0.

Par conséquent, on en déduit que :

o — (n+1a+n

(i*g(O&))n: (a_l)g

Remarquez que le calcul de cette expression est a priori vrai seulement
. . n—1 y . .
pour n =1 car la somme Y, _, u, n'a plus vraiment de sens sin = 0.

(c) Vérifier que l'expression obtenue a la question précédente reste vraie si n = 0 puis conclure.
» On a montré dans la question précédente que (i * g(«))o = 0. Or on obtient en remplagant n

par 0 dans l’expression obtenue a la question précédente :
A —(0+1)a4+0  a-—a
(o —1)? (-

=0.

Donc |I’expression reste vraie si n = 0 ‘ Finalement, on a montré que :

Mt sia=1
V=0, (i%g(0)n =1 et @rnain
n>0, (ixg(a)) % sia #£ 1.

N’oubliez pas le cas o = 1 traité a la question 5(a). Rédigez des conclusions
qui prennent en compte tous vos résultats intermédiaires afin de montrer que
vous avez compris lordre logique des questions posées.

6. Soit (o, B) € R%. A l'agide d’'une formule du cours a préciser, montrer que e(a) * e(B) = e(a + f3),
c’est-a-dire que (e(a) x e(B)), = e(a + B), pour tout n = 0.
» Soit n > 0. On a :

(e(a) *xe(B))n = Z e(a)re(B)n_r par définition du produit de convolution

k=0
n ok Bn k
= k:_( k)' par définition des suites e(a) et e(f)
= ‘Z Tl kﬁ" * par linéarité
n j—

n
== Z ( >akﬁ" k' en reconnaissant la définition du coefficient binomial (k:)
n!

= —(a+B)" dapres la | formule du binome de Newton |
n!

_ (o ‘;'5) =|e(a+ B),| par définition de la suite e(a + 3).

Puisque ceci est vrai pour tout n > 0, on a bien montré que :

e(@) xe(f) = e(a + )|
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IT) Résolution d’une équation de suites
Dans cette partie, on propose de résoudre des équations de la forme axu = b ot a et b sont deux suites
fizées avec ag # 0 et u est une suite inconnue.

7. Dans cette question, on suppose que a = (o, 3,0,0,0,...) et b= (v,7,%7,7,-..) ot «a, (B ety sont
trois constantes réelles fizées avec av # 0. On considére une suite u solution de l’équation a = u = b.
(a) Déterminer ug.
» On sait que a xu = b, donc (a *u), = b, pour tout n> 0. En particulier, on a pour n =0 :

(a*xu)g =0by = par définition de la suite b.

Or :

0

(axu)y = Z aplo_p = aog = aug par définition du produit de convolution et de la suite a.
k=0

On en déduit que :

car a # 0.

aug = (CL*U)() = bo =7 donc Uy = 1
o

(b) Soitn > 0. A Uaide de ’égalité (a % u)ns1 = bpi1, exprimer u,1 en fonction de u,. Quel type
de suite reconnait-on ?

» On a :
n+1
(@*u)pi1 = Z aplUnpi1—x par définition du produit de convolution
k=0
n+1
= QoUpi1 + a1Uy + Z ap Up+1—p Ppar associativité
k=2

= QUpi1 + Pu, + 0 par définition de la suite a.
On en déduit que :

QUp i1 + Buy, = (a*u)pe1 = by = par définition de la suite b

donc U, = & = —Bun + X car a # 0.
Q o e

Puisque ceci est vrai pour tout n > 0, on reconnait ‘une suite arithmético-géométrique |.

(c) En déduire l’expression de u,, en fonction de n > 0 et en distinguant deuz cas.
» On considére deux cas :

Pour une suite arithmético-géométrique, n’oubliez pas de distinguer le cas ot
la suite est arithmétique.

1°" cas : %ﬂ =1 <= [ = —a. Alors la suite u est arithmétique de raison I d’apres le résultat
de la question précédente et de premier terme ug = I d’aprés le résultat de la question 7(a).
Donc :
Vn > 0, un:1+1n: z(n—i—l).
a o« o

2° cas : %ﬂ # 1 < [ # —a. Alors on résout I’équation caractéristique d’inconnue x € R
associée a la suite u d’aprés la relation de récurrence arithmético-géométrique obtenue a la
question précédente :

_ 2
x:?ﬁxjug — le—ig:alﬁ car1+§7é0puisqueﬂ7é—a.
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On pose une suite auxiliaire w = (w,),>o définie par w,, = u, — = pour tout n > 0. Alors :

Vn >0, wWpi =Up —T = <_—5un+1) — (_—ﬁx—irz) z_—6<un—x>
Q

« a e’ !
On reconnait une suite géométrique de raison %ﬁ et de premier terme :

B 7 Y 70
Wop =Uyg — T = — —

o a+fB  ala+p)

9B -3\"
-t (3)

Donc :

On en déduit que :

_ _|_8 (=B, o
Yn=>0, u,=w,+xr= a(a+ﬁ)(a) +Oz+ﬁ'

Conclusion. Finalement, on a montré que :

In+1) sif=—a
Up = B +

B8 —B\" ol :
wem () tapsiB# —a

d’aprés le résultat de la question 7(a).

8. Dans cette question, on revient au cas général ot a et b sont deuz suites fixées avec ag # 0. Montrer

que axu = b si et seulement si u est la suite définie par

b b “la

0 . 3 &

uy = — et la relation de récurrence : ¥n =1, wu, = — — E n
0 U —

» On raisonne par double implication.

1™ implication. On suppose que a x v = b, donc (a x u),, = b, pour tout n > 0. On a en particulier

(a*u)y = by pour n =0. Or :

0
(a*u)y = Z apug_ = agug par définition du produit de convolution.
k=0

On en déduit que :

agug = (a*xu)g = by donc |ug=—| carag#0.
Qo

Soit n >1.0n a:

b, = (axu),
n
= Z apU,_r par définition du produit de convolution

k=0
n

= Z an,—euy en utilisant 'inversion de 'odre de sommation k =n — /¢ <— (=n—k

£=0
n—1

= E Un_pUk + aoU, par associativité.
k=0

On en déduit que :

n—1 n—1
o bn - Zk:() Qp—fUk . bn Ap—k T
Uy, = =|— — uy | par linéarité.
Qo o 5 %
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Puisque ceci est vrai pour tout n > 1, on a bien montré la 1'® implication.
1 1 1 __bo __ bn n—1 an_g
2¢ implication. On suppose que uy = a et que u,, = a2 k=0 uy pour tout n > 1. En reprenant

les calculs de la 1™ implication, on obtient :

ao

bo

(a*u)o = QoUg = Qp— = bo
ap
et pour tout n > 1 :
n—1
(a*xu), = E G iU + AU,
k=0
n—1 n—1
bn Ap—k
= Qp_pUp + a9 | — — UL
Qg ap
k=0 k=0
n—1 n—1
= § Ap— U + bn - E Qp—Uk = bn
k=0 k=0

On en déduit que (a *u), = b, pour tout n > 0, donc a xu = b ce qui prouve la 2¢ implication.
Conclusion. Par double implication, on a bien montré I’équivalence :

-1
bO bn S Qp—k
axu=0 << |(uyp=— e Yn=>1, u,=—— ug | |
ag

a a
0 o o

On peut également aller plus vite en raisonnant directement par équivalences
mais en n'oubliant pas de distinguer les casn =0 et n > 1.

9. [Informatique] On suppose avoir déja écrit deux fonctions suiteA et suiteB qui prennent en
argument un entier naturel n puis qui renvoient la liste des termes d’indice 0 a n des suites a et b
respectivement. Le but de cette question est d’écrire une fonction solution qui prend en argument
un entier naturel n puis qui renvoie la liste des termes d’indice 0 a n de l'unique suite u solution de
I’équation a xu = b. Pour cela, on considére la fonction suivante :

def nlporteKoi(n):
A=suiteA(n)
B=suiteB(n)
L=[1]
for i in range(1,n+1):
S=0
for k in range(i):
S=S+A[k] *L [k]
L=L+[B[i]-S]
return L

(a) Que renvoie nlporteKoi(1) en fonction de ag, ai, by et by ?

» Avant la premiére boucle for, les listes A, B et L sont initialisées a A=[ag,a,], B=[bg,b1]
et L=[1]. Ensuite, la premiére boucle for va se répéter une seule fois, la variable i prenant
seulement la valeur i=1. Avant la deuxiéme boucle for, la variable S est initialisée a S=0. Ensuite,
la deuxiéme boucle for va se répéter une seule fois, la variable k prenant seulement la valeur k=0.
Le nombre A[0]*L[0]=ag*1=ag est ajouté a la variable S qui devient S=aq. Aprés la deuxiéme
boucle for, I’élément B[1]-S=b;-aq est ajouté a la fin de la liste L qui devient L=[1,b;-ao].
Aprés la premiére boucle for, la fonction renvoie la liste L, c¢’est-a-dire .

(b) Que doit renvoyer solution(1) en fonction de ay, ai, by et by ¢
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» D’apres 'énoncé, solution (1) renvoie la liste des termes d’indice 0 & 1 de la suite u solution
de 'équation a *x u = b, c’est-a-dire [ug,u1]. Or on a d’aprés le résultat de la question 8 :

bo by a1—g by ai by ay by apb; — aiby

Uy =— et u =— — Uy = — — —Uy = — — — — = — )
2

Qo o

Par conséquent, solution(1) renvoie | [by/ag, (aghy — aiby)/adl |

(c) Corriger la fonction nlporteKoi pour obtenir une fonction solution.

» Par exemple :

def solution(n):

A=suiteA(n)

B=suiteB(n)

L=[B[0]/A[0]]

for i in range(1l,n+1):
S=0
for k in range(i):

S=S+A[i-k]*L[k]/A[0]

L=L+[B[i]/A[0]-S]

return L

N’hésitez pas a faire plusieurs essais de modifications de la fonction
nlporteKoi puis a vérifier le résultat de la question précédente pour cha-
cun des essais a l'aide d’un raisonnement similaire a celui de la question
9(a). Par tatonnements, vous comprendrez les effets de chaque modification
et les essais sutvants se rapprocheront de plus en plus de la fonction solution
cherchée.

Probléme 2
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Représentons les différents graphes de %3 ayant exactement 1 aréte :

OO ORORGLOXORGROXONOLONONORE) @,8@@,
@8@,@@@%.

On a bien tous les graphes & une aréte de %3 puisque par définition ’ensemble des arétes possibles
est exactement égal a

[BI] > [13]] = {(1, 1), (1,2), (1,3),(2,1),(2,2),(2,3), (3,1), (3,2), (3,3) }-.

2. L’ensemble des arétes étant de cardinal 9, on en déduit que le nombre maximal d’arétes d’un graphe
de ¥ est égal a 9.

3. On cherche a compter le nombre d’éléments de {(7, A), A C [|3|] x[|3]|] et card(A) = 7}. Par construc-
tion, cela revient donc a compter le nombre de 7-combinaisons de [|3]] x [|3|] qui contient exactement

9
9 éléments. Il y en a donc exactement <7> = 36|
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4. Par définition, ¥ = {(3, A), A C [|3]] x [|3|]}. Compter le nombre d’éléments de ¥; revient donc a
compter le nombre de sous-parties de [|3|] x [|3]]. Or il y en a exactemment 2°. 1l en résulte que

card(¥4,) = 2.

5. Soient n > 1,G € ¥,. Par définition de G, il posséde exactement n sommets. L’ensemble de ses
arétes étant une partie de [|n|] X [|n|], on en déduit que G a au plus n? arétes.

6. Soit n > 1. Par définition, ¥, = {(n,A), A C [|n|] x [|n|]}. Compter le nombre d’éléments de ¥,
revient donc a compter le nombre de sous-parties de [|n|] x [|n]]. Or il y en a exactemment 2(**). Il
en résulte que

card(¥,) = 2",

7. Soient n > 1,k € N. L’ensemble des graphes de ¥, ayant exactement k arétes que 1'on note E,, j est
exactement 'ensemble {(n, A), A C [|n|] x [|n]] et card(A) = k}. Il nous suffit donc de compter le
nombre de k-combinaisons de [|n|] x [|n|] qui est de cardinal n?. D’ou

card(E, ) = (f)

8. Soit n > 1. Notons C,, = {G € ¥,,|G est une chaine} et L, I'ensemble des n-listes sans répétition de
[|n]]. Considérons les applications suivantes :

¢:C, — L,
a; — ag — ... = ay — [ag, as,. .., a,]
et
v Ly, — C,
lay,ag,...,a,] = a; > ag — ... = a,

Montrons que ¢ et 1) sont réciproques 'une de 'autre.
— Montrons que Y o ¢ = I,

Soit a; — as — ... — a, une chaine. Par hypotheése, les a; sont bien distincts deux & deux. Par

construction :
dlag = ag — ... = ay) = a1, az, ..., a4,
Dou ¢(p(ay — ay — ... = a,)) = ¥(lar,a9,...,a,]) = a3 — ag — ... = a,. On a bien
Yoo=Ic,.
— Monntrons que ¢ o 1) = I, . Soit [ay,aq,...,a,] un élément de L,. Par hypotheése, les a; sont

bien distincts deux & deux. Par construction :
W([ar,az,...,a,]) = a1 = ag — ... — ay.

Dot ¢(¢([ay, aq, ..., a,)] = ¢lay — ag — ... — a,) = |ay, a9, ...,a,]. On a bien pop = I .

Il en résulte que ¢ est une bijection entre C,, et L,,. Ils ont donc le méme cardinal. D’ou

card(C,,) = nl.
9. — G ne peut pas étre le graphe d’une application car (1,2), (1,3) sont deux arétes qui partent de
1.
— En définissant fo : [[5]] — [|5]] par : f(1) =2, f(2) =4, f(3) =1, f(4) =5, f(5) = 3, on a bien
Gf2 - Gg.
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— (3 ne peut pas étre le graphe d’une application car aucune aréte ne part de 5.

— En définissant fy : [|5]] — [|5]] par : f(1) =1, f(2) =3, f(3) =1,f(4) =1, f(5) = 2, on a bien
Gy, = Gy

10. Soit n > 1. On pose A,, = {Gy, f décrit F,}.

(a) Soit (f,h) € F?, supposons que G; = Gj,. Montrons que f = h.
Soit i € [|n]].
Par hypothése, Gy = G,. Donc (1, f(i)) = (4, h(3)). Autrement dit, f(z) = h(i).
Il en résulte que f = h.

(b) Dans la description de A, les éléments apparaissent une et une seule fois. Donc card(A,) =
card(Fy,).
Donc :

card(A,) = n".

11. Soit n > 1. L’ensemble A, étant inclus dans ¢, on en déduit que
card(4,) < card(%,).

D’ou

n" < 9(n?)

12. Soit f € F,.
(a) Soit 7 > 1. Montrons que f*([|n|]) € f([|n]]).
Soit y € fi([|n|]). Par définition, il existe z € [|n]] vérifiant f(x) = y. Autrement dit f (f*~!(z)) =
y. Or fifl(x') € [|n|]. En posant z = fi"!(z), on a z € [|n|] et f(z) =y. Donc y € f([|n]]).
On a bien f'([|n]]) < f([Inl])-

(b) Supposons que f([|n|]) est strictement inclus dans [|n|]. Autrement dit f n’est pas surjective.
D’apres la question précédente,

Vi > 1, f'([|nl]) € f([Inl]).

Par transitivité de l'inclusion, pour tout i > 1, f([|n|]) est strictement inclus dans [|n|]. Donc
pour tout ¢ > 1, f* n’est pas surjective. En particulier, pour tout ¢ > 1, f* n’est pas I'application
identité. Autrement dit, f n’est pas un élément de B,.

13. Constatons que l'on a fJ = I5 donc fy est un élément de Bs. On a f4([|5]]) = {1,2,3}. Donc pour
tout ¢« > 1, fi([|5]]) est nécessairement inclus dans {1,2,3} et ne peut donc étre égal a [|5]] ce qui
implique que fi # I5. Donc f; n’est pas un élément de B,.

14. Représentons tous les éléments Gy ot f est un élément de Bj :

e nd 84 88 888

15. (a) Dans le cas de f;, on constate que f}! = I;. Donc f; est bien un élément de By.

(b) Constatons que fo([|7]]) = {3,4,5,7}. Donc pour tout i > 1, fa([|7]]) C {3,4,5,7}. Il en résulte
que pour tout i > 1, fi([|7]]) n’est jamais égal a [|7|] et donc fi # I;. Ainsi, f, n’est pas un
élément de B;.

(c) On constate que 'on a f7 = I;. Donc f3 est un élément de B;.

16. Notons C' = {f € B;|f* = I;}. Soient f € By, i € [|7|] et vérifiant f% = I;.
— Cas 1: f(i) =1
— Cas 2: f(i) # i. Et dans ce cas, f2(i) = i.
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Ainsi, étant donné un point ¢ € [|7|] il y a deux possibilités : ¢ est fixe (f(i) =) ounon (f(i) # i) et
dans ce dernier cas, on peut regrouper i et f(i). Décrivons les graphes associés aux éléments de C.
Etant donné un élément f € C, en notant (7, A) = Gy, les arétes de A vérifient les propriétés :

— P :Vie||7)],3 € [|7]], (4,7) € A.
— Py :V(i,j5) € [|7]?, (i,j) € A <= (j,i) € A.

Réciproquement, on peut remarquer que si un graphe G = (7, A) vérifie les deux propriétés précé-
dentes, alors il existe f € C vérifiant Gy = G. Ainsi, compter le nombre d’éléments de C' revient a
compter le nombre de graphes vérifiant les propriétés P; et P5. En représentant les différentes formes
possibles de graphes, on constate que ’on est dans un des cas suivants :

F1: &8 8 8 &8 &8 & &
F2:

8
F3: 8 8 8 op op
8

F4 .

Pour chacune des formes de graphes, on va compter le nombre de fagons de les numéroter.

— Dans le cas de F1 : il y a une seule facon de numéroter, on constate que 'ordre dans lequel on
numérote donne toujours le méme élément.

— Dans le cas de F2 : il y a (;) facons de numéroter les éléments pour le cycle de taille 2. Les

7

autres entiers sont utilisés pour numéroter les cycles de taille 1. On a donc (2

de cette forme.

) = 21 éléments

— Dans le cas de F3 : il y a (g) facons de numéroter les trois cycles de taille 1. Il reste alors
4 éléments que 'on note a,b, c,d pour numéroter les deux cycles de taille 2. On a alors les
possibilités suivantes : a <> bc <> d,a <> cb < d,a <> db <> c. En tout, il y a 3(;) = 105
éléments qui ont comme forme F3.

— Dans le cas de F4 : il y a 7 fagcons de numéroter le cycle de taille 1. Notonsa < b<c<d<e< f
les 6 éléments restants. Il y a 5 fagons d’associer un élément de a : a <» r our € {b,c,d, e, f}.
Apreés avoir associé a, il reste 4 éléments & regrouper par paires. Or ce cas a été traité dans F3 et
il y en a 3. Donc il y a exactement 15 fagons de regrouper par paires les éléments a, b, ¢, d, e, f.
Ainsi, il y a exactement 7 x 15 = 105 éléments de forme F4.

Un élément ne pouvant avoir qu'une forme, on en déduit que le nombre d’éléments de C' est égal a :

[1+21+ 105+ 105 = 232,

17. Soit f un élément de B,. On note p > 1 un entier vérifiant f? = I,,. On a donc : fo fP~1 = I,
et fP"1o f = 1I,. Il en résulte que f est bijective et admet comme réciproque fP~!'. Autrement dit,

=
18. Soit f € F,,.
(a) Posons L = [f, f2,..., f(""*Y]. Par définition, L est une liste de taille n” + 1 d’éléments de F,.

Or F), ne contient que n™ éléments. Donc au moins deux éléments de cette listes sont égaux.
Autrement dit, il existe ¢, r des entiers vérifiant 1 < g <r <n"+1et f7= f".

(b) On a: f?= f". f étant par hypotheése bijective, f¢ aussi. D’ou, en composant par f~7 :
I, = f4

Comme r > ¢, en posant p =r — ¢, on a bien p > 1 et f? = [,,. Il en résulte que

7R

19. D’apreés les questions 16 et 17, on en déduit que B, = {f € F,|f bijective}. Par conséquent, .
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DS n°4 de mathématiques

durée : 3 heures

Probléme 1

Le but de ce probléme est de résoudre 1’équation suivante :
Xl xn=vU (En)

11
11

1. Justifier que les solutions de (E,,) sont des matrices carrées d’ordre 2.

ol n > 2 est un entier fixé, U = < ) et X est une matrice inconnue a coefficients réels.

1 -1 00
d’inconnue Y € .#5(R) :

2. On pose P = (1 1 ), D = (2 0) et on note ./ 'ensemble des solutions de 1’équation suivante

Y™ 4 y" =D (E,)
(a) Justifier que P est inversible et calculer P!,
(b) Calculer PT'UP.
(c) Montrer que toutes les solutions de (E,) sont de la forme X = PYP ' ou Y € ..

. b
3. Dans cette question, on fixe Y € ./ et on pose Y = (Z d)'

(a) Justifier que Y et D commutent.
(b) En déduire que b = ¢ = 0.

(c) Montrer que a est solution de I’équation suivante :
anrl L =2 (EZ)

(d) Quelles sont les valeurs possibles pour d?
4. Dans cette question, on considére la fonction f, : z — 2™ + 2™ et on pose p, = —n/(n +1).
(a) Montrer que f,,(u,) < 2.

(b) Dresser le tableau de variations de f,, en distinguant deux cas selon la parité de n. On précisera
les limites aux bords de ’ensemble de définition de f,.

(c) Déterminer le nombre de solutions de I'équation (E)).
5. Dans cette question, on considére le cas n = 3 et on note « la solution négative de (E%). Déterminer
les solutions de (Ej5) en exprimant leurs coefficients a ’aide de a.

Exercice 1
Pour tout a € R, on considére la matrice suivante :

1—3a a a a
a 1—3a a a
M(a) = a a 1-3a a € A(R).
a a a 1—3a

1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles M (a) est inversible.
2. Pour les valeurs de a obtenues a la question précédente, calculer M (a)™!.
3. Soit (a,b) € R?. Montrer que M (a)M(b) = M(c) ou ¢ est un réel & exprimer en fonction de a et b.

4. Retrouver le résultats des questions 1 et 2 a 'aide du résultat de la question précédente.
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Exercice 2
On consideére la fonction f : x — cos(/z). Justifier que f admet des primitives sur son ensemble de
définition et calculer ces primitives a 1’aide du changement de variable x = /3.

Probléme 2

Ce probléeme propose de résoudre quelques équations différentielles. Chaque partie est donc indépendante
des autres.

1. Une équation différentielle presque linéaire d’ordre 1
Dans cette partie, on considére I’équation différentielle suivante :

Vo eR,  f(z)+ f(-2) =2 (E1)

(a) Soit f une solution de (E;). Justifier que f est deux fois dérivable sur R et montrer que f est
solution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.

(b) Résoudre I’équation différentielle obtenue a la question précédente.

(c) En déduire que les solutions de (E;) sont de la forme f : z — A(cos(z) — sin(z)) + 2 + 2z — 2
ou A € R est une constante quelconque.

2. Une équation intégrale
Dans cette partie, on considére I’équation intégrale suivante :

Ve eR, f(x)+ /050 ft)dt=1 (E,)

ou la fonction inconnue f est supposée continue sur R.
(a) Soit f une solution de (E,). Calculer f(0).

(b) Soit f une solution de (FE,). Justifier que f est dérivable sur R et montrer que f est solution
d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

(c) En déduire les solutions de (Es).

3. Une équation différentielle non linéaire
Dans cette partie, on cherche les solutions qui ne s’annulent pas de I’équation différentielle suivante :

vz eR, f(z)=f(z)"+ f(2) (E5)

(a) Soit f une solution de (FE3) qui ne s’annule pas. Justifier que g : z +— 1/f(x) est dérivable sur
R et montrer que g est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants.

(b) Résoudre I'équation différentielle obtenue a la question précédente.

(c¢) En déduire que les solutions de (E3) qui ne s’annulent pas sont de la forme f : x +— e* /(A —e*)
ol A € R_ est une constante négative quelconque.

4. Un systéme d’équations différentielles
Dans cette partie, on consideére le systéme d’équations différentielles suivant :

2(8) = 32(t) — y(t)
wer {0250 v -

(a) Soit (x,y) un couple de solutions de (E,). Justifier que x est deux fois dérivable sur R et montrer
que x est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

(b) Résoudre I'équation différentielle obtenue a la question précédente.

(c) En déduire que les couples de solutions de (E},) sont de la forme z : t — Ae? cos(t) + Be? sin(t)
et y:t— (A— B)e? cos(t) + (A+ B)e* sin(t) on (A, B) € R? sont des constantes quelconques.
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques

Probléme 1

Le but de ce probléme est de résoudre l’équation suivante :
X4 Xxm=U (E,)

11
11

1. Justifier que les solutions de (E,) sont des matrices carrées d’ordre 2.
» Soit X une solution de (£,). On note p le nombre de lignes de X et ¢ son nombre de colonnes,
donc X € 4, ,(R). Pour calculer les puissances X" et X™, la matrice X doit étre carrée donc
p = q. Ainsi X € #,(R), donc X" € #,(R) et X" € #,(R). Par somme de matrices de méme
taille, on en déduit que X" + X" € #,(R). Or X" + X" = U € #>(R) d’aprés 'énonceé, donc
p = 2. Finalement, | X € .#5(R) pour toute solution X de (E,) |

oun > 2 est un entier fixé, U = ( ) et X est une matrice inconnue a coefficients réels.

2. On pose P = <} _11 ) , D= (g 8) et on note . l’ensemble des solutions de [’équation suivante

d’inconnue Y € Mo(R) :
Yy 4y" =D (E!)

(a) Justifier que P est inversible et calculer P~!.
» La matrice P est carrée d’ordre 2 et :

det(P)=1x(-1)—1x1=-2#0.

Donc \ P est inversible\ et :

1 /—-1-1 1/11 1
_1—— = — = | —

(b) Calculer P~'UP.
» On a:

P'UP =P '[UP] par associativité du produit matriciel

11 11 1 20
_ p-1 1 o ) ‘ N
=P [( 1 1) (1 1 )} = 2P (2 O) d’apres le résultat de la question précédente

G- () -

(c) Montrer que toutes les solutions de (E, ) sont de la forme X = PYP™' ou Y € ..
» Soit X une solution de (E,). On cherche une matrice Y € ./ telle que X = PYP~!. On

raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On a en multipliant & gauche par P~! et & droite par P :

PlXp=p! (PYP’l) P = (P’lP) Y (P’lP) par associativité du produit matriciel
—— N —
=Iy =I,
=LY, par définition de la matrice inverse
=Y car la matrice identité Iy est I’élément neutre du produit matriciel.
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Synthése. On pose Y = P71 X P. Vérifions que Y € .7/, c’est-a-dire que Y est une solution de

(E).On a:

Y" = (P7'XP)" par définition de Y
= (P_lXP) (P_lXP) e (P_lXP) par définition de la puissance d’une matrice

(. J/

Vv
n fois

=PX (PP’I) X (PP’I) e (PP’I) X P par associativité du produit matriciel
—_— = S——

=l =l =l
= P'XL,XI,...I,XP par définition de la matrice inverse

=P 'XX...XP carlamatrice identité I, est I’élément neutre du produit matriciel
n fois

= P71X"P par définition de la puissance d’une matrice.
On montre de méme que Y = P=1 X" P Par conséquent :
Y™ 4 y" = pTlXTHp 4 pixtp
= p! (X X ") P par distributivité du produit sur la somme

U
= P'UP car X est une solution de (E,)

=D d’apres le résultat de la question précédente.

Par conséquent, Y € .%’. Ainsi, X est bien de la forme | X = PYP ' ou Y € .%/| et ceci est

vrai pour toute matrice X solution de (E,).

Si on note %, 'ensemble des solutions de (E, ), on vient de démontrer que :
SHc{X=PYP'|YeS}.
On peut vérifier l'inclusion réciproque a l'aide de calculs similaires :
(PYP*l)n+1 4 (PYPil)n _ PynJrlel 4 Pynpfl
=PY™ 4y Pl =U.
|
=D=P-1UP

Donc lensemble des solutions de (E,) est en fait égal a l’ensemble des ma-
trices de la forme X = PYP™' ouY € %' (mais il est inutile de perdre
du temps a le démontrer puisque l’inclusion réciproque n’était pas demandée
dans 'énoncé).

. b
3. Dans cette question, on fire Y € .4 et on pose Y = (Z d)'

(a) Justifier que Y et D commutent.
» On a:

YD=Y (Y™ +Y") carY est une solution de (E)

=Y 4 Y™ = (V" +Y")Y  par distributivité du produit sur la somme
—_——
=D

= DY car Y est une solution de (E).

Donc, \Y et D commutent \
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(b) En déduire que b = c = 0.
» On a:

o= (1) (20) - CGb) o= (30) (20) - (30):

D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit que :

2a = 2a
sy done [b=c=0]
0=20

(¢c) Montrer que a est solution de l’équation suivante :

anrl 4 " =9 (Ez)
: 0 . .
» D’aprés le résultat de la question précédente, Y = @ est une matrice diagonale. Par
0d &
a® 0 a“tt 0
conséquent, Y" = ( 0 4 et Yl = 0 dn +1) par propriété des matrices diagonales.

Puisque Y est une solution de (E!), on en déduit que :

20\ ol wn . (a0 a* 0\ _ [(a"t+a" 0
(00)_D_Y +Y‘( 0 a+ ) oa)=\ o ania)

En particulier, on obtient que a™*! + a™ = 2 donc | a est solution de (E!) |.

(d) Quelles sont les valeurs possibles pour d ?

» En reprenant le raisonnement de la question précédente, on obtient que d"™! + d" = 0. Or :

" d =0
= d"(d+1) =0
< d"=0 ou d+1=0 (par intégrité)
<—d=0 ou d=-1.

Par conséquent, |d € {—1,0} |

4. Dans cette question, on considére la fonction f, : x — " + 2™ et on pose p, = —n/(n+1).
(a) Montrer que f,(pn) < 2.
» Puisquen > 2, ona 0> —-n/(n+1) > —2/3 > —1 donc u, €] — 1,0[. Par propriété de la
fonction z — 2", on en déduit que p €] — 1, 1] donc que u” < 1. De méme, par propriété de la

fonction z — "' on obtient que u"*! < 1. Par conséquent :

falpn) = :U'ZJrl + i, <1+1=2 donc |fu(un) <2}

Pensez a utiliser les fonctions usuelles pour gagner du temps. N’hésitez pas
a faire un croquis de la courbe représentative de la fonction usuelle x — z"
(dans chaque cas selon la parité de n) pour visualiser que l'image directe de
] — 1,0] est toujours incluse dans | — 1,1[. On peut aussi factoriser :

Folitn) = pn - (2/3)"

— /n+1 " - 1) = < < 2.
b = (e +1) = 3
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(b) Dresser le tableau de variations de f, en distinguant deuz cas selon la parité de n. On précisera
les limites aux bords de l’ensemble de définition de f,.

» La fonction f, est définie et dérivable sur R comme somme de fonctions usuelles.

On a:

VreR, fi(z)=m+1)2"+na" ' =2""((n+ 1)z +n).

m+z+n>0 < x>

_n .
n+1

fin-

Pour étudier le signe de "~ !, on raisonne par disjonction de cas.
1°" cas. Si n est pair alors n — 1 est impair donc 2"~! > 0 <= z > 0. On obtient le tableau
des variations suivant.

T —00 Hn 0 1 +00
f'(z) + 0 - 0 +
v +00
car :
: _ : n+1 n __ : n _
IEIPOO fn(fﬁ) - IEIPOO & T = xEIElOO \/x ($ y 1) -
—too 4
et lim f,(v) = lim 2" + 2" = +oo.
T—+00 T—+00

2¢ cas. Si m est impair alors n — 1 est pair donc 2" ! > 0 <= x # 0. On obtient le tableau
des variations suivant.

car .

€T —00 Mn, 0 1 +00
f(x) - 0 +
+00 ¥ ¥ +00
\2 v /2/
fn<,un>

lim f,(r) = lim 2" +2" = lim 2" (z+1) = +oc0

T——00

T——00

T—r—00

7T 50
et lim f,(z)= lim 2"™ +2" = +o0.
T—>+00 T—r+00
(c) Déterminer le nombre de solutions de l’équation (E!).
» D’aprés 'énoncé, x est solution de (E!) si et seulement si f,(z) = 2. On raisonne par

disjonction de cas.

1°r cas. On suppose que n est pair. D’aprés le tableau des variations obtenu a la question
précédente, on a f,(z) < fu(pn) pour tout z €] — 00,0]. Or f,(u,) < 2 d’aprés le résultat
de la question 4(a) donc (E!) n’a pas de solution dans | — 0o, 0]. De plus, f, est continue et
strictement croissante sur U'intervalle |0, +oo[ donc f, =]0, +oo[— f.(]0,+o0]) =0, +o0] est
bijective d’aprés le théoréme de la bijection. On en déduit que 2 €]0,4o00| admet un unique
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antécédent dans |0, +oo[, donc (E)) admet une unique solution dans |0, +oo[ qui est la solution

évidente # = 1. Finalement, | (E!) admet pour unique solution x = 1 si n est pair|.
2¢ cas. On suppose que n est impair. D’apres le tableau des variations obtenu a la question
précédente, f,, est continue et stricrement décroissante sur l'intervalle | — oo, u,| done f, =
| — 00, tin] = ful] — 00, ttn)) = [fn(itn), +00[ est bijective d’aprés le théoréme de la bijection. Or
fn(pn) < 2 d’apres le résultat de la question 4(a). On en déduit que 2 € [f,, (i), +00[ admet un
unique antécédent dans | — oo, p,], donc que (E!) admet une unique solution dans | — 0o, fi,,].
De méme, (E!) admet une unique solution dans |u,, +oo[ d’aprés le théoréme de la bijection

qui est la solution évidente x = 1. Finalement, | (E!) admet deux solutions si n est impair, une

‘solution négative et la solution x =1 ‘

5. Dans cette question, on considére le cas n = 3 et on note « la solution négative de (EY ). Déterminer
les solutions de (E3) en exprimant leurs coefficients a l'aide de c.

» D’aprés le résultat de la question précédente, I'ensemble des solutions (E%) est {«, 1}. D’apres le
résultat de la question 3, on en déduit que :

#A={(55)(50)- () (on)}-

D’aprés le résultat de la question 2, on sait que toutes les solutions de (FE3) sont de la forme X =
PYP ' ouY € .. Or P~' = 1P d’apres le résultat de la question 2(a) donc :

P52 =( ) (55) =501 () =5 (aie )
P(Go)r = (4) (50)ar =5 (00) (L 4) =5 (60) 5w
o r= () ()5 () - (- 63)
ot P((l)g)P1:(}—11>((1)8)%]3:%(18)6—11):% H '
Finalement, I’ensemble des solutions de (FEj3) est :

lfa-1la+1) « 01Y) 1
{§(a+1a—1>’§U’(1 o)’éU}‘

Exercice 1
Pour tout a € R, on considere la matrice suivante :

1—-3a «a a a
a 1—3a a a
M(a) = a a 1-3a a € Mu(R).
a a a 1-—3a

1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles M (a) est inversible.
» Soit a € R. On calcule le rang de M(a) a l'aide de la méthode du pivot de Gauss.

1—3a a a a L+ L,

a 1—-3a a a

rang (M (a)) = rang . 0 1-3a a
a a a 1—3a/) Ls+< 14

a a a 1—3a

_ a 1—3a «a a

— rang a a 1—3a a

1—3a «a a a
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On raisonne par disjonction de cas.

1°r cas. Si a # 0 alors on peut choisir @ comme pivot et on obtient :

rang (M (a))

rang

rang

rang

rang

rang

= rang

[a] a a 1-3a

a 1—-3a a a Lo+ Ly— 14

a a 1—3a a Ly« Ly — 1,
1—3a a a a Ly« aly— (1 —3a)Ly
[a] a a 1—3a
01-4a 0 —(1—4a)
0 0 1—4a—(1—4a)
0 = x x
o {:L’:a2—(1—3a)a:—(1—4a)a

v =a*>— (1-3a)?=—(1-4a)(1— 2a)

[a] a a 1—3a
0 |1—-4a 0 —(1-4a)
0 0 1 —4a —(1 —4a)
0 —(1—4a)a =x T Ly <+ Li+al,
[a] a a 1—3a
01— 4a 0 —(1-4a)
0 0 1—4a| —(1—4a)
0 0 —(1—-4a)a 2" Ly« Ly+als

ou 2" =—(1-4a)

[a]

0|1—4a

a

)
(

a

1—-2a)—a(l —4a)=—(1—4a)(1 —a)

1—3a

0 —(1-4a)

0 0 [I—4a]-(1-4a)

0 0 0 x"

ou 2" =—(1-4a)(1—a)—a(l—4a)=—(1—4a)
[a] a a 1—3a

0 |1—4a 0 —(1 —4a)

0 0 [1—da| —(1-4a)

0 0 0 [—(1—4a)

Inutile de distinguer le sous-cas ot 1 — 4a
élémentaires utilisées pour échelonner sont bien de la forme L; <= AL;+pL; avec
i # j et X\ # 0. La seule opération qui pose probléme était Ly <— aLy— (1 —3a)Ls,
ce qui justifie de distinguer seulement le cas ot a = 0.

0 puisque toutes les opérations

Or 1 —4a = 0 si et seulement si a = 1/4, donc :

rang (M (a)) = rang

2¢ cas. Si a = 0 alors rang (M (a)) = rang (M (0)) = rang (I,) = 4.

[a]

a

0|1—4a 0

0
0

0
0

a 1—3a
—(1 — 4a)
[1—4a| —(1—4a)
0 |—(1—4a)

|

Isia=7
4siaeR\A{0,1}.

Conclusion. Finalement,

pour tout a € R\ {1}, M(a) est de rang maximal donc inversible

. Bt pour

a =1/4, rang(M(a)) = 1 donc M (a) n’est pas inversible.

2. Pour les valeurs de a obtenues a la question précédente, calculer M(a)™.

» Soit a € R\ {1}. On fixe Y =

n
Yo
Ys
Yq

€ #,1(R) et on résout I'équation M(a)X =Y d’inconnue
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T
T2
Zs3
Ty

X =

élémentaires utilisées a la question précédente.

€ My (R) a laide de la méthode du pivot de Gauss en reprenant les opérations

Ma)X =Y
1—-3a a a a T Y1\ L1 Ly
— a 1—3a a a 2 | _ | w2
a a 1—3a a T3 Y3
a a a 1-—3a Ty Ya ) Ly Ly
a a a 1-—3a T Y4
— a 1—-3a a a Ty | _ | Y2
a a 1—-3a a T3 Ys
1—3a a a a Ty Y1
1°" cas. Si a # 0 alors on peut choisir a comme pivot et on obtient :
M@)X =Y
[a] a a 1—3a 1 Ya
a 1—3a a a To | | y2 | Lo Lo— Ly
a a 1-3a a 23 | | ys | Ly Ls— L
1-3a a a a Ty y1 ) Ly<+aly— (1 —3a)ly
[a] a a 1—3a T Ya
— 0 0 —(1—4a) T2 | _ Y2 — Ya
0 0 1 —4a —(1—4a) T3 Y3 — Ya
0 —(1—-4a)a =z x! T4 ay; — (1 —3a)ys ) Ly <+ Ly+aly
[a] a a 1—3a T Ya
— 0 (1—4a 0 —(1 —4a) zo | Yo — UYa
0 0 1 —4a| —(1—4a) T3 | Ys — Ya
0 0 —(1-4a)a x’ T4 ay; +ays — (1 —2a)ys | Ly < Ly + als
[a] a a 1—3a T U
1o 0 [1—4a] —(1-4a) zs | Ys — Ua
0 0 0 —(1 — 4a) Ty ay; + ays + ays — (1 — a)y,

On reconnait un systéme échelonné de rang maximal (car a # 0 et a # 1/4) qui admet donc une
unique solution. Puis on obtient cette solution en remontant le systéme par substitution.

(

rg = (—ayr —ay2 — ays + (1 — a)ya) /(1 — 4a)

w3 = x4+ (Ys — ya)/(1 — 4a) = (—ayr — ay2 + (1 — a)ys — ays) /(1 — 4a)

Ty = 24+ (Y2 — ya) /(1 — 4a) = (—ayr + (1 — a)ys — ays — ays) /(1 — 4a)

ry = —xy —x3 — (1 —3a)xs/a+ ys/a

M@)X =Y «— = (2ay1 — (1 — 2a)y2 + (1 — 2a)ys + 2ay,) /(1 — 4a)
+((1 = 3a)ys + (1 — 3a)ys + (1 — 3a)ys — (1 — a)(1 — 3a)ys/a)/(1 — 4a)
(1~ da)ya/a)/(1 — da)
=((1—a)y; —ays — ayz + (2a®> — 1 +4a — 3a®> + 1 — 4a)ys/a) /(1 — 4a)
[ = (1= a)y — ayz — ays — aya) /(1 — 4a)
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1 (1 = a)yr — ays — ays — ays) /(1 — 4a)
vy | _ [ (e + (1 —a)y: — ays — aya) /(1 — 4a)
T3 (—ayr — ay2 + (1 — a)ys — ays) /(1 — 4a)
T4 (—ayr — ays — ays + (1 — a)ys) /(1 — 4a)
1 l—-a —a —-—a -—a Y1
zg | 1 —a 1—a —a -—a Yo
3 | 1—4a —a —a l—a —a Y3
Ty —a —a —a l—a Ya
—M(a)!

— X = M(a)"'Y.

2¢ cas. Si a = 0 alors I'inverse de M(a) = M(0) = I, est égal a I;' =1,.
Conclusion. On remarque que 'expression de M (a)~! trouvée dans le 1°F cas est égale a Iy si a = 0,
ce qui est cohérent avec le résultat du 2° cas. Finalement, on obtient dans tous les cas :

l—-a —a —a —a
1 —a 1l—a —a —a

1 -1_
VCLER\{4}, M (a) - 4 —a l—a —a
—-a —a —a 1-—a

3. Soit (a,b) € R*. Montrer que M(a)M(b) = M(c) ot ¢ est un réel a exprimer en fonction de a et b.

» On a:
1—-3a a a a 1-3b b b b
a 1—3a a a b 1-3b b b
M{(a)M(b) = a a 1—3a a b b 1-3b b
a a a 1—3a b b b 1-3b
xrcceec
| czxcc X x=(1—-3a)(1—3b)+3ab=1—3a—3b+ 12ab
| ccxe o ¢ = a(l —3b) +b(1 — 3a) + 2ab = |a + b — 4ab|
cccecx

=|M(c)| carl—3c=1—-3(a+b—4ab)=1—-3a —3b+ 12ab = x.

4. Retrouver le résultats des questions 1 et 2 a l'aide du résultat de la question précédente.

» Sia=1/4alors a+b— 4ab = a = 1/4 pour tout b € R. Par conséquent, on obtient d’aprés le
résultat de la question précédente que :

VbeR, M(LHM(®b) = M().

Si M(3) est inversible, on en déduit que M (b) = I, pour tout b € R (en multipliant de chaque coté
de 'égalité par M (%)_1) ce qui est absurde (par exemple pour n’importe quelle valeur b # 0). Donc
M (a) n’est pas inversible pour a = 1/4.

Sia#1/4 alors :

—a

a+b—4ab=0 <= (1—4a)b=—a < b= .
N—— 1—4a
#0

Par conséquent, on obtient d’apreés le résultat de la question précédente que :

—a
1—4a

M(a)M( 7 > = M(0) =1, et par symétrie M(

— M(a) = 14.
1—4a

BCPST1A lycée Hoche 2019-2010 71 sur 149 Sébastien Godillon



On en déduit que | M (a) est inversible pour tout a € R\ {1} et que :

M(a)* :M( —f )

1—4a
(1—-a)/(1—4a) —a/(1l—4a) —a/(1 —4a) —a/(1 —4a)
—af(l1—4a) (1—a)/(1—4a) —a/(1—4a) —a/(1 —4a)
—a/(1 —4a) —af/(l—4a) (1—a)/(1 —4a) —a/(1—4a)
—a/(1 — 4a) —a/(1 — 4a) —a/(1—4a) (1—a)/(1—4a)
(1—-a)/(1—4a) —a/(1l—4a) —a/(1 — 4a) —a/(1 — 4a)
( ) ( (
( ( ) (
( ( ( )

_ —a/(1—4a) (1—a)/(1—4a) —a/(1—4a) —a/(1 — 4a)
—a/(1 — 4a) —a/(1—4a) (1—a)/(1—4a) —a/(1—4a)
—a/(1 —4a) —a/(1 —4a) —a/(1—4a) (1—a)/(1—4a)
l-a —a —-a -—a
1 —a 1l—a —a —a
|1—4a| -a —a 1—a —a
—a —a —a l—a

Exercice 2
On considére la fonction [ : x > cos (Jx). Justifier que f admet des primitives sur son ensemble de
définition et calculer ces primitives & l'aide du changement de variable x = 1°.

» La fonction f est définie et continue sur l'intervalle R comme composée de fonctions usuelles. Donc
’ f admet une infinité de primitives sur R‘ d’apreés le théoréme fondamental de ’analyse. Soit F' I'unique
primitive de f sur R qui s’annule en 0. Alors on a pour tout t € R :

F(t):/otf(x)dx:/otcos (V7) de.

On pose le changement de variable y = ¥z = 2'/3 <= 2 =9% = p(y). On a :

— la fonction ¢ : y — 3® est continue et dérivable sur R et sa dérivée ¢ : y — 3y? est continue,
— 0(0) =0 et p(Vt) = (t1/3)3 =1,

_dx _ de(y) _

dy = dy
On peut donc appliquer le théoréme de changement de variable dans une intégrale et on obtient :

¢'(y) = 3y? donc dz = 3y*dy.

‘ Vérifiez précisément toutes les hypothéses d’un théoréme avant de ’appliquer!

a a
F(t) :/ cos(y)3y2dy:3/ cos(y) y* dy par linéarité de I'intégrale.
=u/(y) =v(y)
On calcule cette intégrale par intégration par parties en posant u/(y) = cos(y) et v(y) = y?. Les fonctions
u:y +— sin(y) et v : y — y? sont continues sur R et leurs dérivées v’ : ¢t — cos(y) et v’ : y — 2y sont
continues. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration par parties et on obtient :

I
F(t) =3 / o (y)o(y)dy

=3 ([u@)v(y)} . %uw)v'(y)dy)

=3 ([sin(y}yQ]j/z — /O%Sin(y)dey>

2 Vi
= 3sin <%> (%) —0— 6/ sin(y) y dy par linéarité de 'intégrale.

=u/(y) =v(y)
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De méme, on calcule cette intégrale par intégration par parties en posant u'(y) = sin(y) et v(y) = y. Les
fonctions u : y — —cos(y) et v : y — y sont continues sur R et leurs dérivées u' : y — sin(y) et v’ : y — 1
sont continues. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration par parties et on obtient :

F(t) = 3sin (\%) (\%)2 -6 <[ - cos(y)y] v — /o% - cos(y)dy)

0

2 Vi
= 3sin (\3/% ( ) + 6 cos (%) Vt—0-— 6/ cos(y)dy par linéarité de l'intégrale
0

)
— 3sin (%)
)

Vit
3 2 3 3 . % . . .y

(\/Z) + 6 cos (\/Z) Vit —6 [sm(y)} en reconnaissant une primitive usuelle
Vit

:3sin(\3/¥ < )2+6cos<\3/¥>\3/¥—631n \%)—1—0.

On en déduit que les primitives de f sont de la forme :

x — 3sin (V) (\3/5)2 + 6 cos (V/z) ¥/x — 6sin (¥/z) + C| ou C est une constante quelconque.

Probléme 2

Ce probleme propose de résoudre quelques équations différentielles. Chaque partie est donc indépendante

des autres.

1. Une équation différentielle presque linéaire d’ordre 1
Dans cette partie, on considére I’équation différentielle suivante :

(a)

(b)

vz eR, f'()+ f(-2) =2 (£1)

Soit f une solution de (Ey). Justifier que f est deux fois dérivable sur R et montrer que f est
solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.

» La fonction f est dérivable sur R comme solution de (E;). De plus :
Vr eR, f(x) =2~ f(-x).

Donc f’ est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables sur R. On en
déduit que ‘ f est deux fois dérivables sur R ‘ On a:

Ve eR, [f"(z)=2r—(—f(-2)) =20+ f(-2) =20+ (—2)*— f(—(—2)) = 2z + 2* — f(z).

On reconnait bien une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants :

Ve e R, |f"(z)+ f(z) =2z + 27|

Résoudre ’équation différentielle obtenue a la question précédente.

» On commence par résoudre I’équation différentielle linéaire homogéne f” + f = 0 associée a
I’équation différentielle obtenue a la question précédente. On reconnait une équation différen-
tielle linéaire homogeéne d’ordre 2 & coefficients constants. Son équation caractéristique 72+1 = 0
admet deux solutions complexes conjuguées : a + i =i et « — i = —i, donc a =0 et g = 1.
On en déduit que les solutions de I'équation différentielle linéaire homogéne f” + f = 0 sont de
la forme :

fu:x— e (Acos(fx) + Bsin(fz)) = Acos(z) + Bsin(z)

ol (4, B) € R? sont deux constantes quelconques. Ensuite, on cherche une solution particuliére
de I’équation différentielle obtenue a la question précédente de la forme :

fe:xax® +br+c o (a,bc) € R
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La fonction fp est deux fois dérivable sur R comme fonction polynomiale et :

/ —
vz € R, {fa(a:) = 2ar +b
b(x) = 2a.

En réinjectant dans I’équation différentielle obtenue a la question précédente, on obtient :
Vo € R, 2a-+ax®+br+c=2z+2°
En identifiant les coefficients de deux polynémes, on en déduit que :

a=1
=2
20+c=0 < c= —2a = 2.

Donc fp : @+ 22 + 22 — 2 est une solution particuliére de I’équation différentielle obtenue a la
question précédente. D’aprés le principe de superposition, on en déduit que toutes les solutions
de I’équation différentielle obtenue a la question précédente sont de la forme :

f o fulx) + fp(x) = Acos(z) + Bsin(x) + 2 + 2r — 2

ol (A, B) € R? sont deux constantes quelconques.

(c) En déduire que les solutions de (Ey) sont de la forme f: x> A(cos(x) — sin(x)) + 22 + 22 — 2
ou A € R est une constante quelconque.
>

Attention & bien comprendre la logique du raisonnement. A la question 1(a),
on a montré que les solutions de (E;) sont solutions d’une équation diffé-
rentielle qu’on a résolue a la question précédente. Mais on ne sait pas si la
réciproque est vraie ! Certaines solutions obtenues a la question précédente
peuvent ne pas étre des solutions de (E7).

Soit f une solution de (E7). D’aprés les résultats précédents, f est de la forme :
f:a s Acos(z) + Bsin(x) + 2° + 2z — 2

ol (A, B) € R? sont deux constantes fixées. La fonction f est dérivable sur R comme somme
de fonctions dérivables sur R et :

Ve e R, f'(zr)=—Asin(z)+ Bcos(z) + 2z + 2.
En réinjectant dans (FE;), on obtient :
Vo € R, 2= —Asin(z) + Bcos(z) + 2x + 2 + Acos(—z) + Bsin(—z) + (—z)* + 2(—z) — 2
= —Asin(z) + Bcos(x) + 2z + 2 + Acos(x) — Bsin(x) + 2* — 2z — 2
= (A+ B)(cos(z) — sin(z)) + 2.
Donc (A+ B) ( cos(x) — sin(:v)) = 0 pour tout € R. En particulier pour = 0, on obtient que

A+ B = 0 donc que B = —A. Finalement, on en déduit que les solutions de (E;) sont de la
forme :

frx— Acos(z) —sin(z)) + 27 + 22 — 2

ou A € R est une constante quelconque.

On vient donc de démontrer que [’ensemble des solutions de (E1) est inclus
dans ’ensemble des fonctions de cette forme. On peut aussi vérifier l'inclu-
sion réciproque (mais ce n'est pas demandé dans l’énoncé), c’est-a-dire que
toute fonction de cette forme est bien solution de (Ey). On a donc trouvé
toutes les solutions de (E1 ).
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2. Une équation intégrale
Dans cette partie, on considére I’équation intégrale suivante :

VeeR, f(z)+ /Oac fdt =1 (Es)

ot la fonction inconnue [ est supposée continue sur R.

(a) Soit f une solution de (Es). Calculer f(0).
» On a:

f(O)—i—/O f(t)dt =1 donc |[f(0)=1|

—_——
=0

(b) Soit f une solution de (Es). Justifier que f est dérivable sur R et montrer que f est solution
d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

» On a:

Ve eR, flz)=1- /xf(t)dt.

Or la fonction z — [ f(t)dt est dérivable sur R comme étant égale & I'unique primitive de f

qui s’annule en 0. Donc ‘ f est dérivable sur R‘ comme somme de fonctions dérivables sur R. De
plus :

VeeR, f(z)=0-— f(x).

On reconnait bien une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants :

f+f=0]|

(c) En déduire les solutions de (E3).

» Puisque l'équation différentielle obtenue a la question précédente est linéaire homogéne
d’ordre 1 & coefficients constants, ses solutions sont de la forme :

fro—= e

ol A € R est une constante quelconque. Ainsi, d’apreés les résultats précédents, si f est solution
de (E,) alors f est de la forme f: 2 — Ae™® ou A € R est une constante fixée, et f(0) = 1. En
particulier pour x = 0, on obtient que A = 1. On en déduit que f : = — e™* est la seule solution

possible de (Es). Or :

VieR, e* +/ e ldt =e " + [ — e*t} =e "+ (—e"+e?) =1
0 0

Par conséquent, | f : z +— e est la seule solution de (Es)|.

xT

N’oubliez pas de vérifier que f : x — e % est bien solution de (Es). Sans
cette vérification, on a seulement démontré que si f est solution de (Es)
alors f est de la forme [ : x +— e~ mais on n’aurait pas prouvé limplication
TECIPTOqUE.

3. Une équation différentielle non linéaire
Dans cette partie, on cherche les solutions qui ne s’annulent pas de l’équation différentielle suivante :

Ve eR, [f'(z)=f(2)"+ f(z) (£3)

BCPST1A lycée Hoche 2019-2010 75 sur 149 Sébastien Godillon



(a) Soit f une solution de (E5) qui ne s’annule pas. Justifier que g : x +— 1/f(x) est dérivable
sur R et montrer que g est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants.

» La fonction f est dérivable sur R comme solution de (FE3). Donc ‘ g est dérivable sur R ‘ comme
inverse d’une fonction dérivable sur R qui ne s’annule pas. On a :
1 —9'(2)
VreR, f(z)=— et fl(z)= .
@ =5 ot f)

En réinjectant dans (FE3), on obtient :
—9'(x) ( 1 )2 1 1+4g(2)
VeeR, ———=(—+] + = :
g(x)? g(x) glx) — g(z)?

Aprés simplification, on reconnait bien une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients
constants :

Ve eR, |¢(z)+g(x)=-1|

(b) Résoudre l’équation différentielle obtenue a la question précédente.
» On commence par résoudre I’équation différentielle linéaire homogéne ¢’ + g = 0 associée a
I’équation différentielle obtenue a la question précédente. On reconnait une équation différen-
tielle linéaire homogeéne d’ordre 1 a coefficients constants. Ses solutions sont de la forme :

gu:r =X ”

ou A € R est une constante quelconque. Ensuite, on remarque que gp : x +— —1 est une solution
particuliere de I’équation différentielle obtenue & la question précédente. D’aprés le principe
de superposition, on en déduit que toutes les solutions de 1’équation différentielle obtenue & la
question précédente sont de la forme :

g:x— gu(x) +gp(r) = —1

ol A € R est une constante quelconque.

(c) En déduire que les solutions de (E3) qui ne s’annulent pas sont de la forme f : x — e* /(A — ")
ou A € R_ est une constante négative quelconque.

» Soit f une solution de (F3) qui ne s’annule pas. D’aprés les résultats précédents, f est de la

forme : ] ] -
= - _° ol A € R est une constante fixée.
glx) Ae*—1 AN—e®

frx—

Attention a bien comprendre la logique du raisonnement. On a montré que les
solutions de (E3) sont de cette forme. Mais on ne sait pas si la réciproque est
vraie ! Certaines fonctions de cette forme peuvent ne pas étre des solutions

Puisque f est définie sur R, son dénominateur ne s’annule pas. Or :
A—e"=0 << "=\

Par conséquent, si A > 0 alors cette équation admet pour solution x = In(\) donc le dénomi-
nateur de f s’annule et f n’est pas définie en z = In(\) ce qui est absurde. On en déduit que
A <0 (donc A — €® < 0 pour tout x € R). Finalement, les solutions de (E3) sont de la forme :

T

A —e*

fix— ou A € R_ est une constante négative quelconque|.
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On vient de démontrer que [’ensemble des solutions de (E3) est inclus dans
l’ensemble des fonctions de cette forme. On peut aussi vérifier linclusion
réciproque (mais ce n’est pas demandé dans l’énoncé), c’est-a-dire que toute
fonction de cette forme est bien solution de (E3). On a donc trouvé toutes
les solutions de (E3).

4. Un systéme d’équations différentielles
Dans cette partie, on considére le systéeme d’équations différentielles suivant :

(1) = 3x(t) — y(1
wER L0 D ont <4 -

(a) Soit (x,y) un couple de solutions de (Ey4). Justifier que x est deux fois dérivable sur R et montrer
que x est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.

» Les fonctions = et y sont dérivables sur R comme solutions de (Fy). De plus :
Vi e R, 2'(t) =3xz(t) — y(t).

Donc ' est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R. On en déduit que
|2 est deux fois dérivable sur R|. On a & I'aide de la premiére équation de (Ej) :

VieR, y(t)=3x(t)—2'(t) et y'(t)=32"(t) —2"(¢).
En réinjectant dans la deuxiéme équation de (FEj), on obtient que :
VieR, 32'(t) —2"(t) = 2x(t) + 3x(t) — 2'(¢).

On reconnait bien une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants :

VieR, |2"(t) —42'(t) +5z(t) =0

(b) Résoudre l’équation différentielle obtenue a la question précédente.
» On reconnait une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & coefficients constants.
Son équation caractéristique 2 — 4r + 5 = 0 a pour discriminant A = —4 < 0 et admet deux
solutions complexes conjuguées : a +if =241 et a —if =2 —14, donca=2et §=1. On en
déduit que toutes les solutions de I’équation différentielle obtenue a la question précédente sont
de la forme :

x:t s e (Acos(Bt) + Bsin(Bt)) = e* (Acos(t) + Bsin(t))

ou (A, B) € R? sont deux constantes quelconques.

(¢) En déduire que les couples de solutions de (E;) sont de la forme x : t — Ae? cos(t) + Be? sin(t)
ety :t— (A— B)e* cos(t) + (A+ B)e? sin(t) ou (A, B) € R? sont des constantes quelconques.
» Soit (z,y) un couple de solutions de (Fy). D’aprés les résultats précédents, x est de la forme :

x:t s e (Acos(t) + Bsin(t)) = Ae* cos(t) + Be* sin(t)

ol (A, B) € R? sont deux constantes fixées. La fonction z est dérivable sur R comme somme et
produit de fonctions dérivables sur R et :

Vt €R, 2'(t) = 24e* cos(t) — Ae* sin(t) + 2Be* sin(t) + Be* cos(t)
= (24 + B)e* cos(t) + (—A + 2B)e* sin(t).
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En réinjectant dans la premiére équation de (Fy), on obtient :

VieR, y(t)=3x(t) —2'(t)
= 3Ae* cos(t) + 3Be* sin(t) — (2A + B)e* cos(t) — (—A + 2B)e* sin(t)
= (A — B)e* cos(t) + (A + B)e* sin(t).

Finalement, on en déduit que les couples de solutions de (Ej,) sont de la forme :

‘x :t— Ae* cos(t) + Be* sin(t) ‘ et ‘y t s (A — B)e* cos(t) + (A + B)e* sin(t) ‘

ou (A, B) € R? sont des constantes quelconques.

On vient de démontrer que [’ensemble des couples de solutions de (E,) est
inclus dans ’ensemble des couples de fonctions de cette forme. On peut aussi
vérifier linclusion réciproque (mais ce n’est pas demandé dans l'énoncé),
c’est-a-dire que tout couple de fonctions de cette forme est bien solution de
(Ey). On a donc trouvé toutes les solutions de (Ey).
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DS n°5 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme A - Géométrie

Dans tout ce probléme, on se place dans un plan affine & muni d’un repére orthonormé (O, i, j ).
Pour tout cercle € de centre C' et de rayon R, on appelle puissance d’un point M par rapport a € le
réel :

p(M) =CM?* — R*.

De plus, si €] et %> sont deux cercles non concentriques dont les puissances respectives sont notées p; et
P2, on appelle axe radical de %, et %5 '’ensemble :

A= {M € Z | pi(M) :P2(M)}-

Ce probléme propose d’étudier quelques propriétés de ces deux notions. Les quatre parties sont indé-
pendantes. Les questions des parties II et III peuvent étre traitées sans ’aide de coordonnées. Cependant,
il n’est pas interdit d’en introduire (c’est méme conseillé si on ne sait pas faire autrement). On indiquera
alors précisément les notations utilisées.

Partie I - Etude d’un exemple

Dans cette partie, on considére trois exemples de cercles : le cercle 4) de centre C1(2,2) et de rayon
Ry = 3, le cercle 6, de diamétre [Dy D5] dont les extrémités ont pour coordonnées Dy(—2, —1) et D5(2, —1),
et le cercle €3 d’équation cartésienne 22 + y? + 6x — 2y + 9 = 0. On note respectivement p;, ps et ps les
puissances par rapport a 61, €2 et ¢5. Enfin, on note A, 'axe radical de 67 et 63, Ay 3 I'axe radical de
6 et €5, et Ay 3 'axe radical de €, et 6.

1. Calculer la puissance du point M(1, 1) par rapport a %;.
2. (a) Déterminer les coordonnées du centre Cy et le rayon Ry de %5. De méme pour %s.
(b) En déduire les valeurs de po(M) et ps(M) ou M est le point de coordonnées M(1,1).

3. Montrer qu'une équation cartésienne de A; 5 est 2z 4+ 3y — 1= 0.
4. (a) Déterminer une équation cartésienne de %;. De méme pour %5.
(b) Montrer que % et %, s’intersectent en deux points A et B dont on déterminera les coordonnées.
¢) Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB). Que remarque-t-on ? Est-ce surprenant ?
5. (a) Les cercles %) et €3 s’intersectent-ils 7
(b) Déterminer une équation cartésienne de Ay 3.
6. (a) Montrer que Ay et Ay 3 se coupent au point de coordonnées I'(—15, 12).
(b) Démontrer que les axes radicaux Aj 2, Ay 3 et Ay 3 sont concourants.
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Partie II - Calcul de la puissance d’un point par rapport & un cercle

Dans cette partie, on fixe un cercle € de centre C' et de rayon R. Pour tout point M, on note p(M) la
puissance de M par rapport a % .

7. Que vaut p(M) si M est un point appartenant a € ?

8. Dans cette question, on considére un point M n’appartenant pas a % et une droite & issue de M
qui intersecte € en deux points A et B distincts. On note A’ le point diamétralement opposé a A.

— —
(a) Montrer que p(M) = MA.MA'.
— = — —
(b) Justifier que BA et BA’ sont orthogonaux et en déduire que M A.BA" = 0.

(c¢) Déduire des résultats précédents que p(M) = MA x MB si M est a lextérieur du disque
délimité par € et p(M) = —M A x M B sinon.

Partie III - Construction de ’axe radical

Dans cette partie, on fixe deux cercles non concentriques 67 et %, de centres respectifs C; # Cs et de
rayons respectifs Ry et Ry. Pour tout point M, on note respectivement py (M) et po(M) les puissances de
M par rapport a é; et 6. Enfin, on note A, 5 I'axe radical de & et %5.

9. On note [ le milieu du segment [C;C5] et on fixe M € Z.
. . gl 2 2
(a) Montrer que M € A si et seulement si C1Cy. /M = (R} — R3)/2.

(b) Trouver deux réels u; et s tels que le barycentre G de (Cy, py) et (Ca, po) appartienne & Ay ».
On choisira les poids p1 et pus afin que py + po = 2C1C% et on les exprimera en fonction de

p1(Ca), p2(Ch), Ry et Ry.
(c) En déduire que A; 5 est une droite dont on précisera un point et un vecteur normal.
10. Déterminer A, 5 dans le cas ol 47 et 65 s’intersectent en deux points A et B distincts.

11. On note Z et &’ les deux tangentes communes a %, et 5. On note respectivement 7} et 15 les points
de tangence de Z avec 6 et €». De plus, on note J le milieu du segment [1775].

(a) Justifier que J € A .

(b) En déduire une maniére de construire 'axe radical A 5.

Partie IV - Centre radical

Dans cette partie, on fixe trois cercles %, %> et %3 de centres respectifs C7, Cy et C3 et de rayons
respectifs Ry, Ry et R3. On suppose que les trois centres ne sont pas alignés et on note C4(ay, by ), Ca(asg, by)
et Cs(as, bs) leurs coordonnées. Enfin, on note A, 5 I'axe radical de €] et 62, A3 l'axe radical de % et
©3, et Ay 3 'axe radical de 63 et 65.

12. (a) Montrer qu'une équation cartésienne de A; 5 est :
Ao (ag — ap)z + (be — b))y + Kip=0

N (2 12 2 2 12 2
(b) Montrer qu’étudier 'intersection de A; 9, Ay 3 et Ay 3 revient a résoudre un systéme linéaire (.5)
de trois équations a deux inconnues. On écrira ce systéme sous forme matricielle.

(c) Justifier que le systéme linéaire (S) obtenu a la question précédente est équivalent au systéme
linéaire (') formé des deux premiéres équations de (.5).

(d) Conclure que les axes radicaux Ay, A3 et Ay sont concourants. Les coordonnées du point
de concourance ne sont pas demandées.

Le point de concourance des trois axes radicaux est appelé le centre radical de %}, %3 et 65.
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Probléme B : étude de suites

1 1 1
+ + ...+
z+1 x+2 rT+n

L’objectif du probléme est d’étudier les solutions de ces équations.
A cet effet, on introduit la fonction f,,, de la variable réelle x définie par :

falz) = <Z$ik) -1

k=0

1
Pour tout entier n > 1, on définit I’équation (E,) par : — +
x

1. Etude d’un cas particulier.
Pour cette question seulement, on prend n = 1.

(a) Donner le domaine de définition de f;, dresser le tableau de variations de fi.
(b) Résoudre I'équation (E}).
2. Dénombrement des solutions de (FE,).
On fixe un entier naturel n > 1.

(a) Donner le domaine de définition de la fonction f,.

(b) On suppose dans cette question n = 5. Dresser le tableau de variations complet de f, sur R.
On placera également les différentes limites.

(c) Faire de méme pour f, avec n quelconque. On donnera le tableau avec une bréve justification.
(d) En déduire que (E,) a exactement n + 1 solutions réelles.
3. Informatique.

(a) Ecrire une fonction Python fonction_n(n,x) qui prend en argument un entier naturel n > 1,
un réel x dans le domaine de Dy, et qui renvoie la valeur f,(x).

Dans la suite, on supposera que la fonction fonction_n est définie.

(b) On considére la fonction suivante :

def precision(n,d)

a = -1
b=20
while (b-a)> d :
c = (a+b)/2
if fonction_n(n,c) > 0 :
a=c
else :
b=c

return [a,b]

i. Ecrire la valeur de retour de l'instruction fonction_n(2,1/4).

ii. Modifier le code précédent pour que la valeur de retour soit une liste [a, b] vérifiant |b—a| < d
et —2<a<b<-1.

(c) On aimerait écrire une fonction approx_sol(n,d) qui prend en argument un entier n > 1
et un réel strictement positif d et qui renvoie une liste de listes de réels L ou pour tout k& €
{0,1,...,n—1} laliste L[k] est de la forme [ay, bx] avec |by—ay| < det k—n < ap < by < k—n+1.
On propose le pseudo-code pour la fonction approx_sol :
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approx_sol(n,d)

initialiser debut & [-n,-n+1,...,-1]
initialiser fin & [-n,-n+1,...,0]
ecart = 1

tant que ecart > d:
pour tout 0<=k<=(n-1)
poser ¢ = (debut[k]+fin[k])/2
si fonction_n(x)>0 :
debut [k] =
sinon :
finl[k] =
retourner [[debut([k],fin[k]] pour k parcourant {0,...,n-1}]

i. Traduire en Python le pseudo-code précédent.

ii. A quoi correspond la valeur de retour de approx_sol?

4. Des inégalités utiles.

(a) Démontrer que pour tout réel z > 1

Hl*—‘
I/\/—\
WD—‘H

\_/

H

|

p_\

On pourra remarquer que : V¢ € [x — 1, z] %

(b) Soit # > 0. En remarquant que

établir que :

n 1
fala) =+ 1< (14 2) < fule) - ——
puis que
1 1
111(1—0—2)4- —1gfn(x)§1n<1+@)+——1.
T r+n iy T

5. Equivalent de la plus grande des solutions quand n tend vers +oo.
Pour tout n > 1, on note z,, la plus grande des solutions de (E,,).

(a) Expliciter z; puis montrer que pour tout n > 1,ona: 1 < z, < 2n. On rappelle que ln(%) < 0,41
et que In(3) > 1.

(b) Ecrire une fonction approx_x(n,d) qui prend en argument un entier n > 1 un réel d > 0 et qui
renvoie une liste de deux réels [a, b] vérifiant a <z, < bet |b—a| < d.

1 1
(¢) Montrer que pour tout n > 1, ona:1—— <lIn (14—2) <1- .
Ty Ty +N

(d) Montrer que pour tout n € N* : x,, >

(e) Montrer que les suites (z,),>1 et (ln (1 + E)) admettent des limites (finies ou infinies)
n>1

et les calculer.

(f) Prouver enfin l'existence d’un réel 6, que 'on explicitera vérifiant : x,, ~ ¢&-n.
n—-+0o
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Corrigé du DS n°5 de mathématiques
et d’informatique

Probléme A - Géomeétrie

Dans tout ce probléme, on se place dans un plan affine & muni d’un repére orthonormé (O,
Pour tout cercle € de centre C' et de rayon R, on appelle puissance d’un point M par rapport
réel :

- =
i, 7).
a6 1

[&

p(M) =CM?* — R%
De plus, si € et €5 sont deux cercles non concentriques dont les puissances respectives sont notées py et
pa, on appelle axe radical de €, et G5 'ensemble :

Apg={Me 2| pi(M)=py(M)}.

Ce probleme propose d’étudier quelques propriétés de ces deuxr notions. Les quatre parties sont indé-
pendantes. Les questions des parties II et III peuvent étre traitées sans [’aide de coordonnées. Cependant,
il n’est pas interdit d’en introduire (c’est méme conseillé si on ne sait pas faire autrement). On indiquera
alors précisément les notations utilisées.

Partie I - Etude d’un exemple

Dans cette partie, on considére trois exemples de cercles : le cercle €, de centre C1(2,2) et de rayon
Ry = 3, le cercle €5 de diamétre [ Dy D5 dont les extrémités ont pour coordonnées Dy(—2, —1) et D)(2, —1),
et le cercle €3 d’équation cartésienne x* + y? + 6x — 2y + 9 = 0. On note respectivement pi, py et ps les
puissances par rapport a €1, Ga et 5. Enfin, on note Ay o l'axe radical de €, et G2, A3 Uaze radical de
G et €5, et Ngs lazve radical de 65 et 6s.

1. Calculer la puissance du point M(1,1) par rapport a 6.
» On a:

2
(M) =CiM? — R? = HClM P = (1-2% 4 (1-22-9=[=7|

2. (a) Déterminer les coordonnées du centre Cy et le rayon Ry de €. De méme pour €.
» Le centre Cy de %3 est le milieu du diamétre [DyD)]. Ses coordonnées sont donc égales a la
moyenne des coordonnées de Dy et D). D’oit :

—2+2 -1+ (-1)
C'2< 5 =0, 5 = 1).

Le rayon Ry de %5 est égal a la moitié du diameétre, donc :

Ry = 50,04 = 5 |2l = SV (2F+ - DR =[2)

L’équation cartésienne de @3 peut s’écrire sous la forme :

2+ 4+ 6x—2y+9=0
> (2® +62) + (y* —2y) = —9
= (z+3)° -9+ (y—1)—1=-9
= (r+3)72+(y—-1)>=1%

On reconnait donc le cercle de centre | C3(—3,1) | et de rayon .
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(b) En déduire les valeurs de pa(M) et ps(M) ou M est le point de coordonnées M(1,1).
» On a d’aprés les résultats de la question précédente :

2
po(M) = CoM? — R = HCQ—MH 2 (1- 02+ (1— (1) —d=
ot ps(M)=CsM? — R = H(ZI\?W S 2= (11— (=3)2+ (1 -1 —1=[15]

3. Montrer qu’une équation cartésienne de Ao est 2oz + 3y — 1= 0.
» Par définition de I’axe radical, un point M (z,y) appartient a A; 5 si et seulement si :

p1(M) = py(M) <= C\M? — R} = C,M? — R,
— 2 — 12
— HC’lMH —32:HC’2MH — 22
= (-2 +(y-27-9=(2 -0+ (y—(-1))° -4
= 2?4+ —dr—dy—1=2>+y*+2y—3
— —dr+(—4-2)y+(-1+3)=0
<— —4dr—6y+2=0
<:>’2:L‘+3y—120‘.

4. (a) Déterminer une équation cartésienne de €. De méme pour 6.
» On a:

G (=274 (y—20°=3 = |2+ —dv—4y—-1=0|

Et d’aprés les résultats de la question 2(a), on obtient :

G (r—0P+y—(-1)?=2" &= |22 +y*+2y—3=0|

(b) Montrer que €, et €, s’intersectent en deux points A et B dont on déterminera les coordonnées.

» D’apreés les résultats de la question 3(a), un point M (x, y) appartient & 41N %5 si et seulement
si:

2ty —dr—dy—1=0 (E)
P+ +2y—3=0 (E)

Attention, ce n’est pas un systéme linéaire ! Evoquer la méthode du pivot de
Gauss pour sa résolution est donc incorrect.

L’opération (E;) — (F>) donne :
1

3
—4x—6y+2:O<:>:c:—§y+§. (E)

En reportant dans I’équation (E,), on obtient :

31\ 9 3 1

——y+= 2y — 3 = 1)y oy +2 - -3) =

(2y+2) +y +2y—3 0<:>(4+ )y+<2y+)+(4 3)
— 132 +2y— 11 =0.

On obtient une équation du second degré qui admet —1 comme racine évidente. On peut donc
factoriser le polyndome du second degré par (y — (—1)) = (y+ 1) :

13y° +2y — 11 =0 <= (y+1)(13y — 11) =0
11

< y=—-1 ou y:1_3'
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Pensez a utiliser les racines évidentes pour aller plus vite qu’un calcul de
discriminant. Ici, on obtiendrait : A = 2% —4 x 13 x (—11) = 576 = 242

En reportant ces solutions dans I’équation (E), on obtient :

3 1 { 34l 9siy=—1
=5yt 5= 33, 13 10 . 11
202 |t m=—nmsiv=15

Finalement, on a bien montré que ’(51 et %5 s’intersectent en deux points| qui ont pour coor-

données | A(2,—1) |et | B(—13, 13) |

(c) Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB). Que remarque-t-on ? Est-ce surprenant ¢
» La droite (AB) est dirigée par le vecteur :

_10_ 36 -3
Agz( 13 >:( 13):2(
%+1 % 13 2

. 2
qui est orthogonal au vecteur W= ( ) car :

3
36 24 —72 4+ 32
A7 = -2 oy 22 g 252
e TR AT R 13 0

On en déduit qu'une équation cartésienne de (AB) est de la forme 2z 4+ 3y +c=0ouc € R
est une constante. Puisque (AB) passe par A(2, —1), on obtient :

2x243%x(-1)+¢c=0 <<= ¢c=—-4+3=—-1

Par conséquent, une équation cartésienne de (AB) est ‘ 2z + 3y — 1 = 0|. D’apres le résultat de la

question 3, on remarque que |la droite (AB) est confondue avec ’axe radical Ay | Ce résultat

n’est pas surprenant car p;(A) = 0 = py(A) (puisque A € 61 N%, donc C1A = Ry et CoA = Ry)

donc | A € Ay 5| par définition de I'axe radical, et de méme | B € A; 5 |.
5. (a) Les cercles €, et €5 s’intersectent-ils ¢

» On raisonne comme a la question 4(a) : un point M (x,y) appartient a 6, N %3 si et seulement
si:

P4yt —dr—4dy—1=0 ()
22+ y?+6x—2y+9=0 (E3)

L’opération (E3) — (F4) donne :
10z 4+2y+10=0 < y = —b5x — 5. (E")
En reportant dans I’équation (E;), on obtient :
2+ (=br—5)" —dr —4(—5x—5) —1=0
— (1+25)2" + (50 —4+20)z + (25 +20— 1) =0

“— 2622 + 662 + 44 =0
< 1322+ 332+ 22 = 0.

On obtient une équation du second degré de discriminant :
A" =33% — 4 x 13 x 22 = 1089 — 1144 = —55 < 0.

Cette équation n’admet donc pas de solutions. On en déduit que 61 N 63 = 0, autrement dit
%, et €5 ne s’intersectent pas|.
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(b) Déterminer une équation cartésienne de Aq 3.
» On raisonne comme a la question 3(b) : un point M (z,y) appartient a A 3 si et seulement

si:
pi(M) =p3s(M) <= CM? — R} = CsM?* — R
—2 — 512
= HClM —32= HCgM —1?
= (-22+@y—-2°-9=(—(-3)*+@y—-17*-1
= 2ty —do—dy—1=2"+y* + 62 —2y+9
— (4-6)z+(-4+2)y+(-1-9)=0
— —10z—-2y—10=0
= [br+y+5=0]|
6. (a) Montrer que A5 et Ay3 se coupent au point de coordonnées F(—}—g, }—g)

» D’aprés les résultats des questions 3(b) et 5(b), un point M (z,y) appartient & Ay N Ay 3 si

et seulement si :
204+3y—1=0 — 23 z\ (1
br+y+5=0 51 y) \-5)°

Ayez le réflexe d’écrire les systémes linéaires sous forme matricielle pour
aller plus vite dans leur résolution. En particulier pour les systemes de deux
équations a deuz inconnues pour lesquels on peut utiliser le déterminant.

det(gzl))):2><1—5><3:—137é0.

Donc le systéme linéaire admet une unique solution :

()-GH" ()-S5 (5)-2:(5)-(F)

On en déduit que | A5 et A; 3 se coupent en un point | qui a pour coordonnées F(—%, %) .

(b) Démontrer que les axes radicauxr Ay 2, Ay 3 et Ags sont concourants.
» On a d’aprés le résultat de la question précédente :
2 16 (15 2
pll) = a7 = 1 = |G 2= (<5 —0) + (B - -v) -4
B 162 4+ 282 — 4 x 132 _ 256+ 784 —676 _ 3064
- 132 B 169 169

2 2 2
et p3(T) = C3I% — R; = ‘(/Tﬁ —12:<—%—(—3)> +(%—1) —1

23 4+22 132 529+4-169 364
B 132 B 169 169
Puisque po(I") = p3(I'), on en déduit que I' € A, 3 par définition de I’axe radical. Par conséquent,

Aq 2, Ay 3 et Ay 3 se coupent au point I', autrement dit | les axes radicaux A2, A3 et Ay 3 sont
concourants |.
364

Il est inutile de calculer py(T') (qui est aussi égale a {5 par définition de
Ao et Ay3). Par contre, une autre méthode possible consiste a déterminer
une équation cartésienne de Ay3 en raisonnant comme aux questions 4(b)
et 5(b), on obtient par exemple 3x — 2y + 6 = 0, puis 4 remarquer que les
coordonnées de I' vérifient bien cette équation.
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Partie II - Calcul de la puissance d’un point par rapport a un cercle

Dans cette partie, on fize un cercle € de centre C et de rayon R. Pour tout point M, on note p(M) la
puissance de M par rapport a € .

7. Que vaut p(M) si M est un point appartenant o € ?
» Si M appartient a € alors CM = R et donc p(M) = CM? — R*> =0/,

8. Dans cette question, on considére un point M n’appartenant pas a € et une droite & issue de M qui
intersecte € en deux points A et B distincts. On note A’ le point diamétralement opposé a A.

— —
(a) Montrer que p(M) = MA.MA'.
» On a:

mm = (W + CTZl) . (]\78 + C_’—Z') d’aprés la relation de Chasles
= (W + CT>4> : (m — (7)4) car C est le milieu de [AA]
= WM—& + g_fim — J\Téc_fq —674674 par bilinéarité du produit scalaire

=0
2 — 12
= Hm H — HC’A ‘ par symétrie du produit scalaire et par définition de la norme
= COM? — R* car [CA] est un rayon de ¢
= p(M).

Donc |p(M) = MAMA |

—  — — =

(b) Justifier que BA et BA" sont orthogonaux et en déduire que MA.BA" = 0.
L)En_gaisonnant comme & la question précédente en remplagant M par B, on obtient que
BA.BA" = p(B). Or p(B) = 0 d’aprés le résultat de la question 7 puisque B € €. On en déduit

—  — _— =
que | BA et BA’ sont orthogonaux | De plus, M A et BA sont colinéaires puisque M, A et B

— = —
sont alignés sur la droite 2. Donc M A et BA’ sont aussi orthogonaux, d’ou | MA.BA’ =0|.

. — S .
Géométriquement, BA et BA" sont orthogonaux car B appartient au cercle
€ de diametre [AA], donc le triangle ABA' est rectangle en B.

(¢) Déduire des résultats précédents que p(M) = MAXMB si M est a lextérieur du disque délimité
par € et p(M)=—MA x MB sinon.

» On a:

S —
p(M)=MA.MA" d’apres le résultat de la question 8(c)
—
— MA <J\ﬁ + BA’) d’aprés la relation de Chasles

\ ) _>
= MAMB+ MA.BA' par bilinéarité du produit scalaire
—_—

=0
AR
=MA.M d’apreés le résultat de la question précédente.

—
De plus, M A et MA sont col_ir_lgaires puisque M, A et B sont alignés sur la droite . Par
conséquent, le produit sclaire MA.M B est égal a —MA x MB si M € [AB] (donc si M est a
I'intérieur du disque délimité par €) et & M A x M B sinon. On en déduit que :

(M) = MA x MB si M est a 'extérieur du disque délimité par ¢
p | =M A x MB sinon.
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Partie III - Construction de ’axe radical

Dans cette partie, on fixe deux cercles non concentriques 6, et 65 de centres respectifs Cy # Cy et de
rayons respectifs Ry et Ry. Pour tout point M, on note respectivement p1(M) et po(M) les puissances de
M par rapport a 61 et 6. Enfin, on note Ay 5 l'axe radical de €1 et 65.

9. On note I le miliew du segment [C1Cy] et on fize M € 2.
; ; " Tf 2 2
(a) Montrer que M € Ay, si et seulement si C1Cy.IM = (R7 — R3)/2.
» On a:

Me Ay < pi(M)=p(M) par définition de I'axe radical

Ci1M?* — R? = C,M?* — R2  par définition de la puissance
2 —2
M| - ”6’2]\/[ — R R?

2 2
C’-ll} + IT/_;H — HC’-QI} + mH = R% — Rg d’apreés la relation de Chasles

2
= R? — R} car I est le milieu de [C1Cy]

1C\Cy + IM
2 — 2
) - (et )

= R? — R par propriété de la norme

——
20,C5.IM = R} — R aprés simplifications

2 —
- ||-1e:ch + Tai

[ A

2 2
LGy +21C,Ch TM —24C,C,. TM + || T

+ Hﬁi

11

ChCy IM = (R? — R2) /2|

(b) Trouver deuz réels py et po tels que le barycentre G de (Cy, 1) et (Ca, o) appartienne a Aq o.
On choisira les poids py et s afin que py + po = 2C1C% et on les exprimera en fonction de
pl(Cz), pg(C’l), Rl et RQ.

» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche (p1, pu2) € R? tels que G = bar ((C1, 1), (Ca, 12)) € A1 et pg + pg =
2C,C3. Puisque G € Ao, on a d’apreés le résultat de la question précédente appliqué a M = G :

G105 IC = (R? — R2)/2.
Oron a:

— —
(1 + Mg)fé = pu11Cy + poICy  par définition du barycentre

= _%Clc’; + 22010y car I est le milieu de [C1C5]

_
_ M12+ a2 C’—>102.

En réinjectant dans la premiére égalité, on obtient que :

Wk ~~ [ Mt = —p + pe || 5
R? — R; 2:CC’.I‘§:C’C.<—C’C):— C,C

2

Puisque p; + po = 2C1C3, on en déduit que :

T H1t e

(RY —R3)/2 = WQC@ = —m +p2 = 2(Rf — R3).

Par conséquent, on obtient le systéme linéaire suivant :

{ p1 + pg = 20,C2 — (1 1) (ul):( 2C,C? )
—pin + pip = 2(R} — R3) —11 H2 2(R - R3) )
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Ayez le réflexe d’écrire les systémes linéaires sous forme matricielle pour
aller plus vite dans leur résolution. En particulier pour les systemes de deux
équations a deux inconnues pour lesquels on peut utiliser le déterminant.

det(_lli)—lxl—(—l)xl—Q#O.

Donc le systéme linéaire admet une unique solution :

wm\ (11N 2003y _1(1-1 20,C2 [ C1CE— R? + R2
ne )\ =11 20R2—-R32)) 2\11 20R?—R%) )  \CiC2+R?—-R2 )"

Synthese. On pose :

p=pi(Co) + B3| et |po=pa(Ch) + Ri|

Puisque p;(Cy) = C1C% — R? et po(C) = C,C? — R32 par définition de la puissance, on obtient
bien que G = bar ((C1, 1), (Ca, 12)) € Ay et g + g = 2C;C3 d’apres les calculs de 'analyse.

(c) En déduire que Ay est une droite dont on précisera un point et un vecteur normal.

» Puisque G € A5 d’aprés le résultat de la question précédente, on a d’aprés le résultat de la
question 9(a) appliqué a M = G :

On en déduit que :

——
M e Ny < C,Co.IM = (R} — R3)/2 d’aprés le résultat de la question 9(a)
oy s
— C1C%. (1?(3 + GM) = (R? — R5)/2 d’aprés la relation de Chasles

— O0oIC +O10o.GM = (R? — R2)/2
———
=(R{—R3)/2

< Clcg.m = 0.

—— ——
Par conséquent, M appartient a Ay 5 si et seulement si GM est orthogonal a C';Cy. On reconnait

——
une |droite passant par G et de vecteur normal C7C5 |.

10. Déterminer Ay o dans le cas ot 61 et 6, s’intersectent en deux points A et B distincts.
» On a p1(A) =0 = pa(A) puisque A appartient a 6 et & 6> (d’aprés le résultat de la question 7).
Donc A € A, par définition de I’axe radical. De méme, B € A, 5 puisque B € 61 N %,. Or A; 5 est

une droite d’apreés le résultat de la question précédente. On en déduit que |Aq 5 est la droite (AB)

’passant par Aet B ‘

11. On note 9 et D' les deux tangentes communes a 61 et 2. On note respectivement Ty et Ty les points
de tangence de 9 avec €, et 6,. De plus, on note J le milieu du segment [11T5].

(a) Justifier que J € Ay .
» On a :
oI J = IT, + ITy car J = bar((Ty, 1), (T, 1))
= 1?; + ] il + I?; + Cgig d’aprés la relation de Chasles

GO L TC O

= O/ + 1C) + 105 +CT5
==
=2I1=T0

— O\T, + CoTh car I = bar((Ch, 1), (Ca, 1)).
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Par conséquent :

4 2.I—J> = (C&Ti + Tﬂé + TgC’g) % <C’1T; + C’ﬂg) d’aprés la relation de Chasles

Z% C1ﬁ-01ﬂ +C1T{-02742 + T17é-01ﬁ + T1742-02742 + TQC;-C1ﬂ + T2C2-02742
N 7 N ~~ >y N ~~ o N o N ~~ o

3
=||levTi | "=t =0 = _Gnan |G| s

Faites un petit schéma au brouillon pour savoir comment mener les calculs
afin de les simplifier (en reconnaissant des vecteurs orthogonauz et des rayons

de %1 et ng)

Puisque la droite = (T1T3) est tangente & 6, en 11, les vecteurs T} 22 et (4 I 1 sont orthogonaux,
donc T} 22.01 1 = 0. De méme, on a T} 2.0222 = 0. Finalement, on obtient que :

CiCyTJ =L (R2+0— R2) = (R — RY) /2.

On en déduit que | J € A; 5| d’aprés le résultat de la question 9(a).

Une autre méthode consiste a utiliser la définition de [’axe radical en calcu-
lant la puissance de J par rapport a ¢, et a 5. On a :

p(J)=CJ* - R =CJ* -1 =T, J?

d’apres le théoreme de Pythagore, car le triangle C1T1J est rectangle en T;.
Puisque J est le milieu de [T T3], on en déduit que p\(J) = Ty T5. De méme,
on obtient que ps(J) = ToJ? = 11Ty = pi(J). Par conséquent, J € Ay .

(b) En déduire une maniére de construire l'aze radical A .
» En raisonnant comme a la question précédente, on obtient que J' € A;5 ot J' est le mi-
lieu du segment [T]73] reliant les points de tangence T) et Ty de Z avec 6, et % respec-
tivement. Or A;, est une droite d’apres le résultat de la question 9(b). On en déduit que
Aj 5 est la droite (JJ') passant par J et J'|.

Partie IV - Centre radical

Dans cette partie, on fixe trois cercles €1, 6> et €3 de centres respectifs C1, Cy et C3 et de rayons
respectifs Ry, Ry et R3. On suppose que les trois centres ne sont pas alignés et on note Cy(aq, by), Co(as, bs)
et Cs(as, bs) leurs coordonnées. Enfin, on note Ao lazxe radical de 6, et 65, A13 Uaxe radical de 6, et

Cs, et Ag3 l'aze radical de €5 et €.

12. (a) Montrer qu’une équation cartésienne de Ay o est :
ALQ . (CLQ — al)x + (bQ — bl)y + K172 =0

ot K19 = (a3 +03 — R} —a3 — b3+ R3)/2.
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» Par définition de I’axe radical, un point M (x,y) appartient a A; o si et seulement si :

pi(M) = p2(M)
= 1M — R? = CoM — R?
2 2
— HClM} R HCQM LR2=0
= (r—a)+y—b) R —(r—a)’—(y—b)* +R5=0
= 2? =20z +a} +y* — 201y + b7 — R} — 2 + 2402 — a5 — y* + 2byy — b3 + R =0
= 2(az — ar)w + 2(by = bi)y + (af +b] — Rf — a3 — b3 + R3) =0

- >

~~
=2K1 2

< |(az—a))x+ (by— b))y + Ki2=0| ot |Kip=(a]+b — R —a5—b5+ R3)/2|

(b) Montrer qu’étudier Uintersection de Ay, A1z et Nog revient a résoudre un systéme linéaire
(S) de trois équations a deux inconnues. On écrira ce systéme sous forme matricielle.
» En raisonnant comme a la question précédente, on obtient des équations cartésiennes de A 3
et Ay 3 de la forme :

A173 : (ag—al)l'—F(bg—bl)y‘i‘KLg =0 ou K173 = (a%%—b%—Rf—ag—b%%—R%)/Q,
A273 . (CLg — CLQ)ZL' —|— (bg — bg)y -+ KQ’?) = O ou K273 = (a% -+ b% — R% — ag — bg + R§>/2
Par conséquent, un point M (z,y) appartient & A; 5 N Ay 3N Ay s si et seulement si :

(ag —ar)z + (bg = b))y + K12 = 0
(a3 — ax T + (bg — bl)y+K173 = 0
(a3 —a9)xr + (bg — bg)y+ Kg}g =0

)

)
(a2 - (11) (b2 - bl) T —K1,2
< (CL3 — &1) (bg — bl) ( ) = —Kl’g . (S)
(Cl3 - az) (b3 - b2) —K2,3

(c) Justifier que le systéme linéaire (S) obtenu a la question précédente est équivalent au systéme
linéaire (S") formé des deux premiéres équations de (.S).
» On utilise les opérations élémentaires sur les lignes suivantes :

(CLQ - Cl1) (b2 - bl) . —K1,2
(S) < (a3 — (11) (bg — bl) (y) = —Kl,g

(a3 — az) (b3 — by) —Ky3 ) L3 < L3 — Lo
(GQ - &1) (b2 - bl) T —Ki 5

<~ ((lg — &1) (bg — bl) (y) = _Kl,S
(a1 — CLQ) (b1 — bg) —KQ,g + K173 L3 < L3 + L1
(az —ay) (by —by) . —Ki

< (a3 — CL1> (bg — bl) ( ) = —Kl,g

0 0 y —Koz+ Ki3— Ko

— Koz +Kig+ Ko
=—1(a3+b— R —a3—b3+R;) +1(a]+b; — R — a3 — b3+ R3)
—%(a%%—b%—R%—a%—bgjLR%)
=1(—a3— b3+ Ry +a3+b;— R} +al +b] — R} — a3 — b + R;
—ai — b} + R} + a3 + b5 — R3)
=0.
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(d)

Ainsi, la troisiéme équation du systéme équivalent a (S) peut s’écrire «0 = 0». Par conséquent,
le systéme linéaire (S) est bien équivalent au systéme :

(o i) ()= (i) 5)

Conclure que les axes radicaus Ay 9, Ay 5 et Ay 3 sont concourants. Les coordonnées du point de
concourance ne sont pas demandées.

s
» Puisque Cp, Cy et C3 ne sont pas alignés, les vecteurs C1C5 et C1C3 ne sont pas colinéaires.

Par définition de la colinéarité, on en déduit que le systéme linéaire A\C;Cy + puC1C3 = 0 admet
pour unique solution (A, ) = (0,0). Or la forme matricielle de ce systéme linéaire est :

e ed =5 e () () - 6)

Puisque ce systéme admet une unique solution, le déterminant de la matrice de ses coefficients
est non nul :

det <<(ZZ e ) = (a2 — a)(bs — by) — (b2 — 1) (a3 — 1) £0.

Or, on remarque que ce déterminant est égal a celui de la matrice des coefficients du systéme
(S’) obtenu a la question précédente :

der ({02700 02 700 ) — (02— a)tn = b) — (aa = 1)~ )
= (az — a1)(bs — b1) — (b2 — b1)(az — a1) # 0.

On en déduit que le systéme (S”) admet une unique solution, donc que le systéme () admet aussi
une unique solution d’apreés le résultat de la question précédente. Finalement, on conclut que

les axes radicaux Aj 5, Ay3 et Ay 3 sont concourants | d’aprés le résultat de la question 12(b).

Le point de concourance des trois axes radicauzx est appelé le centre radical de €, ¢> et C5.

Probléme B : étude de suites

Enoncé et corrigé de V. Vong

1.

(a)

Soit € R. fi(x) est bien définie si et seulement si z # 0 et x # —1. Donc

Dy, =] — 00, —1[U] — 1,0[U]0, +o0]

La fonction f; étant une somme de fractions rationnelles, elle est dérivable sur son domaine de

définition et : ) .
v D ! = ——— < 0.
x € f17f(x) 72 ((L‘—I—l)z

[’ étant strictement négative sur Dy,, on en déduit que :
— f est strictement décroissante sur | — oo, —1],
— f est strictement décroissante sur | — 1, 0],

— f est strictement décroissante sur |0, 4-o0|.
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2.

A Taide des opérations usuelles sur les limites, on constate que

hmxﬁfoo fl(x) = _17 hmxﬁfl,x<fl fl(x) = —0Q, hmxﬁfl,x>fl f1($> = +OO,
lim, 0 z<0 f1(z) = —00, lim, 0,0 f1(2) = o0,  lim, 1o fi(z) = —1.
T +0o0 -1 0 +o0

(b) Reésolvons (Ej). Soit x € Dy,. Raisonnons par équivalence.

(B) <= 1 +7-1=0

1+z+z—x(z+1) 0

— z(z+1)

— —a2?’+2+1=0 (z€Dy)

On reconnait une équation du second degré de discriminant 1 — 4(—1) = 5 > 0. Les solutions
de cette équation sont donc exactement :

—1+v5 1-+5 —1—-v5 14+45
S B e T T

Ces deux valeurs étant bien dans Dy,, on en déduit que les solutions de (E;) sont donc exacte-

ment :
5:{1_\/5,”‘/5}_

X1

2 2

(a) La fonction f,, étant une somme de fractions rationnelles, on en déduit que son domaine de

définition est R privé des points annulant un des dénominateurs. Donc

Dy, =R\{-n,—(n—1),...,—4,...,—1,0}|

(b) La fonction f5 étant une somme de fractions rationnelles, elle est dérivable sur son domaine de

définition et :

Vr € Dy, fé(l") = Z?:O <_ﬁ>
=37, (ﬁ) <0

f3 étant strictement négative sur Dy,, on en déduit que :

— f est strictement décroissante sur l'intervalle | — oo, —5],

— pour tout i € {—5,—4, =3, —2, —1}, f5 est strictement décroissante sur | — i, —i + 1],
— f est strictement décroissante sur |0, 4-o0|.

A Daide des opérations usuelles sur les limites, on constate que

lim, , o f5(z) = =1 lim, o f5(z) = —1.
De plus,
Vie {=5,—4,...,—-1,0}, lim f5(z) =+o0, lim f5(z) = —oc.

T—1,T>1 T—1,T<1

Il en vient le tableau de variations :
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3.

()

(a)

T | 400 -5 —4 -3 —2 -1 0 +0o0
f@ - - - - - - -
—1 +00 +00 +00 +o00 +0o0 +o00
f(x) N N N N N ~.
—00 —00 —00 —00 —00 —00 —1

De facon similaire, la fonction f,, étant une somme de fractions rationnelles, elle est dérivable
sur son domaine de définition et :

Vo € Dy, fi(z) = >0, <_ﬁ)

= -2 (ﬁ) <0

f;, étant strictement négative sur Dy, , on en déduit que :

— [fn est strictement décroissante sur l'intervalle | — oo, —n|,

— pour tout i € {—n,—(n —1),—(n — 2),...,—2,—1}, f5 est strictement décroissante sur
| i, i+ 1],
— [ est strictement décroissante sur |0, +00].

A Taide des opérations usuelles sur les limites, on constate que

lim, o fr(z) = =1 lim, 4 o fn(z) = —1.
De plus,
Vie {-n,—(n—1),...,—1,0}, lim f,(z)= 400, lim f,(z)= —oc.
T—1,T>1 T—1,2<1
On obtient alors le tableau de variations
T |+o0 —n —(n—l)—(n—Q) —i —i+1 0 +o0
e o _ — ... _ _
—1 +00 +00
o) o ]y
D’aprés les variations de f,, ’équation (E,) n’a pas de solution sur | — oo, —n[. Soit i €
{—n,—n+1,...,—1}. On sait que :
— [ est continue sur ]i,i + 1] (car fraction rationnelle)
— limzm,xm‘ fn(x) = +09, hmxai+1,x<i+1 fn(x) = -
— [ est strictement décroissante sur ]i,i + 1]
— 0 €] — 00,400
D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique oy €Ji,7 + 1]

vérifiant f,(o;) =0

De méme, sur |0, +oo[, en raisonnant de fagon similaire on en déduit qu’il existe un unique
ap €]0,+oo[ vérifiant f,(ag) = 0. De I'étude précédente, on en déduit que les solutions de
I'équation (F,) sont exactement :

Qp, X1, &_2, * ,0_p,

ce qui nous donne exactement ‘n + 1 solutions réelles |.

Voici la fonction fonction_n(n,x) :
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def fonction_n(n,x)
S = -1
for i in range(n+1)
S = 8+ (1/(x+1))
return S

(b) On considére la fonction suivante :

def precision(n,d)

a = -1
b=20
while (b-a)> d :
c = (a+b)/2
if fonction_n(n,c) > 0 :
a=c
else :
b=c

return [a,b]

i. Aprés éxécution, on trouve la valeur [-0.75,-0.5]
ii. Il suffit de modifier les lignes 2 et 3 du code comme suit :

def precision(n,d)

a = -2
b =-1
while (b-a)> 4 :
c = (at+b)/2
if fonction_n(n,c) > 0 :
a=c¢c
else :
b=c

return [a,b]

(c) On aimerait écrire une fonction approx_sol(n,d) qui prend en argument un entier n > 1
et un réel strictement positif d et qui renvoie une liste de listes de réels L ou pour tout k €
{0,1,...,n—1} laliste L[k] est de la forme [ay, by] avec [by—ax| < det k—n < ap < by < k—n+1.
On propose le pseudo-code pour la fonction approx_sol :

approx_sol(n,d)

initialiser debut & [-n,-n+1,...,-1]
initialiser fin & [-n+1,...,0]
ecart = 1

tant que ecart > d:
pour tout 0<=k<=(n-1)
poser c¢ = (debut[k]+fin[k])/2
si fonction_n(n,c)>0 :

debut [k] = ¢
sinon :
fin[k] = ¢
retourner [[debut(k],fin[k]] pour k parcourant {0,...,n-1}]

i. Ecrivons le code python correspondant :

BCPST1A lycée Hoche 2019-2010 95 sur 149 Sébastien Godillon



def approx_sol(n,d)

debut=[i for i in range(-n,0,-1)]

fin=[i for i in range(-n+1,1,-1)]

ecart = 1

while ecart > d:

for k in range(n)

¢ = (debut[k]+fin[k])/2
if fonction_n(n,c)>0 :

debut[k] = ¢
else :
fin[k] = ¢
return [[debut[k],fin[k]] %k parcourant {0,...,n-1}]

ii. La valeur de retour de ce code correspond a une liste L de listes I, = [ay, bg] ot ap < xp < by,
|ar — bx| < d et xy est une solution de (F,). On a ainsi des approximations des n premiéres
solutions de I’équation (E,). Il nous manque la plus grande.

4. (a) Soit z > 1. Par décroissance de la fonction inverser sur R :
1 1 1

Vie|lx—1,2],— < -< )
[w JE]q:_t_az:—l

Par croissance de I'intégrale et en intégrant les inégalités sur [x — 1, z], on en déduit que

] 1 r 1
/ —dtg/ —dtg/ d.
z—1 L I*lt x,1$—1

D’ou

Autrement dit,

1<1 T < 1
— n .
T = r—1) " -1

Les inégalités étant établies pour un x > 1 arbitraire, on en déduit que

1 1
Ver>1—<lIn T < .
T r—1 r—1

(b) Soit & > 0. Pour tout k € {1,2,...,n}, x +k > 1. Donc d’aprés la question 5.a, on en déduit

que
1 x+k 1
Vk e {1,2,... — <1 < .
{1.2,om, r+k n(x—l—k—l)_x—i—k—l
En sommant ces inégalités pour k décrivant {1,2,...,n}, on en déduit que
S| - x+k - 1
> P (—) <Y (M
k:1x+k e~ r+k—1 k:1x+k_1
Or :
S| S| 1 1
=Y — 4 l—1=fo(x)— = +1.
k:1$~|—k <k20x+k> x T x
De plus,

> ko In (xi:ﬁl) = e (n(@+k) —In(z+k—1))

= In(x 4+ n) — In(x) (somme télescopique)

= In(&£2)

T

=In(1+2)
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Enfin,

e Sy v (changement de variable 1=k-1)

_ n 1 1
—leox—ﬂ—m—l—Fl

= fulw) = o+ 1

r+n

En reprenant I'inégalité (I), on obtient

1
r+n

+ 1|

fn(l')_é"‘lgln(l—f—g) < fulz) —

En considérant I'inégalité de gauche :

n
W) ——+1<In(l+ —),
fulr) = +1 < (14 )

on obtient
fn(x)<ln<1+ﬁ>+——1

x x
De méme,
n 1
1(1 —>< () — 1
. +a: _f(a:) r+n
D’ou

n 1
1(1 —> 1< £ (2)
& +x +:r;—|—n _f(:v)

Il en résulte que

1 1
I (1+2) 4 —— 1< ful@) Sl (1+2) + - - 1.
T r+n x x

5. (a) D’aprés la question 1.b, la plus grande solution de (F;) est égale a %5 On a donc 1 = 1+2\/5,
qui est bien strictement compris entre 1 et 2.
Soit n > 1. D’apreés la question 4b :
1
V:l:>0,ln<1+2>+ —1§fn(:c)<ln<1—|—ﬁ>+——1
z rT+n x
Or 1 et 2n sont strictement positifs. D’ou
In(1+n)+ ! 1<f(1)f(2)<1(3)+1 1
n n)+-—— — 2(1), fu(2n) <In(=z) + — — 1.
1+n - 2 2n
Or n > 2. Doncln(l—{—n)—{—p%n—l21n(3)—1>0et1n(%)—1—|—% <In(2) — 1 <0. De ces

inégalités, on en déduit que
fu(1) >0, fu(2n) < 0.

Par stricte décroissance de f, sur |0,+oco[, on en déduit que , I’existence étant
prouvé dans la partie 2.

(b) Voici le programme correspondant :

def approx_x(n,d)

a=1

b = 2*n

while (b-a)> d :
c = (atb)/2

if fonction_n(n,c) > 0 :
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a=c¢c

else :
b=c

return [a,b]

(c¢) Fixons n > 1. Sachant que 2n > x, > 1, on en déduit a I'aide de l'inégalité de la question 4b :

1 1
1n(1+£>+ —1§fn(xn)§1n<1—|—£>+——1..
Tn T, +N

Tn Tn

Or par définition, f,(x,) = 0. D’ou

1 1
1n<1+ﬁ>+ —1§0g1n(1+£>+——1..

En manipulant la premiére inégalité, on obtient :

1
1n(1+£>§1+ .
Ty T, +n

En manipulant la deuxiéme inégalité, on a
1
——1§1n(1+ﬁ>.
Ty Ty

1—igln<1+ﬁ><1— 1
Tn

D’ou

(d) Soit n > 1. D’apres la question 5c¢, on a

Donc

In <1+ﬁ> <1
xn

Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que

D’ou

Ty, 1
o>
n —el—1
D’ou
n
Ty 2>
el -1
(e) D’aprés la question 5d :
Vo> 1z, > .
=St = el —1

Or lim,, ;4 o s = +00. Donc par comparaison de limites, lim, o T, = +00.
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D’aprés la question 5c :

1 1
vnzl,l——gln(1+i)§1— .
xn xn $n—|—n

Or limy, 400 Ty = 400. D00 limy, 406 1 — = = 1, limy, 400 1 — = 1. D’aprés le théoréme
n

des gendarmes, on en déduit que

Tn+n

lim In(1+ ) =1.

n—-+4oo Tn

(f) Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que

n
Im 14+ —=¢
n—-+o0o Ty
Donc : n
lim — =e'—1
n—-+oo Tn
Autement dit,
n
lim <=L =1

En posant § = 1=, on a bien
el—1’
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DS n°6 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures a distance

Exercice 1
Pour tout = > 0, on considére I’équation suivante d’inconnue y € R :

eV =y+1 (E.)

1. On fixe z > 0 dans cette question.
(a) Etudier la fonction g, : y +— e*™¥ —y — 1.
(b) En déduire que (E,) admet une unique solution.
Dans la suite de I’énoncé, on note f(x) l'unique solution de (E,) pour tout z > 0.
2. Montrer que f(z) €0, z[ pour tout x > 0.

3. [Informatique]. A I'aide d’un algorithme de dichotomie, écrire une fonction approx_f (x,epsilon)
qui prend en argument un réel x > 0 et une précision € > 0, puis qui renvoie une approximation de
f(z) a e pres.

a) Soient x5 > 1 > 0. Déterminer le signe de g,, (f(z2)).

=
/N N

b) En déduire que f est strictement croissante sur |0, +o00].
5. (a) Justifier que f admet une limite en +oc.

(b) En raisonnant par 'absurde, montrer que lim, ., f(z) = +o0.

(c) Montrer que :

Vo >0, r + M
/(@) ()

(d) En déduire un équivalent simple de f(z) quand z — +oo.
6. (a) Justifier que f se prolonge par continuité en 0.

(b) Montrer que la valeur de ce prolongement en 0 vaut f(0) = 0.

(c) En utilisant le résultat de la question 5(c), montrer que f(x) est équivalent a /2 quand x — 0.

Exercice 2
On considére trois urnes contenant respectivement :

— urne n°1 : 1 boule rouge, 1 boule verte et 1 boule bleue;
— urne n°2 : 1 boule rouge, 2 boules vertes et 3 boules bleues ;

— urne n° 3 : 2 boules rouges, 3 boules vertes et 5 boules bleues.

1. On choisit au hasard une urne et une boule dans cette urne. Quelle est la probabilité que la boule
tirée soit rouge ?
2. Quelle est la probabilité d’avoir choisi I'urne n° 2 sachant que la boule tirée est verte ?

3. On tire une deuxiéme boule de la méme fagon aprés avoir remis la premiére boule dans son urne.
Quelle est la probabilité que les deux boules tirées soient de la méme couleur ?

4. Meéme question sans remettre la premiére boule dans son urne.
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Probléme
On fixe n € N* pour tout ce probléme et on considére le polynéme :

(_1)n n n
Py= 4= X (1= x)™
1. Calculer (1 —4)%.
2. Justifier que P, est factorisable par le polynome X2 + 1.
Dans la suite de I’énoncé, on note @, le polynome tel que P, = (X2 + 1)Q,.

/01 On()dr = 7 — =1 /01 G Ut

2+ 1

3. Montrer que :

4. En déduire que :

<

1
/ (1 — x)*dz.
0

5. Dans cette question, on fixe p € N* et on souhaite calculer I, = fol 2P(1 — z)Pdz.

1
4n—1

T — /01 Qn(z)dz

(a) Montrer que :

P 1
= ? $p+1(1 —x)pfldx.
p 0

(b) En itérant le raisonnement de la question précédente, prouver que :

I - plp—1(p—2)---x2x1
Polp+Dp+2)(p+3)... 20— 1)(2p)(2p+ 1)

p

6. Montrer que : : : ’
4n)!
s —/0 Qn(z)dz| < m
7. Dans cette question, on suppose que n = 1.
(a) Quel est le degré de Q17
(b) Déterminer Q.
(c) A l'aide du résultat de la question 6, déterminer une approximation de 7 par une fraction.
Quelle est la précision de cette approximation ?

Exercice 3 (Informatique)

Chaque polynome est représenté en Python par la liste de ses coefficients dans 'ordre croissant des puis-
sances. Ainsi le polynome 1 — X2 + 2X3 est représenté par la liste [1,0,-1,2] et la liste [0,3,1,0-3]
représente le polynome 3X + X2 — 3X%. Le polynome nul est représenté par la liste vide.

1. Ecrire une fonction derive qui prend en argument un polynéme P puis qui renvoie son polyndme
dérivée P'.
2. Ecrire une fonction evalue qui prend en argument un polynéme P et un réel a puis qui renvoie la
valeur de P(a).
On considere les fonctions écrites en page suivante.
3. (a) Expliquer ce que renvoie la fonction mysterel.
(b) Dans quel cas la fonction mysterel renvoie une liste vide ? Pourquoi ce cas a-t-il été distingué ?

(c) Donner un exemple explicite d’arguments de la fonction mysterel pour lesquels au moins une
racine du polynome P se situe entre debut et fin mais pas entre les valeurs renvoyées a et b.

4. (a) Que renvoie mystere2([1,9,-6,1],-0.5,4.5,1,0.1)7
(b) Expliquer ce que renvoie la fonction mystere?2.

(c) Donner un exemple explicite d’arguments de la fonction mystere2 pour lesquels au moins un
extremum du polynéme P se situe entre debut et £in mais n’est pas «détecté» par l'algorithme.
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def mysterel(P,debut,fin,epsilon):

a=debut

b=fin

if evalue(P,a)*evalue(P,b)>0:
return []

while (b-a)>epsilon:
if evalue(P,a)*evalue(P, (at+b)/2)<=0:
b=(a+b)/2
else:
a=(a+b)/2
return [a,b]

def mystere2(P,debut,fin,pas,epsilon):
L=[]
Pprime=derive (P)
a=debut
b=debut+pas
while b<fin:
while evalue(Pprime,a)*evalue(Pprime,b)>0:
b=b+pas
L=L+[mysterel (Pprime,a,b,epsilon)]
a=b
b=atpas
return L
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Corrigé du DS n° 6 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
Pour tout x > 0, on considere l’équation suivante dinconnue y € R :

eV =y+1 (E,)

1. On fize x > 0 dans celte question.
(a) Etudier la fonction g, : y v+ e* ¥ —y — 1.
» La fonction g, est définie et dérivable sur R comme somme et composée de fonctions usuelles.

On a:
VyeR, g.(y)=—-€e""Y—-1<0.

Par conséquent, g, est strictement décroissante sur R d’aprés le principe de Lagrange. De plus :

. ey 1 . ey
ygr_noogm(y) Jim 78—y —1=+4co et ygrpoogz(y) Jm e - y—1=—oo0.
_>

—t00 400 ——00

On en déduit le tableau des variations de g, :

y oo f(x) oo

+0o0
9:(y)

(b) En déduire que (E,) admet une unique solution.
» La fonction g, est continue et strictement monotone sur l'intervalle R =] — oo, +oo[. De
plus, g.(R) =] — 0o, +oo[= R d’aprés le tableau des variations de la question précédente. Par
conséquent, g, : R — R est bijective d’aprés le théoreme de la bijection. En particulier, 0
n’admet qu’un seul antécédent. On en déduit que | (E,) admet une unique solution |.

Dans la suite de ’énoncé, on note f(x) l'unique solution de (E,) pour tout x > 0.

2. Montrer que f(x) €]0,x[ pour tout x > 0.
» Soit £ > 0. On a :

G:(0)=e""—0—-1=¢e"-1>0 care®>e’=1pour tout z >0

et g(z)=€e""—r—-1=—-2<0 caraz>0.

Puisque g, est strictement décroissante d’aprés le résultat de la question 1(a), on a en reportant dans
le tableau des variations :

Yy —00 0 f(x) x +00
too T ;
> 0\ ;
<0— e
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4.

On en déduit bien que | f(x) €]0, z[| pour tout x > 0.

[Informatique]. A I'aide d’un algorithme de dichotomie, écrire une fonction approx_f (x,epsilon)
qui prend en argument un réel x > 0 et une précision € > 0, puis qui renvoie une approximation de
f(z) ae pres.

» Soit x > 0. La fonction g, est continue sur [0,z] comme somme de fonctions usuelles. De plus
92(0) et g.(x) sont de signes opposés d’aprés le résultat de la question précédente. On peut donc
appliquer la méthode de dichotomie pour calculer une approximation d’un point ot la fonction g,
s’annule. Puisque g, s’annule en un seul point d’aprés le résultat de la question 1(b), la méthode
calcule une approximation de f(x). Par exemple en Python :

(a)

(b)

import math as m

def g(x,y):
return m.exp(x-y)-y-1

def approx_f(x,epsilon):
a=0
b=x
while (b-a)>epsilon:
if g(x, (atb)/2)<=0:
b=(a+b) /2
else:
a=(atb)/2
return (at+b)/2

Soient 9 > x1 > 0. Déterminer le signe de g, (f(x2)).
» On a:
G (f(w2)) = €770 — f(a5) — 1.

Or on a par définition de f(x2) :
0= g, (f(x2)) = ev2—f(@2) _ f(za) =1 donc f(xg) = er2—f@2) _ 1

En reportant dans g, (f(x2)), on obtient :

et — e®2

_ i f(@2) _ (pma—f(2) _ 1) _ | — pa1—f(z2) _ yza—f(s2) _
Gar (f(x2)) = em 711 — (e /) — 1) — ] = em/lm) — emrilm) = oI

Or ef(®2) > 0 et e™ > ™ car x5 > x; (par croissance de la fonction exp). On en déduit que

gur (f(22)) <0}

En déduire que f est strictement croissante sur |0, 4o0].

» On a g, (f(z2)) < 0 d’aprés le résultat de la question précédente et g, (f(x1)) = 0 par
définition de f(x1). Donc g, (f(z2)) < gz, (f(z1)). Puisque g¢,, est strictement décroissante
d’aprés le résultat de la question 1(a), on a en reportant dans le tableau des variations :

y — 0 f(z1) f(x2) +0o0

400 Y
00— .
<0\

—00

Par conséquent f(z2) > f(z1). Puisque ceci est vrai pour tout x5 > x; > 0, on en déduit bien

que | f est strictement croissante sur |0, 400 |
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5. (a) Justifier que f admet une limite en +oc.

» Puisque f est croissante sur |0, +oo[ d’aprés le résultat de la question précédente, ‘ f admet une

‘limite en +oo‘ d’apres le théoréme de la limite monotone.

Rappel : le théoreme de la limite monotone affirme qu’il n’y a que deux cas
possibles : si f est majorée alors f tend vers une limite finie en 400, sinon
f tend vers +00 en +oo. Dans les deux cas, f admet une limite (finie ou

infinie).

(b) En raisonnant par l'absurde, montrer que lim, ,, o, f(x) = +o0.
» Par 'absurde, on suppose que f est majorée. Puisque f est croissante sur |0, +o00| d’aprés
le résultat de la question 4(b), on en déduit que f tend vers une limite finie en +o0o d’apres le
théoréme de la limite monotone. On note ¢ = lim,_, . f(z) cette limite. On a par définition de

f

Vo >0, 0=g.(f(z)) =" — flz) - 1.

En passant a la limite quand = — 400, on obtient :

0= lim 0= lim ¢ 7/@ —f(z)—1=4o00
T—r+00 :v—>+oo\—v—/ﬁf_/
—r+oo ——t—1

. 4
v~

—+00

ce qui est absurde. Par conséquent, f n’est pas majorée. Puisque f est croissante sur |0, +oo|
d’aprés le résultat de la question 4(b), on en déduit que f tend vers +oo en +oo d’aprés le

théoréme de la limite monotone, c’est-a-dire |lim,_, o, f(z) = +oo|.

(c) Montrer que :
Vo > 0, o 1+
» Soit z > 0. On a par définition de f :
0=g.(f(z)) =@ — f(2) =1 donc " @ =1+ f(x).
En passant a la fonction In, on obtient :
z— f(z) =In(1+ f(z)) donc z= f(x)+1In(l+ f(x)).

Puis on peut diviser par f(x) # 0 car f(x) €]0, x[ d’aprés le résultat de la question 2. On obtient
alors :

v In(1 + f(x)

G

(d) En déduire un équivalent simple de f(x) quand x — +o0.

» On a:
. In(14 f(z)) - In(1+4 f(x)) 1+ f(x) _ bm In(1+ f(z)) 1
i P = P = i (1 )

)
On pose le changement de variable X = 1+ f(x). Puisque lim,_, o f(z) = +oo d’aprés le

résultat de la question 5(b), on a lim, ;. X = +o00. Donc :

PNRLILES () BTE'

= =0 d’apres le théoréme des croissances comparées.
T—+00 1 + f(:L‘) X—400 X

Faites bien apparaitre la forme du théoréeme des croissances comparées pour
pouwvoir lappliquer. Au besoin, transformer vos expressions (comme ici pour
faire apparaitre la quantité 1+ f(x) au dénominateur) et utiliser des chan-
gements de variable.
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De plus :

1
IETOO 1+ ) =1 car IETmf(x) = 400 d’aprés le résultat de la question 5(b).

Par conséquent :

- In(1+ f(z)) — him In(1+ f(z)) ( L) _
AT A 1w\ T rw) T
—0 —1

En reportant dans le résultat de la question précédente, on obtient :

lim — = lim 14
mm -—-—-= 1m
T——+00 f(;lj) r——+00 f(l')

Finalement, d’aprés la définition des équivalents, on en déduit que :

H@) o 7

6. (a) Justifier que f se prolonge par continuité en 0.
» Par définition du prolongement par continuité, il suffit de montrer que f(z) admet une
limite finie quand x — 07. Puisque f est croissante sur |0, +oo[ d’apres le résultat de la ques-
tion 4(b) et que f est minorée par 0 d’apres le résultat de la question 2, on en déduit que f
tend vers une limite finie en 07 d’aprés le théoréme de la limite monotone. Par conséquent,
‘ f se prolonge par continuité en 0 ‘

(b) Montrer que la valeur de ce prolongement en 0 vaut f(0) = 0.

» Par définition du prolongement par continuité, la valeur du prolongement de f en 0 vaut la
limite de f(x) quand  — 07. On sait que cette limite existe d’apreés le résultat de la question
précédente. On la note ¢ = lim, o+ f(x). Puisque f(x) > 0 pour tout z > 0 d’apreés le résultat
de la question 2, on en déduit en passant & la limite quand = — 0 que ¢ > 0.

Pensez a passer aux inégalités larges lorsque vous passez a la limite dans des
inégalités !/

De plus, on a par définition de f :
Vo >0, 0=g,(f(z)) =" — flx) -1,
En passant a la limite quand = — 0™, on obtient :

0= lim 0= lim & /@ _f@)—1=e*—0—-1 donc ‘' =(+1.
T—>+00 x—H—ooWT_ — N~ =~
—e— 1 <1 >1

Par I’absurde, on suppose que £ > 0. Alors e™* < 1 et £+ 1 > 1 ce qui est absurde. Par

conséquent, ¢ = 0. Finalement, la valeur du prolongement de f en 0 vaut :

f(0) = lim f(z)=0|

z—07t

(c) En utilisant le résultat de la question 5(c), montrer que f(x) est équivalent a x/2 quand z — 0.
» On a:

f(x) 2 2

v/2  x/f(x) 1 4 B07@)

Vo >0, d’aprés le résultat de la question 5(c).
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Puisque lim,_,¢ f(z) = 0 d’aprés le résultat de la question précédente, on a d’aprés les équiva-
lents usuels :

In(1+ f(z)) = f(z) _In(1+ f(x))
T e T e
Par conséquent :
lim @ = lim 2 = 2 =1
=0 /2 z—0 1+ In(1+ f(x)) 1+1 '
f(z)

Finalement, d’aprés la définition des équivalents, on en déduit que :

@) ~ 5

x—0

Exercice 2
On considere trois urnes contenant respectivement :

— wurne n° 1 : 1 boule rouge, 1 boule verte et 1 boule bleue ;
— urne n° 2 : 1 boule rouge, 2 boules vertes et 3 boules bleues ;

— urne n° 8 : 2 boules rouges, 3 boules vertes et 5 boules bleues.

1. On choisit au hasard une urne et une boule dans cette urne. Quelle est la probabilité que la boule
tirée soit rouge ?
>

L’expérience aléatoire se déroule en deux étapes : choisir une urne puis tirer une
boule. Il faut donc penser a la formule des probabilités totales en posant comme
systéme complet d’événements les résultats possibles de la 1™ étape.

On note Uy 'événement de choisir I'urne n°k pour tout & € {1,2,3}. Puisque I'urne est choisie
équiprobablement, on a d’aprés la probabilité uniforme : P(Uy) = % pour tout k € {1,2,3}.

On note R I’événement de tirer une boule rouge. Puisque Uy, Uy et Uz forment un systéme complet
d’événements (car ils sont deux a deux incompatibles et leur union est égale a I'univers), on a d’aprés
la formule des probabilités totales :

P(R) = P(Uy) Py, (R) + P(Us) Pu, (R) + P(Us) Py, (R)

=1/3 =1/3 =1/3

1
— = (Puu(R) + Pu,(R) + Py (R) ).
Puisque la boule est choisie équiprobablement dans chaque urne, on a d’apreés la probabilité uniforme :
Py (R) card{boules rouges de I'urne n°1} 1 1
O T card{boules de I'urne n° 1} 141413
1 1 2 1
t de meé Pyp,(R)=———==, Pp(R)=——=—-.
et deméme Po,(R) =755 =5 Pul=5575=5
Par conséquent :
1,1 1 1 17 7
by = L L ) 2L T[T g ]
B =337T675) =310~

2. Quelle est la probabilité d’avoir choisi l'urne n° 2 sachant que la boule tirée est verte ?
>
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Il s’agit de la probabilité d’une cause sachant la conséquence. Il faut donc penser
a la formule de Bayes.

On reprend les notations de la réponse précédente en posant également V' 1’événement de tirer une
boule verte. On cherche donc a calculer Py (Us). Puisque Uy, U, et Us forment un systéme complet
d’événements, on a d’apreés la formule de Bayes :

Py (Us) =

3Pu,(V) Py, (V)

= en raisonnant comme a la question précédente
L 2 3
T+1+1 ' T+243 © 243+5
30 10

1

! 1
—3 - X — =|— ~34,5%|
Iylp3 73729 |20~ 7077

3. On tire une deuxiéme boule de la méme fagon apres avoir remis la premiere boule dans son urne.
Quelle est la probabilité que les deux boules tirées soient de la méme couleur ?

» On reprend les notations des réponses précédentes en posant également B 1’événement que la
premiére boule tirée soit bleue. On note R’ ’événement que la deuxiéme boule tirée soit rouge, V'
qu’elle soit verte, et B’ qu’elle soit bleue. On note E I'événement de tirer deux boules de la méme
couleur qui peut donc s’écrire :

E=(RNR)U(VnV)U(BNnB).
Puisque les événements (RN R'), (VN V') et (BN B') sont deux & deux incompatibles, on a :

P(E)=P(RNR)+P(VNV')+P(BNB).

N oubliez pas de vérifier que les événements d’une union sont deux a deux in-
compatibles pour pouvoir passer a la somme de leur probabilité.

Puisque les deux tirages sont indépendants (car on remet la premiére boule dans son urne), on a :

—— 30/ 900
=P(R)

2
4
P(RNR) =P(R)P(R)=P(R)* = ( ’ > _ 2 d’apres le résultat de la question 1.

Et de méme :
1 1 2 3 2 20\? 841
PVNV)=P(V)?2=|= = (=) = —
( ) V) <3(1+1+1+1+2+3+2+3+5>) (90) 8100’
1
3

1 3 5 24\ 16
P(BN B) = P(B)’ = _ (A 218
(BNB) =P(B) ( (1+1+1+1+2+3+2+3+5)> <9> 31

Par conséquent :

49 N 841 N 16 441+ 841+1600 2882 | 1441
900 8100 81 8100 © 8100 | 4050

P(E)
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4. Méme question sans remettre la premiére boule dans son urne.
» On raisonne comme a la question précédente sauf que P(RNR') # P(R)P(R’) (car les deux tirages
ne sont plus indépendants) et P(R') # P(R).

L’expérience aléatoire se déroule toujours en deux étapes : choisir deux urnes (9
choiz possibles) puis tirer une boule dans chaque urne choisie (sans remise). 1l
faut donc penser a la formule des probabilités totales, avec un systéeme complet
de 9 événements.

On reprend les notations de la question 1 en posant U, I’événement de choisir 'urne n°® k au premier
tirage et Uj, celui de choisir I'urne n° k& au deuxiéme tirage pour tout k € {1,2,3}. Puisque U; N U7,
UpnU,, ..., et U3 N U, forment un systéme complet d’événement, on a d’aprés la formule des
probabilités totales :

P(RNR)
— P(Uy NU}) Puyruy (RN R) + P(Uy N UR) Puyeuy (RN R) + P(UL N U) Py (RN R)
—_—— —_— —_—
=1/9 =1/9 =1/9
+P(Uy;NUY) Puyavr (R0 R+ P(UyNUY) Puynug (RN R+ P(UyNUY) Puynus (R0 R')
—_——— —_—— —_——
=1/9 =1/9 =1/9
+P(UsNUY) Puyro (RN R+ P(UsNUy) Py (RN R')+P(UsNUy) PU3mU§(R NR').
/9 1/9 1/9
=1 = =

Puis on a d’aprés 1’énoncé en utilisant la probabilité uniforme :

Puavi(RNR) =3 x3=0, Pyay(RNR)=3x:=1, Pyry(RNR)=3x3 =1,
PU2QU{(RHR/):%X%:1—187 PUQQUé(RﬂR/):%X%:O, PUszé(RmR/):%X%:%,
2 2 2 _ 1

X =

PUgﬁU{ (R N R/) =10 X % = %5, PUgﬂUé (R N R’) 10 X % = %, PU3QU§(R N R/) 0 % 50"

[y

Pour gagner du temps et éviter les erreurs, il faut absolument organiser métho-
diquement sa présentation (par exemple comme ici en fixant 'urne du premier
tirage sur chaque ligne et l'urne du deuziéme tirage sur chaque colonne). On
vérifie que PUmUJ/_(Rﬂ R') = Py,nu: (RN R') puisque si les deuz boules sont tirées
dans des urnes différentes alors 'ordre des tirages n’a pas d’importance.

Par conséquent :

1 11 1 11 11 1 149 149
P(RAR)==(04+—4 —+— 40+ —+—F—F— | = - x — = ——
( ) 9(+18+15+18+ +30+15+3o+50> 9 150 ~ 4050

En raisonnant de méme, on obtient :

(ExE HxE e
P(VﬂV’):§ +2x 1 4Zxd 423
Ti6 X 3 T15 X § 10 X 16
SEY (S U S RN A VY )
9 9 10 9 18 10 10 10 50 9 225 2025
5X5  t3Xg tyXg
et P(BﬂB/)%(‘l—%X% +3x 2 +§x%)
Ti5 X 3 T X § 10 X 10
:l<0+1+1+1+1+1+1+1+1>:lxﬁzﬁ‘
9\ 6 6 6 6 4 6 4 5/ 9 15 135
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Finalement :

149 n 166 23 149+332+690 | 1171

P(E) =
(E) 4050 2025+135 4050 4050

~ 28,9%|.

Probléme 1

On fire n € N* pour tout ce probleme et on considere le polynome :

(_1)71 n n
Pr=d—=" X1 — X)*n,

1. Calculer (1 —1i)*.
» On a:

(1—i)' = (1—0)?)" = (1—2i - 1)* = (=2i)® = [—4]

2. Justifier que P, est factorisable par le polynome X? + 1.

» Puisque 7 et —i sont les racines de X?+1, on a X241 = (X —)(X +4). Ainsi P, est factorisable
par X2 + 1 si et seulement si i et —i sont des racines de P,. Or on a :

(="

Po(i) =4 =14 (1 =)t
=4 - 1 (i*(1 =)
-1\
=4— (4n_)1 (1 x (—4))" d’apres le résultat de la question précédente
(< oy
o gn—1
4n
= - 4n—1
=4—-4=0

Py(=i)= P, (i) =4 - L O"(1-@)"=4- (4—71_1_)1”1,4”(1 — i)t = P,(i)) =0 =0,

On peut détailler le calcul P,(—i) comme celui de P,(i), en calculant préala-
blement (1 + 1)* = —4 mais c’est plus long. Les propriétés de la conjugaison
permettent parfois de raccourcir les calculs astucieusement.

Ainsi, i et —i sont racines de P,. On en déduit que | P, est factorisable par X2 4 1|.

Dans la suite de I’énoncé, on note Q,, le polynome tel que P, = (X? + 1)Q,,.

/01 On()dz = 7 — =1 /01 G Uk Y

4n—1 2 +1

3. Montrer que :

» Par définition de @),,, on a pour tout x € R :

P,(x) 4 (=)™ (1 — )t
= — X
?+1 2241 40t 2+ 1

P.(z) = (2 + 1)Qu(z) donc Q,(z) = car z° + 1 # 0.

BCPST1A lycée Hoche 2019-2010 110 sur 149 Sébastien Godillon



Par conséquent :

1 1 4 (_l)n 1.411(1 _ l.)4n
n()de = = d
0 Qnl)de /0 (xQ +1  4rt T +1 ) .

1 n 1 4n 4n
d -1 1-
=4 / z__ | )1 / Sl Gk dz par linéarité de I'intégrale.
0 0

24+ 1

|
(@)
[
NE

! dx 1
= [arctan(z)], = arctan(1) — arctan(0) =
0

On en déduit que :

1 n 1 .4n 4n
(—1) / (1 —x)
W(x)de =7 — dz|.
i Qn(z)dr =7 Tt o T

4. En déduire que :
1

4n71

T — /01 Qn(z)dz| < /01 *"(1 — z)*dz.

» D’apres le résultat précédent, on a :

T /01 Qn(z)dz = (;): /01 G Ut

241

Donc :

| [z 2N

1 1 x4n<1 _ x)4n
7r—/0 Qn(z)dz| = — o o /0 dz|.

24+ 1

Or on a pour tout z € R :

l‘4n(1 _ x)4n . 1.411(1 _ ‘,L.)4n

21 S 7 car 2° +1>1et 2'"(1 — ) > 0.

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que :

1 1 .4n 1— 4n 1
0= / 0dz < / udx < / (1 — 2)*"da.
0 0 z?+1 0

Vérifiez bien que les bornes de lintégrale sont dans l’ordre croissant pour utiliser
la croissance de l'intégrale. Pour rappel, si f < g sur [a,b] alors :

/abf(t)dt</abg(t)dt donc /baf(t)dt>/bag(t)dt.

~~

== f?f@)dt =— [P g(t)dt

Par conséquent :

T LN I
:4n1/0 o dx<4nl/0x (1 —x)"dx| car > 0.

T— /01 Qn(z)dx

5. Dans cette question, on fize p € N* et on souhaite calculer I, = fol 2P(1 — z)Pdz.
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(a) Montrer que :
1

p p+1 p—1
= — x 11—z dx.
p= 25 [ @)
» On utilise une intégration par parties en posant :
/. p . p+1
Wiz x ot donc zfmr—>(x )/(p—t})
vie— (1—x)? v —p(l —x)P

Les fonctions u et v sont bien continues et dérivables sur R comme fonctions usuelles et leurs
dérivées v’ et v’ sont continues pour les mémes raisons. On peut donc appliquer le théoréme
d’intégration par parties.

Pensez a bien vérifier les hypothéses d’un théoreme avant de ['appliquer.

On obtient :

1
I, :/ 2P(1 — x)Pde
0

_ {af*1<1._agp]l_-/£11f+l (—p(1 =) ) da

p+1 0 p+1
1
=0+ % Pt (1 — 2)P~'dz  par linéarité de l'intégrale
p 0
1
- % 2P 1 — 2)P e |
p 0

(b) En itérant le raisonnement de la question précédente, prouver que :
L pp—Dp-2-x2x1
T+ De+2)+3)..2p—1)(2p)2p+1)
» On utilise une deuxiéme intégration par parties en posant :

{u’:xr—>xp+1 uw:x— (2P2)/(p+2)
vize (1- P Uiz (- 11— 2yt

et donc {

Puisqu’on reconnait des fonctions usuelles, les hypothéses du théoréme d’intégration par parties
sont vérifiées. On obtient en 'appliquant :

1 p—1 [
/ PP 1 — 2P de =0+ —— [ 2P7*(1 —2)P*dx.
0 p +2 0

Donc :

. P(P_l) ' PH2(1 _ 2\ 2d
p_(p+1><p+2>/ox e

En raisonnant de méme, on obtient aprés p intégrations par parties :
_ p(p — 1)(]7 - 2) o (p— (p - 2))(19 - (p - 1)) /1 xp+p(1 _ x)p*pdx
Tolp+ D +2)(p+3). . (p+ (= D)p+p) o
o= —2)---x2x1 /1 g
= xPdx.
P+ +2)(p+3)...2p—-1)(2p) Jy

1 2p+1 -1 1 1
/x2pda::[x } = —0= )
0 2p+1lo 2p+1 2p+1

On en déduit que :

I - plp—1(p—2)---x2x1
Polp+Dp+2)(p+3)... 20— 1)(2p)(2p+1) |
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6. Montrer que :

7T_/ Cnle ‘ 4n <1<(4;73)+1)

» En appliquant le résultat de la question précédente a p = 4n, on obtient :

1
/ 74 (1 — z)*"dx = Iy,
0

=(4n)!
B 2471)(471 —1)(4n—2) - x 2 X 1
S (n+1)(n+2)(4n+3)... (8n —1)(8n)(8n + 1)

(4n)!
B 1><2><...(4n)><(4n)!
S 1x 2% (4n) x (dn+1)(An+2)(4n +3)... (8n — 1)(8n)(8n + 1)

=(8n+1)!

_((n)?
(8n+ 1)1

En réinjectant dans le résultat de la question 4, on obtient :
1 1 -
! 4n)!
e [ Qume] < gy [ e ey = L0
0 0

4n—1 4n=1(8n + 1)! |
7. Dans cette question, on suppose que n = 1.
(a) Quel est le degré de Q1 ¢
» Par définition de )1, on a :

(=1
41-1

(X2+1)Q1:P1—

(1-X)'=4+X"(1-X)"
Or :

deg ((X* +1)Q1) = deg(X” + 1) + deg(Q1) = 2+ deg(Q1) et deg (44 X*(1 - X)') =8,

On en déduit que [deg(@Q) =8 —2=6/|
(b) Déterminer Q.

» D’apreés le résultat de la question précédente, ()1 est un polyndéme de degré 6. On pose :

Q1 =a0+ a1 X + @ X’ + a3 X? + as X' + a5 X° + asX® o (ag,a1,a2,a3,a4,a5,a) € R
On a:

(X2 +1)Q1 =(X"+1) (a6X® + a5 X° + as X' + a3 X° + asX? + a1 X + ag)
=agX® + a5 X"+ (ay + ag) X® + (a3 + as) X° + (ag + as) X*
+ (a1 + a3) X? + (ag + a2) X* + a1 X + aq
et 4+ X'1—-X)' =4+ X*(1-4X +6X>—4X° + X*)

~-
formule du binéme de Newton

=X® —4XT4+6X% —4X5+ X*+4.
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Puisque (X2+1)Q, = P, = 4— X*(1— X)* par définition de Q1, on en déduit par identification
des coefficients de polynémes que :

( (16:1

as = —4 (ag = 1
CL4+CL6:6 CL5I—4
a3+a5:—4 CL4:5
as+as =1 <= az =0
a1+a3:0 CL2:—4
a0+CL2:0 (11:0

a; =0 [ ap = 4

(l0:4

Finalement, |Q; = 4 —4X?2 4+ 5X* — 4X° + X6 |

(c) A laide du résultat de la question 6, déterminer une approzimation de m par une fraction.
Quelle est la précision de cette approximation .
» En appliquant le résultat de la question 6 & n = 1, on obtient :

2 1x2x3x4x1x2x3x4 1 1
W—/Ql dJT <) = — —

S 0l T Tx2x3xAx5x6xTx8x0 B5xTx2x9 630
De plus, on a d’aprés le résultat de la question précédente :

1 1
/ Q1(z)dx = / (4 — 42” + 52 — 42° + 2%) dw
0 0

23 X5 2 27!
dp — 42 +5— —4— 4+ —
{ TR T Tt T T L
_ 4 4+1 2+1 O_84—28—|—21—14+3_66_22
3 37 21 21 T
Par conséquent :
22 < 1
T S 6300
2 . 22
On en déduit que | = est une approximation de 7 a 630 preés |.
Numériquement on a ﬁ ~ 1,6 x 1073, ce qui fait de % une assez bonne

approximation pour une «vulgairey fraction.

Exercice 3 (Informatique)

Chaque polynéme est représenté en Python par la liste de ses coefficients dans [’ordre croissant des puis-

sances. Ainsi le polynome 1 — X2 + 2X3 est représenté par la liste [1,0,-1,2] et la liste [0,3,1,0-3]

représente le polynome 3X + X? — 3X*. Le polynome nul est représenté par la liste vide.

1. Ecrire une fonction derive qui prend en argument un polyndme P puis qui renvoie son polynéme

dérivée P'.
> Si P = Y7 ap X" alors sa dérivée est P/ = Y7 apk X 1 = S a0 (i 4+ 1) X7 (en posant
k =i+ 1). En Python :

def derive(P):

if p==[]:
return []

deg=len(P)-1

Pprime=[]

for i in range(deg):
Pprime=Pprime+[P[i+1]*(i+1)]

return Pprime
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N oubliez pas de distinguer le cas particulier du polynéme nul. Faites attention
auzx différentes bornes (nombre de coefficients, degré, len, range, etc.).

2. Ecrire une fonction evalue qui prend en argument un polynéme P et un réel a puis qui renvoie la
valeur de P(a).

» Par exemple :

def evalue(P,a):

if P==[]:
return O

deg=len(P)-1

valeur=0

for i in range(deg+1l):
valeur=valeur+P[i] * (a**1i)

return valeur

On considere les fonctions écrites en page suivante.

3. (a)

(b)

(¢)

Expliquer ce que renvoie la fonction mysterel.

» On reconnait un algorithme de dichotomie pour approcher une racine d’'un polynéme P
(représenté par la liste P) dans le segment compris entre debut et fin. La fonction mysterel
renvoie alors une liste [a,b] qui correspond & un intervalle [a, b] contenant une racine de P et
de longueur plus petite que la précision epsilon.

Dans quel cas la fonction mysterel renvoie une liste vide ¢ Pourquoi ce cas a-t-il été distingué ?
» La fonction mysterel renvoie une liste vide lorsque les images par P de debut et fin sont
de méme signe. En effet, dans ce cas on ne peut pas appliquer la méthode de dichotomie dont
les hypothéses sont :

— P est continue entre debut et fin (ce qui est le cas puisque P est une fonction polynomiale),

— les images par P de debut et fin sont de signes opposés.

Donner un exemple explicite d’arguments de la fonction mysterel pour lesquels au moins une
racine du polynome P se situe entre debut et £in mais pas entre les valeurs renvoyées a et b.
» Il suffit de prendre un polynéme ayant au moins deux racines entre debut et fin et une
précision epsilon plus petite que la distance entre ces deux racines. Puisque la longueur entre
les valeurs renvoyées a et b est inférieure a la précision epsilon, les deux racines ne pourront
pas se situées ensemble entre a et b.

Mais il faut aussi que les images par P de debut et fin soient de signes opposés (pour ne pas
renvoyer de liste vide d’aprés le résultat de la question précédente). Ainsi, on ne peut donc pas
choisir pour P un polynéme de degré 2 ayant 2 racines comprises entre debut et fin (a cause
de l'allure d’une parabole).

On cherche donc un polynéme de degré 3 (ou plus) ayant deux racines (ou plus). Par exemple :

P=X*X-1)=X>— X2

P admet deux racines : 0 de multiplicité 2 et 1 de multiplicité 1. De plus P(—1) = —2 < 0 et
P(2) =4 > 0 sont de signes opposés. Finalement, I’exemple suivant convient :

mystere1([0,0,-1,1],-1,2,0.5) |

1l existe bien sir de nombreux exemples possibles. Pour ce genre de questions
de recherche, essayez de dégager des conditions suffisantes puis essayer en
prenant des exemples simples. Ici, la condition suffisante est qu’il existe deux
racines distantes d’au moins epsilon entre debut et fin. Puis on essaie avec
un polynome simple de degré 2 (par exemple X (X — 1) = X? — X ) pour se
rendre compte qu’on est dans le cas de la question précédente.
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4. (a) Que renvoie mystere2([1,9,-6,1],-0.5,4.5,1,0.1) 7
» On détaille le fonctionnement de 'algorithme :
— La fonction mystere2 commence par initialiser une liste vide L=[].

— Puis elle calcule la dérivée du polynome représenté par la liste [1,9,-6,1], c’est-a-dire de
P=14+9X —6X2+ X3 Donc PP =9— 12X +3X?% et Pprime=[9,-12,3].

— Ensuite elle initialise a=-0.5 et b=0.5 avant de commencer la premiére boucle while.

— La premiére boucle while se répéte tant que b est plus petit que 4.5, ce qui est bien le cas
pour l'instant.

— La deuxiéme boucle while se répéte tant que P’(a) et P'(b) sont de méme signe. On étudie
donc le signe de P’ :

P'=9-12X +3X? =3(X?—4X +3)=3(X —1)(X —3) car 1 est une racine évidente.

D’ou le tableau des signes de P’ :

T —00 1 3 +00

P'(x) + 0 - 0 +

A la premiére itération, a=-0.5 et b=0.5 sont strictement inférieurs a 1, donc P’(a) et P'(b)
sont positifs. La fonction mystere2 ajoute donc pas=1 a la valeur de b, qui devient b=1.5,
avant de répéter la deuxiéme boucle while.

— A la deuxiéme itération a=-0.5 et b=1.5, donc P'(a) > 0 et P'(b) < 0 sont de signes
opposés. Donc la deuxiéme boucle while s’arréte.

— Ensuite la fonction mystere2 ajoute a la suite de la liste L (vide pour l'instant) ce qui
est renvoyé par mysterel([9,-12,3],-0.5,1.5,0.1). D’aprés le résultat de la question
3(a), mystere1([9,-12,3],-0.5,1.5,0.1) renvoie a I'aide de la méthode de dichotomie
une liste [a,b] qui correspond a un intervalle [a,b] de longueur plus petite que 0,1 et
contenant une racirllg (%eoli’)’ comprise entre —0, 5 et 1,5. Puisque la longueur de l'intervalle

[a,b] est égale a o = 27},1 d’aprés la méthode de dichotomie (ot n est le nombre

d’itérations de la méthode), la méthode s’arréte pour n = 5 car 2—14 = 1—16 = 0,0625 < 0,1
(alors que 2% = % = 0,125 > 0,1). On vérifie alors que I'intervalle renvoyé est [1 — 2—14, 1].

Donc L=[[0.9375,1]1].

— Ensuite la fonction mystere2 change les valeurs de a et b, qui deviennent a=1.5 et b=2.5,
avant de répéter la premiére boucle while.

— Comme pour la premiére itération de la premiére boucle while, la deuxiéme boucle while
se répéte jusqu’a ce que a=1.5 et b=3.5 (d’aprés le tableau des signes de P’).

— Ensuite la fonction mystere?2 ajoute a la suite de la liste L=[[0.9375,1]] ce qui est renvoyé
par mysterel([9,-12,3],1.5,3.5,0.1). Le méme raisonnement que lors de la premiére

itération de la premiére boucle while, on vérifie que l'intervalle renvoyé par la méthode de
dichotomie est [3 — 2%1, ]. Donc L=[[0.9375,1],[0.9375,11].

— Ensuite la fonction mystere2 change les valeurs de a et b, qui deviennent a=3.5 et b=4.5.
Mais la premiére boucle while s’arréte car b=4.5 est égal a fin=4

— Finalement, mystere2([1,9,-6,1]1,-0.5,4.5,1,0.1) renvoie| L=[[0.9375,11, [0.9375,111 |

(b) Ezpliquer ce que renvoie la fonction mystere?2.
» La fonction mystere2 renvoie une liste d’intervalles compris entre debut et fin (classés
de maniére croissante), de longueur plus petite que la précision epsilon et telle que chaque
intervalle contienne une racine de P’, donc un extremum de P d’aprés le principe de Lagrange.
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(¢) Donner un exemple explicite d’arguments de la fonction mystere2 pour lesquels au moins un
extremum du polynome P se situe entre debut et £in mais n’est pas «détectés par l’algorithme.

» Il suffit de reprendre 'exemple de la question 3(c¢) comme dérivée du polynéme P, c¢’est-a-dire :
/ 3 2 1 4 1 3 . . .
P =X°—-X* donc P= ZX — §X (en choisissant P(0) = 0 pour simplifier).
Pour simplifier, on peut également multiplier P par une constante (¢a ne change pas ses extrema

ni les racines de P’). Ainsi on obtient en multipliant par 12 : P = 3X* — 4X?. Finalement,
I’exemple suivant convient :

mystere2([0,0,0,-4,3],-1,2,1,0.5) |

def mysterel(P,debut,fin,epsilon):

a=debut

b=fin

if evalue(P,a)*evalue(P,b)>0:
return []

while (b-a)>epsilon:
if evalue(P,a)*evalue(P, (at+b)/2)<=0:
b=(a+b)/2
else:
a=(a+b)/2
return [a,b]

def mystere2(P,debut,fin,pas,epsilon):
L=[]
Pprime=derive (P)
a=debut
b=debut+pas
while b<fin:
while evalue(Pprime,a)*evalue(Pprime,b)>0:
b=b+pas
L=L+[mysterel (Pprime,a,b,epsilon)]
a=b
b=atpas
return L
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DS n°7 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures a distance

Exercice 1
On considére deux piéces : une piéce équilibrée et une piece déséquilibrée qui donne «face» avec une
probabilité de % Malheureusement, on ne sait pas les discerner. On souhaite avoir le plus de chance
d’obtenir «face» aprés un nombre suffisamment grand de lancers. Pour cela, on propose deux stratégies
différentes.

Pour tout entier n > 1, on note E, I'événement de jouer avec la piéce équilibrée au n-iéme lancer et
F,, I’événement d’obtenir «face» au n-iéme lancer.

Pour les questions d’informatique, les fonctions demandées sont a écrire en Python.

1. [Info] A P’aide de la fonction random.random(), écrire une fonction piece qui prend en argument
un réel p € [0, 1] puis qui renvoie "Face" avec probabilité p et "Pile" sinon.

Stratégie n° 1. Au premier lancer, on choisit une des deux piéces au hasard. Si elle donne «face», on
continue de jouer avec cette piéce, sinon on joue avec l'autre. Dans les deux cas, on ne change plus
de piéce par la suite.

2. [Info]

(a) Ecrire une fonction stratl qui prend en argument un entier n > 1, puis qui simule la
stratégie n°1 et renvoie le résultat du n-iéme lancer ("Face" ou "Pile").

(b) Ecrire une fonction freql qui prend en arguments deux entiers n > 1 et nbSim > 1, puis

qui simule nbSim fois la stratégie n°1 et renvoie la fréquence statistique d’obtenir «face»
au n-iéme lancer.

3. Calculer P(F}).
4. Calculer P(FEy) puis P(Fy).

5. En déduire que lim,,_, o P(F,) = 2

- 72
Stratégie n° 2. Au premier lancer, on choisit une des deux piéces au hasard. Si elle donne «face», on joue
avec cette piéce au deuxiéme lancer, sinon on joue avec l'autre. On décide ainsi a chaque lancer la

piéce qu’on jouera au lancer suivant.
6. [Info] Ecrire des fonctions strat2 et freq2 similaires a celles de la question 2.
7. Soit n > 1. Montrer que P(E, 1) = ¢P(E,) + 5.
8. En déduire une expression de P(E,,) en fonction de n > 1.

9. En déduire que : Vn > 1, P(F,) = 2 — 5.

10. Quelle stratégie permet d’avoir le plus de chance d’obtenir «face» a long terme ?

Exercice 2
On considére ’ensemble suivant :

r—y+2z=0

5:{(x,y,z,t)€]R4| {x—z+2t=0 )

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
A) Préliminaires
1. [Info] Ecrire en Python une fonction est_dans_E qui prend en argument une liste L de longueur
4 puis qui renvoie True si le vecteur (L[0],L[1],L[2],L[3]) appartient & & et False sinon.
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2. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de R*.
3. Déterminer une famille génératrice de & contenant deux vecteurs.
4. La famille obtenue a la question précédente est-elle libre ?

B) Projection sur & parallélement & un plan de R*
On pose w] = (—1,1,1,1), wh = (0,4,2,1), w} = (1,1,1,—1), wj = (4,2,1,0) et .F = Vect(w}, w}).
5. Montrer que (171> , @) est une famille génératrice de &.
6. (a) Déterminer une représentation cartésienne de .%.
(b) En déduire que &N .F# = {ﬁ}
7. Montrer que (171> , @, 173, @) est une famille génératrice de R*.

8. Soit W € R4 D_(;aduire des résultats précédents qu’il existe un unique vecteur ¢ € & et un
unique vecteur f € .7 tels que ="+ f.

Pour tout vecteur € R%, cet unique vecteur @ €& est appelé le projeté de U sur & paralle-
lement & .%. On le note p(7) pour les questions suivantes.

9. Soit W = (z,9,2,t) € RY Calculer les composantes de p(ﬁ) en fonction de x, y, z et t.

10. Vérifier que :
(a) VU € &, p(U) =,

—

(b) VU € Z, p(d) = 0.

Exercice 3
Dans cet exercice, on fixe un entier n > 2 et un réel @ > 1. On propose de calculer numériquement des
approximations de la racine n-iéme de a.

Pour les questions d’informatique, les fonctions demandées sont & écrire en Python.

1. Justifier que 1 < /a < a.
Meéthode de dichotomie.

2. [Info] Ecrire une fonction dichotomie qui prend en arguments U'entier n > 2, le réel a > 1 et
un réel € > 0 puis qui renvoie une approximation de {/a a ¢ prés a laide d’un algorithme de
dichotomie.

Méthode de Newton.
3. On pose f:x+ 2" —a et on fixe u > 1.
(a) Déterminer le développement limité de f a l'ordre 1 en w.

(b) Calculer I’abscisse du point d’intersection entre la tangente & la courbe représentative de f
en u et I’axe des abscisses.

4. On définit par récurrence une suite (uy)g=o par up = a et ugy; = F(ug) pour tout k > 0 ou F'
est la fonction :

F:xl—>l<(n—1):€+ - )

n xn—1
(a) Montrer que F([/a,a]) C [{/a,a] puis en déduire que la suite (uy)r>o est bien définie.
(b) Montrer que : Vz € [{/a,a], 0 < F'(z) < =1 (1 - -L).
(¢) En déduire que :

~1 1\
vk > 0, |uk—%|<(a—1)(n (1— 1>) .
n am~
(d) Justifier que la suite (ug)r=0 converge et préciser sa limite.

5. [Info] Ecrire une fonction newton similaire a celle de la question 2 a I'aide de la méthode de
Newton.
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Corrigé du DS n°7 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1

On considére deux piéces : une piéce équilibrée et une piéce déséquilibrée qui donne «faces avec une proba-
bilité de % Malheureusement, on ne sait pas les discerner. On souhaite avoir le plus de chance d’obtenir
«facey apres un nombre suffisamment grand de lancers. Pour cela, on propose deux stratégies différentes.

Pour tout entier n > 1, on note E,, ’événement de jouer avec la piéce équilibrée au n-ieme lancer et
)
F,, l’événement d’obtenir «face» au n-iéme lancer.

Pour les questions d’informatique, les fonctions demandées sont a écrire en Python.

1. [Info] A l'aide de la fonction random.random(), écrire une fonction piece qui prend en argument
un réel p € [0, 1] puis qui renvoie "Face" avec probabilité p et "Pile" sinon.
» Par exemple :

import random
def piece(p):
x=random.random()
if x<p:
return "Face"
else:

return "Pile"

N’oubliez dimporter la bibliothéque random. ‘

Stratégie n° 1. Au premier lancer, on choisit une des deux piéces au hasard. Si elle donne <«face», on
continue de jouer avec cette piece, sinon on joue avec l’autre. Dans les deux cas, on ne change plus
de piéece par la suite.

2. [Info]
(a) Ecrire une fonction stratl qui prend en argument un entier n > 1, puis qui simule la
stratégie n° 1 et renvoie le résultat du n-iéme lancer ("Face" ou "Pile" ).
» Par exemple :

def strati(n):
# choix d’une piéce au hasard pour le premier lancer
if piece(1/2)=="Face":
p=1/2
else:
p=2/3
# premier lancer et choix de la piece pour les lancers suivants
resultat=piece(p)
if resultat=="Pile":
if p==1/2:
p=2/3
else:
p=1/2
# lancers suivants
for i in range(2,n+1):
resultat=piece(p)
return resultat
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’Pensez a commenter vos fonctions longues pour ne pas vous perdre. ‘

(b) Ecrire une fonction freql qui prend en arguments deux entiers n > 1 et nbSim > 1, puis
qui stmule nbSim fois la stratégie n° 1 et renvoie la fréquence statistique d’obtenir «faces au
n-iéme lancer.

» Par exemple :

def freql(n,nbSim):
nbFaces=0
for i in range(nbSim):
if strati(n)=="Face":
nbFaces=nbFaces+1
return nbFaces/nbSim

3. Calculer P(F}).
>

On reconnait une expérience aléatoire en deux étapes : on choisit une piéce
au hasard puis on la lance. On pense donc a utiliser la formule des probabi-
lités totales en utilisant comme systeme complet d’événements les résultats
possibles de la premiére étape.

E; est 'événement de jouer avec la piéce équilibrée au premier lancer et E; est celui de jouer
avec la piéce déséquilibrée au premier lancer. Ainsi, £y et E; forment un systéme complet
d’événements (car £y U F; = Q et By N E; = (). On en déduit que :

P(Fy) = P(E,)Pg, (F1) + P(E1)Pg(F1) d’aprés la formule des probabilités totales
= 1 X 1+1 X 2 d’apres 1’énoncé
2 2 2 3
|7
T2

4. Calculer P(Esy) puis P(Fy).
» On utilise un arbre de probabilités.

Ey
1/2 1\/2_ _
1 E2
1/2 yFl E
_1%
F———E

d’apres 1’énoncé

N =
W
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Pour calculer P(F,), on raisonne comme a la question 3 en utilisant le systéme complet d’évé-
nements (Es, Es).

P(Fy) = P(Ey)Pp,(Fs) 4+ P(E3)Pg;(Fs)  d’aprés la formule des probabilités totales
1 2
= P(Es) x 5 + (1 = P(Ey)) x 3 d’aprés ’énoncé
5 1 7

w 2T 2 Qapres le résultat précédent
—_— — —_— — apres le res a eceae
12 © g T qp g Apres fCTesuial preceden

43
72|

43
72"

» Puisqu’on ne change plus de piéce a partir du deuxiéme lancer, on en déduit que :

43
Vn =2, P(F,) =P(F)= ™ d’aprés le résultat de la question précédente.

5. En déduire que lim,,_,, . P(F,) =

On reconnait une suite constante a partir d’un certain rang, par conséquent :

43
lim P(F,) =—=|
n—+o0o 72

On peut vérifier ce résultat a ’aide de la fonction freql. On a par exemple :

>>> freql(5,1000)
0.602

>>> freql(5,1000000)
0.596991

>>> freql(5,1000000)
0.597657

>>> 43/72
0.5972222222222222

Stratégie n° 2. Au premier lancer, on choisit une des deux piéces au hasard. Si elle donne <«faces, on
joue avec cette piece au deuxiéme lancer, sinon on joue avec l’autre. On décide ainsi a chaque lancer
la piéce qu’on jouera au lancer suivant.

6. [Info] Ecrire des fonctions strat2 et freq2 similaires a celles de la question 2.
» Par exemple :

def strat2(n):
# choix d’une piéce au hasard pour le premier lancer
if piece(1/2)=="Face":
p=1/2
else:
p=2/3
# lancers et choix de la piece pour les lancers suivants
for i in range(n):
resultat=piece(p) #lancer
# choix de la piéce pour le lancer suivant
if resultat=="Pile":
if p==1/2:
p=2/3
else:
p=1/2
return resultat
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def freq2(n,nbSim):
nbFaces=0
for i in range(nbSim):
if strat2(n)=="Face":
nbFaces=nbFaces+1
return nbFaces/nbSim

7. Soit n > 1. Montrer que P(E, ;1) = $P(E,) + 3.

» On a en raisonnant comme a la question 4 : Ainsi :

P(E,11) = P((E NF,) U(E,NF,)) dapres 'énoncé
P(E, NF, ) + P(E N F, ) car £, N F, et E, N F, sont incompatibles

P(E,)Pg,(F,) + P(E,)Pg(F,) daprés la formule des probabilités composées
P(E

1 1
W) X =+ (1=P(E,)) x 3 d’aprés 1'énoncé

8. En déduire une expression de P(E,) en fonction den > 1.
» On reconnait une suite arithmético-géométrique. On a :

11 3

On en déduit que :

1 1 1 1 1
Vn>1, P(E,n)—a= (—P(En) + —) — <—a + —) = 6(P<En) —a).
On reconnait une suite géométrique, par conséquent :

V=1, P(E,)—a— (é)l (P(E)) - a).

Or P(E) = % d’aprés I'énoncé et a = % Finalement :
. 1”*(1 %__2+ 1
6 2 57 |5 10x6n1f

9. En déduire que : Vn > 1, P(F,) = 2 — —1

» Soit n > 1. On raisonne comme z; la c;?;;ssgon 3 en utilisant le systéme complet d’événements
(En, Ey).
P(F,) = P(E,)Pg, (F,) + P(E,)Pg(F,) d’apreés la formule des probabilités totales
=P(E,) x % + (1 =P(E,)) x ; d’aprés I’énoncé
2 e,
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10. Quelle stratégie permet d’avoir le plus de chance d’obtenir «face» a long terme ¢
» D’apres le résultat de la question précédente, on a pour la stratégie n°2 :

3
lim P(F,) = 5 car lim 6" = 400 puisque 6 > 1.

n——+oo n——+o0o

On peut vérifier ce résultat a l’aide de la fonction freq2. On a par exemple :

>>> freq1(10,1000)
0.597

>>> freq1(5,1000000)
0.600021

>>> freql(5,1000000)
0.599662

>>> 3/5

0.6

Or :
4
Hx43 =215 < 216 =3 x 72 donc 7—2<§

D’apreés le résultat de la question 5, on en déduit que |la stratégie n°2 est meilleure que la stratégie

n° 1 pour obtenir «face» a long terme |.

Exercice 2
On consideére l’ensemble suivant :

E = {(as,y,z,t) e R* | {Ix__yz—:_zéi ; 8 }
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
A) Préliminaires
1. [Info] Ecrire en Python une fonction est_dans_E qui prend en argument une liste L de longueur
4 puis qui renvoie True si le vecteur (LL0],L[1],L[2],L[3]) appartient a & et False sinon.
» Par exemple :

def est_dans_E(L):
return ((L[0]-L[1]+2*L[2]==0) and (L[0]-L[2]+2*L[3]==0))

2. Montrer que 5’_}&% un sous-espace vectoriel de R*.
» Le vecteur 0 = (0,0,0,0) appartient a& & car 0 — 0+ 2 x 0 = 0. On fixe un scalaire A € R,
et deux vecteurs u] = (x1,91,21,t1) € & et up = (22, Y2, 22,t2) € &. On a :

AU+ s = A@1, Y1, 21, 1) + (T2, Y2, 20, 0) = (Az1 4 @9, Ayt + 4o, A2y + 29, My + 1),
—_—
=T =y =z =t

Donc :

rT—y+2z= ()\x1+x2) — ()\y1+y2) —1—2()\21—1-22)
Z/\(xl—y1+221)+($2—y2+222)
=0caruj €& =0carug € &
=X0+0=0
et r—2z+2t= ()\x1+x2) — ()\21—1—22) +2(/\t1—|—t2)
:A(\ajl_21+2t1)+($2_22+2t%)
=0caruj €& =0carus € &

=A0+0=0.
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On en déduit que \ui+u5 € &. Finalement, on a bien montré que | & est un sous-espace vectoriel

[de Y|

3. Déterminer une famille génératrice de & contenant deux vecteurs.
» On cherche une représentation paramétrique de & en résolvant le systéme linéaire formé par
les équations cartésiennes de &. Pour cela, on utilise la méthode du pivot de Gauss.
x
Toy+2:=0 _ [1]-1 20 y| [0
r—2z2+2t=0 1 0 —-12 z | \NO0) Ly+ Ly— 1,
t
x
— -1 20\ [y]|_ (o0
0of[1]-32/)z] \o/
t
On obtient un systéeme linéaire homogene échelonné de rang 2 sans équation auxiliaire et avec
deux inconnues auxiliaires. Il admet donc une infinité de solutions.
r=9y—2z2=2z—2t
r—y+2z2=0 y=3z—2t 9
{x—z—i—Qt:() N == (2,1) €RY
t=1
On en déduit que :
& ={(z—2t,32—2t,2,t) | (z,t) € R*}
={2(1,3,1,0)+¢(-2,-2,0,1) | (2,t) € R*}
—_—
=uf =u3
= Vect (u_>1, u—>2)
Ainsi, |uf = (1,3,1,0) et w5 = (—2,—2,0,1) forment une famille génératrice de & |
4. La famille obtenue a la question précédente est-elle libre ¢
» On résout le systéme linéaire suivant d’inconnues (A1, \p) € R? :
(A =2\ =0
% — =
M4 AT = 0 3N\ —2X =0
>\1 - O
L /\2 - O
—2 0
3 —2 /\1 . 0 Lo+ Ly —314
1 0 /\2 o 0 L3 — Lg — L1
0 1 0
—2 0
0 4 )\1 . 0 L2 <~ L4
=10 |()={0
0 1 0/ Ly<> Lo
—2 0
0 A1 _ 0
0 2 /\2 0 L3 — Lg — 2L,
0 4 0) Ly<+ Ly—4L,
—2 0
0 A1 _ 0
0 0 A2 0
0 0 0
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On obtient un systéme linéaire homogéne échelonné de rang 2 avec deux équation auxiliaires
compatibles et sans inconnue auxiliaire. Il admet donc une unique solution : A\; = Ay = 0. On

en déduit que |la famille (], u3) est libre |

B) Projection sur & parallélement a un plan de R*
On pose wi = (—1,1,1,1), wh = (0,4,2,1), ws = (1,1,1,—1), w; = (4,2,1,0) et .F = Vect(w}, w}).

5. Montrer que (ﬁ,@) est une famille génératrice de &.
» Le vecteur w] appartient & & car —1 — 1+ 2 x 1 = 0. De méme le vecteur w} appartient
A& car0—4+2x2=0et0—-2+2x1=0.On fixe un vecteur @ = (x,y,2,t) € & et
on cherche deux scalaires (A1, \2) € R? tels que U = )\117{ + /\2@72). On résout donc le systéme
linéaire suivant :

( —>\1:l’
N\ — )\1+4>\2—y
7—)\1w1+)\2w2 e A 420 = 2
[ M=t
o .
1 4 )\1 . Yy LQ(—LQ—f—Ll
— 1 2 ()\2>_ z L3<—L3—|—L1
1 1 t Ly+ L+ 14
1o :
0 4 )\1 . r+y LQHLZL
= 0 2 (A2>_ T+ z
0 1 x4+t L, Ly
: .
e | 0 MY _ [ z+t
0 2 )\2 T+ z L3FL3—2L2
0 4 r+y L4<—L4—4L2
’ :
0 A x4t
— 0 0 ()\2>_ —r+z—2t
0 O —3x+y—4t

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang 2 avec deux équations auxiliaires et sans
inconnue auxiliaire. Or on a d’apreés les équations cartésiennes de & :

—a:~|—z—2t:—(x—z—l—2t):O,
——
=O0car W €&
et —3xt+y—4dt=—(r—-y+2z)-220+2z2—4t=-2(g—2+2)=0.
—— —
=0car ¥ €& =0car ¥ €&

Ainsi, les deux équations auxiliaires sont compatibles. Le systéme linéaire admet donc une

unique solution. On en déduit que |la famille (17{ , @) est génératrice de & |.

6. (a) Déterminer une représentation cartésienne de F.
» On a par définition du sous-espace vectoriel engendré :

F = Vect(@,@i)
={A(L,1,1,-1)+X:(4,2,1,0) | (A3, \s) € R?}

=w3 —w;

= {(A?) + 4)\47 )\3 + 2)\47 )\3 + )\47 _)\3) | (>\37 >\4) S RQ}

BCPST1A lycée Hoche 2019-2010 126 sur 149 Sébastien Godillon



D’otl une représentation paramétrique de .# :

I:)\3+4/\4
o ) y=2A3+2)\ 2
F = At A , (A3, Aq) € R
t:—)\g

Pour obtenir une représentation cartésienne, il suffit d’exprimer les paramétres A3 et A4
en fonction des composantes z, y, z et t & 'aide de deux équations de la représentation
paramétrique puis de reporter ces expressions dans les deux équations restantes. On a par
exemple avec les deux derniéres équations de la représentation paramétrique :

z = )\3 -+ )\4 )\3 = —t
<
t:—)\g )\422—)\3:Z+t
ce qui donne en reportant dans les deux premiéres équations de la représentation paramé-
trique :

T = A3 +4\;, =4z + 3t Jrx—42-3t=0
{y=A3+2A4:2z+t — y‘{ y—2—1=0/

. —
(b) En déduire que & N.% ={0}.
» D’aprés la représentation cartésienne de & et celle de % obtenue a la question précédente,

on a
T—y+2:=0 (1] -1 2 0 x 0
' r—42—3t =0 1 0 —4-3 z - 0 Lg%Lg—Ll
y—2z—t=20 0 1 —2-1 t 0
[1]-1 2 0 x 0
. | o[-32 y|_|0
01 —6-3[]= 0| Ly Ly — Ly
0 1 —-2-1 t 0 L4(—L4—L2
(1] -1 2 0 x 0
. | o[tf-32 y|_ |0
00 -3-5][]¢= 0| Ls < Ly
00 1 -3/ \t 0/ Ly Ly
[1]-1 2 o0 x 0
— 0 [1] -3 2 y|_|0
00 [L]-3]]¢= 0
0 0 —3 -5 t 0/ Li+ Ly+3L;
[1]-12 o T 0
0[1] -3 2 y 0
<~ =
00 -3 z 0
00 0[-14 t 0

On obtient un systéme linéaire homogéne échelonné de rang maximal. Il admet donc une

%
unique solution : x =y = z =t = 0. On en déduit que |EN.F ={0}|

7. Montrer que (ﬁ,@, w3, u_)ﬁ) est une famille génératrice de R*.
» Les vecteurs zﬁ , @75, 173> et 174> appartiennent évidemment & R*. On fixe un vecteur U =
(z,9,2,t) € R? et on cherche quatre scalaires (A1, A2, A3, \4) € R? tels que U = MW, + \oth +
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)\3173 + )\4@1. On résout donc le systéme linéaire suivant :

—-10 1 4 A1 T
141 2 A
1 1-10 A4 t

Or:

—1/0 1 4

ran (M)—ran 1 41 2 L2<—L2+L1

SUM)=Tae 1 1 9 1 1| Ly L+ L,

1 1-10) Ly« Ly+ 1L,
—-1/10114

— ran 0 426 L2<—>L4

“HHE L ) 995

0 104/ Ly Ly
1] 0 14

= rang 0 04
0 2 25 L3<—L3—2L2
0 426/ Ly« Ly—4L,

—1]0 1 4
= rang 00 4
0 0[2] -3
0 0 2 =10/ La< Ly— L3
-1]0 1 4
B 0 [1]o0 4
= rang 0 0_3
0 0 0|7

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang maximal. Il admet donc une unique solution.

On en déduit que ‘ la famille (@71), w} , 173, ﬂ) est génératrice de R* ‘

8. Soit @ € R*. Déduire des résultats précédents qu’il existe un unique vecteur @ €& etun unique
vecteur ? €.F tels que © =¢ + f.
» Unicité. Montrons 1'unicité en raisonnant par ’absurde. On suppose qu’il existe deux vecteurs
(e1,€3) € &2 et deux vecteurs (f—f, f—2>) e Z2 tels que (ef, f;) # (€3, fy) et :

— —

En particulier, on a e~ =1, —f,.0re —e =1e + (—1)6_2> € & comme combinaison

3

%
linéaire de deux vecteurs du sous-espace vectoriel &. De méme, f, — f; = 1y + (=1)f; € Z.

%
Par conséquent, le vecteur - =1f —f appartient & & N .%. D’aprés le résultat de la
question 6, on en déduit que :

%
— — — e =

e_f—e_g:fz—fl: 0 donc {f—>
1:

ce qui est absurde.

LS

On a donc bien démontré 'unicité. N N
Existence. On cherche un vecteur € € & et un vecteur f € .Z tels que ¥ = € + f. On
raisonne par analyse-synthése.
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— Analyse. D’aprés le résultat de la question précédente, on sait que R* = Vect (@71), wh, w3, 1731)
Donc @ € R* s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs 171 , 175, @73) et U_JZ. Au-
trement dit, il existe quatre scalaires (A1, A2, A3, \4) € R* tels que :

U = N+ Ny + \sWj + M) -
EVect(le),lT%):(o@ EVect(zTgf,zﬁ) F
%
— Synthese. On pose T = MW, + Mot et | f = \gwh + Moy | Alors € € Vect (17{,272) &

%
d’aprés le résultat de la question 5 et f € Vect (w5, w)) =

on a :

Z par définition de .%#. De plus,

_>
4+ = MW+ Alh + AWh + Ay = .

. . , — —
Ainsi, on a bien trouvé un vecteur € € & et un vecteur f € .Z tels que @ = €@ + f .

Conclusion. Finalement, on a bien montré qu’/il existe un unique vecteur ¢ €& et un unique

— —
vecteur f € Ztelsque W =€ + f |.

Pour tout vecteur U € R*, cet unique vecteur @ e & est appelé le projeté de U sur & parallé-
lement a % . On le note p(?) pour les questions suivantes.

9. Soit U = (7,9, 2,t) € RY. Calculer les composantes de p(ﬁ) en fonction de x, y, z et t.

» On a vu dans la question précédente que p(ﬁ) = M\ 0] + \owh ot les scalaires (A1, Ag) €
R? sont tels que U = )\117{ + /\2172> + )\3175 + /\4@. Il suffit donc de calculer les scalaires
(A1, X2, A3, \g) € RY. Autrement, il suffit de résoudre le systéme linéaire suivant :

-10 1 4 A

T = M+ M+ M N, e | DAL 2 A2
1211 A3

1 1-10/ \ \

-

=M

+ N8

On retrouve le méme systéme linéaire qu’a la question 7. Puisqu’on a montré que la matrice M
est de rang maximal, il admet une unique solution. Pour calculer cette solution, on reprend les
opérations élémentaires de la méthode du pivot de Gauss utilisée a la question 7 :

U = M0} + Agih + A3 + Ayt

014 )\1 X

1 41 2 )\2 . Yy Lo+ Lo+ Ly
ot 21| T 2| Ly s Iy
1 1-10 )\4 t L4(—L4—|—L1
—1j014\ [\ x
0 426 | x4y | Lo Ly
= 0 225 s | | z+2
0 104 A\ 41t ) Ly Ly
[—1] 0 14\ /A x
| 0 [Hoa [ | _| o+t
0 2 25 )\3 T+ z L3<—L3—2L2
0 426 A1 w41y ) Ly Ly—4L,
-1]0 1 4 A x
| oo 4 | L T+t
0 0/[2] -3 A3 —x+2z—2t
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—1]0 1 4 At @
|0 (1] o 4 | T4t

0 02] -3 As | —z 42— 2t

0 0 0 A4 —2r4+y—z—2t

On en déduit que :

—7
A =x+t—4N\ = ——x+ y——z—lt '
A o= At Ly My g z~|—§t
Finalement :
p()

=MWt + Ao

=(Lz—Hy+ z+4t)(—1,1,1,1)+(—lx+‘-;y—‘-*z—lt)(0421)
=(-urtay-7r—gt gty - —grt Gyt e+ e — Gy + 22+ )
x+ 11y — 182 — 8¢, —Tx 4+ 21y — 14z, —3x + by + 2z + 4t, —x — 3y + 10z + 6¢) |.

1 (=

10. Veérifier que :
(a) VU € &, p(U) =,

» Soit U = (x,y,2,t) € &. On a d’aprés les équations cartésiennes de & :

—r+ 11y — 182 — 8t = —11(x —y + 2z ) + 10z + 4z — 8t
—_—
=0car d € &
:0—4(at—z+2t)+14x:14x,
———
=O0car @ €&
—7x+21y—14z:—7($—y+22)—|—14y:14y,
—
=0car W €&
—3r+5y+2z+4t=—5(x—y+2z)+20+122 4 4
——
=0car W €&
=0+2(z—242t)+ 14z = 14z,
——
=0card €&
et —x—3y+10z+6t:3(x—y—l—22)—4x+4z+6t
——
=0car W €&
=0—4(x—2+2t)+14t = 14t.
——
=0car U €&

Par conséquent, on obtient en reportant dans le résultat de la question précédente :

p(ﬁ) (—x + 11y — 182 — 8t, —Tx + 21y — 142, —3x + by + 2z + 4t, —x — 3y + 10z + 6t)

= = (14z, 14y, 142, 14t)

= (z,y,2,t) = .

—_
|H 4>|H

o~

—

b)Y € F, p(d)= 0.
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» Soit U = (z,y,2,t) € Z. On a d’aprés les équations cartésiennes de % obtenues a la
question 6(a) :

—r 411y — 182 =8t = —(z — 42 — 3t ) + 11y — 22z — 11¢
————
=0car ¥ € F
:O+11( y—2z2—1 ) =0,
—_—
=0car ¥ € F
—Tr + 21y — 14z = —7(g — 42 — 3t) + 21y — 42z — 21¢
—_——
=0car W € F
=0+4+21(y—22—1)=0,
—_—
=0car ¥ € F
—3x + by + 2z + 4t = —=3(z — 4z — 3t ) + by — 10z — 5¢
—_——
=0car W € F
:O—|—5( y—22—1 ) =0,
—_—
=O0car W € F
et —x—3y+1()z—|—6t:—(x—4z—3t)—3y+6z+3t
—_———
=0car U € F
=0-3(y—22—t)=0.
—_—
=0car W €&
Par conséquent, on obtient en reportant dans le résultat de la question 9 :
(W) = & (—o + 11y — 182 — 8t, —Tx + 21y — 142, —3x + 5y + 2z + 4t, —x — 3y + 102 + 6t)
:ﬁ(0,0,0,0)
_>

=(0,0,0,0)=|0 |

—_

Exercice 3

Dans cet exercice, on fixe un entier n = 2 et un réel a > 1. On propose de calculer numériquement des
approximations de la racine n-iéme de a.

Pour les questions dinformatique, les fonctions demandées sont a écrire en Python.

1. Justifier que 1 < Ya < a.

» Puisque a > 1, on a a”! > 1 (car la fonction z + x™~! est strictement croissante sur [0, +00]) et

donc :
at—a=_a (a”’1—1)>0.
N~ NN——
>0 >0
On en déduit que :
l<a<a™.

En appliquant la fonction x — {/x qui est strictement croissante sur [0, +oo[, on obtient :

1< a<al

Meéthode de dichotomie.

2. [Info] Ecrire une fonction dichotomie qui prend en arguments Uentier n > 2, le réel a > 1 et

un réel € > 0 puis qui renvoie une approximation de {/a a € prés a aide d’un algorithme de
dichotomie.

» Par exemple :
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def dichotomie(n,a,epsilon):
bornelnf=1
borneSup=a
while (borneSup-bornelnf)>epsilon
c=(borneInf+borneSup)/2
if (c**n)-a>0:
borneSup=c
else:
bornelnf=c
return (borneInf+borneSup)/2

Méthode de Newton.
3. On pose f:x— " —a et on fire u > 1.

(a)

(b)

Déterminer le développement limité de f a l'ordre 1 en u.

» La fonction f est dérivable sur R comme fonction polynomiale. Donc elle admet un
unique développement limité a 'ordre 1 en uqui est de la forme :

Fluth)= () + F@h+ o (h)

Or f(u) =u" —aet f'(u) =nu""", dou :

flu+h)=u"—a+nu""'h+ o (h)|
h—0

Calculer l’abscisse du point d’intersection entre la tangente a la courbe représentative de f
en u et ['are des abscisses.

» D’aprés le résultat de la question précédente (en posant z = u+h <= h =z —u), la
tangente a la courbe représentative de f en u admet pour équation :

y=u"—a+nu""x—u).

L’abscisse de l'intersection de cette tangente avec I’axe y = 0 est donc solution de I’équation
suivante :

u''—a nu"—u"+a

((n—l)u—l— a )

un—l

S|

O=u"—a+nu"'(z—u) < z=u~— =
nunr—1 nun—1

4. On définit par récurrence une suite (ug)k=o par ug = a et upr1 = F(ug) pour tout k > 0 ou F
est la fonction :

(a)

1 a
F >—>—< —1 >
x " (n )$+$n71

Montrer que F([{/a,a]) C [/a,a] puis en déduire que la suite (ug)p=o est bien définie.
» La fonction F' est de classe € sur R* comme somme et produit de fonctions usuelles.

On a : | . L
Vz € R*, F’(x)z—((n—l)—(n_ )“):”_ S
n " n "
——
>0
De plus :

1
lim+F(a:): lim+—<(n—1)g;+ al):juoo’
z—0 =0t N\ N~ — "
—0 ~

—+00

1
et lim F(x)= lim —((n—l)x—i— a1> = +00.
——— "

Tr—+0c0 r——+oco N
Yoo N——
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D’oi le tableau des variations de la fonction F sur |0, +oo] :

x 0 a a +00
F'(x) - 0 +
+00 ' +00
F(a)™
F({/a)
En particulier, on a F'([{/a,a]) C [F({/a), F(a)] car F est strictement croissante sur [/a, al.
Or :
F({a) = l((”‘”%*‘%) = 1((n—1){75—#&1_”"1) = {/a,
g (Ya) " I
—ql/n = %
<a™ !
PSS
1 — g ! 1 B n—1
ot F(a)z—((n—l)a~|— a1>:a<(n )a 1+ )<a((n )a 1+a ):a.
n an~ nan- nan—

On en déduit bien que | F([/a,a]) C [/a,a]|. Pour jsutifier que la suite (ug)r>o est bien
définie, il suffit de montrer que chacun de ses termes appartient a I’ensemble de définition
de F, c’est-a-dire que ug # 0 pour tout k£ > 0. En particulier, il suffit de montrer que
ux, € [{/a, a] pour tout k > 0 puisque 0 ¢ [{/a, a]. On raisonne par récurrence.
Initialisation. Au rang k =0, on a uy = a € [{/a, al.

Héréedité. On suppose que uy, € [{/a,a] pour un rang k > 0 fixé. Alors :

ugs1 = F(uy) par définition de la suite (ug)r=o
eF ([{‘/E, a]) par hypothése de récurrence
C [¥/a,a] d’aprés le résultat précédent.

Ainsi w1 € [/a,a] si ug € [{/a,a] pour tout k > 0.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que uy € [{/a,a] pour tout

k > 0. En particulier, |la suite (uy)g=o est bien définie | puisque ses termes ne s’annulent
pas.

(b) Montrer que : Vx € [{/a,a], 0 < F'(z) < =1 (1 - —L5).
» Soit = € [{/a,a]. On a :

Va<z<a,
1 1 1 1 . L
donc — < — < — car x — — est strictement décroissante sur |0, 400/,
a " o a "
-1 -1
donc —(n—1)< _(n=la < _{n—la car —(n — 1)a < 0,
" am
(n—1)a (n—1)
d 0o<n—1)——<(n—-1)— ,
onc (n—1) — (n—1) o
1 -1 -1 1 1
donc 0<—<(n—1)—(n )a)gn (1— 1) car — > 0.
n " n an~ n

D’aprés 'expression de F” obtenue a la question précédente, on en déduit bien que :

n anfl

Vz € [Va, a), O<F'(x)<n_1(1— L )
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(c) En déduire que :

vk > 0, |uk—%|<(a—1)(”;1(1— 1))k

» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Au rang k =0, on a :

lug — /a| = |a — {/a| par définition de la suite (uz)r=0
=a— /a car /a < a d’aprés le résultat de la question 1
<a—1 carl< {/a daprés le résultat de la question 1

()

On en déduit bien que le résultat est vrai au rang k = 0.
Hérédité. On suppose que le résultat est vrai pour un rang k£ > 0 fixé. On a :

}ukH — \"/5| = |F (up) — F (\"/5)| par définition de la suite (ug)gso-

Or la fonction F est continue sur [{/a, ug] et dérivable sur | {/a, u;[ d’aprés ce qu'on a vu a
la question 4(a). On peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis :

Je €]Va, u[, F(uwp) — F (Va) = F'(¢)(uy — Va).
Par conséquent :
s — V) = |F'(0) (.~ ¥a)|
= |F'(¢)| x |u, — /a

~1 1 \\*
< |F'(0)| x (a—1) (n (1 - )) d’aprés 'hypothése de récurrence.

n an—l

Puisque ¢ €]{/a, ux[, on a d’apres le résultat de la question précédente :

-1 1 -1 1
0< Fl(e) < 2 <1—an1) donc \F'(C)|=F’(C))<nn (1—an1)-

n

Finalement, on a :

fuper = Va] < 27 (1= ) x (e = 1) (25 (L= )" = (a =) (25 (1= 5)) ™

Ainsi, le résultat est vrai au rang k£ + 1 dés qu’il est vrai au rang k. Et cette implication est
vrai pour tout rang k > 0.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on a bien montré que :

V>0, ||us— va| < (a—1) (”_1 <1_ 1_1>)k.

n am”

(d) Justifier que la suite (ug)k=o converge et préciser sa limite.

» On a : ) )
1———=¢€J0,1] (cara>1) et n €]0,1[ (car n > 2).
a™- n
Donc :
, n—1 1 \\* . .
kEI—Poo(a — ].) ( n (1 - an—l)) =0 car o (]. - F) G]O, 1[

D’aprés le théoréme de limite par encadrement, on déduit du résultat de la question précé-
dente que :

lim |uk — C/E| =0 donc lim wu = a.
k—+o00 k—4o0

Par conséquent, |la suite (uy)g=o converge vers {/a|.
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5. [Info] Ecrire une fonction newton similaire a celle de la question 2 a laide de la méthode de
Newton.

» Par exemple :

def newton(n,a,epsilon):
u=a
k=0
while (a-1)*((((n-1)/n)*(1-1/(a**(n-1))))**k)>epsilon:
k=k+1
u=(1/n)*((n-1)*u+a/(ux*(n-1)))
return u
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DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures a distance

Probléme 1

On note S(p,n) le nombre de fagons de partitionner un ensemble & p éléments en n parties (non vides).
Par exemple S(3,2) =3 car : {1,2,3} = {1} U{2,3} = {2} U{1,3} = {3} U {1,2}. Ce probléme propose
de déterminer S(p,n) lorsque 1 < p < n+ 2 a l'aide de développements limités.

1. (a) En vous inspirant de I’exemple de I’énoncé, justifier que S(4,2) = 7 et déterminer S(4, 3).
(b) Sans justifier, déterminer S(p, 1) et S(p,p) pour tout entier p > 1.
(c) Sans justifier, déterminer S(p,n) lorsque 1 < p < n.

2. Dans cette question, on fixe deux entiers tels que 1 < n < p. Sans calculs, expliquer pourquoi on a
la relation :
S(p+1,n+1)=S5(p,n)+ (n+1)Sp,n+1).
Indication : on pourra distinguer le cas ou I’élément p + 1 de l'ensemble {1,2,3,...,p,p + 1} se
retrouve tout seul dans une partie du cas ou il appartient & une partie contenant d’autres éléments.

3. Pour tout p > 1, on pose :

1 n
H(p): «¥n>=1, S(p,n) = ot (—1)"*k (Z) kP .
nl
Montrer que H(p) est vraie pour tout p > 1.
Pour la suite de ’énoncé, on fixe n > 1 et on considére la fonction f: ¢ — (e! — 1)
4. A l'aide de la formule du binéme de Newton, montrer que f®(0) = n!S(p,n) pour tout entier p > 1.
Tt

(b) En déduire que le DL, 12(0) de f est de la forme :

5. (a) Déterminer le DLy(0) de la fonction g : t — (et’1> :

_ oy Mnga n(bn+c) 4o n+2
F(O) =" 4~ =t + o (")

ou (a,b,c,d) sont quatre entiers a déterminer.

6. Déduire des résultats précédents la valeur de S(p,n) pour tout entier p € [1,n + 2.

Exercice 1
On considére 'application suivante :

f R =R (n,y,2) — (52 + 3y — 3z, —3x —y + 32,3z + 3y — 2).

Pour tout A € R, on pose F\ = {(z,y,2) € R? | f(z,y,2) = Mz,y,2)}.
1. Soit A € R. Justifier que F) est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer les valeurs de A € R pour lesquelles F) # {ﬁ}

3. Déterminer une base et la dimension de F pour chaque valeur de A obtenue a la question précédente.
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Probléme 2

Un prof de maths souhaite estimer la proportion 7 € [0, 1] d’étu-
diants de sa classe confinée qui ont une autre activité pendant
son cours & distance. Comme il se doute que la plupart des indis-
ciplinés n’oseront pas avouer directement leur faute, il propose
I'expérience suivante : il fixe un réel p €]0, 1] qu’il envoie par
mail & toute la classe puis il choisit au hasard n étudiants a qui
il envoie la fonction ci-contre écrite en Python.

import random
def test(p):
x=random. random()
if x<p:
return "Je fais autre chose
pendant le cours de maths."
else:
return "Je suis attentif
pendant le cours de maths."

Chaque étudiant choisi doit alors appeler la fonction test avec la valeur de I'argument p re¢u. Puis il
doit répondre par mail, sans mentir, si ce que renvoie la fonction est vrai ou faux, sans préciser ce qui est
renvoyé. On fera ’hypothése qu’aucun étudiant n’ose mentir a son prof de maths (évidemment). On note
X le nombre d’étudiants qui répondent «Ce que renvoie la fonction est vrai.».

1. On considére les événements suivants : A qu'un étudiant fasse autre chose pendant le cours de maths,
B que la fonction renvoie «Je fais autre chose pendant le cours de maths.» et C' que ’étudiant réponde
«Ce que renvoie la fonction est vrai.». Justifier que P(C) =1—p+ (2p — 1)7.

2. Déterminer la loi de probabilité de X puis rappeler son espérance et sa variance.

Pour la suite de I’énoncé, on suppose que p # 1/2 et on pose :
X —n(1—p)
n(2p—1) °

3. Montrer que :

1—p+(2p—1Dm)(p— (2p— 1)7?)-

EY)=nm et V()= (

n(2p —1)2

4. Etudier la fonction f : t +— (1 — t) et en déduire que V(Y) < 1/(4n(2p — 1)?).

5. Soit € €]0, 1[. Montrer que :

P(wE]Y =

1
_ Y + [ >1—-c.
2y/nel2p — 1| 2y/ne|2p — 1 )
6. (a) Le prof de maths a-t-il intérét que la longueur de 'intervalle obtenu a la question précédente
soit grande ou petite ? Par conséquent, a-t-il intérét de fixer p proche de 1/2 ou proche d’une

des bornes 0 ou 17

(b) Pourquoi le prof de maths ne peut-il pas fixer p trop proche de 0 ou de 1?7 Indication : la réponse
attendue reléve plus de la psychologie que des mathématiques.

(c) Puisque le prof de maths ne peut pas vraiment jouer sur le parameétre p pour améliorer 'inter-

valle, que peut-il faire d’autre ?

7. Le prof de maths enregistre les n réponses regues dans une liste L en Python dont chaque élément
est égal a 1 si ’étudiant correspondant répond «Ce que renvoie la fonction est vrai.» et a 0 sinon.

(a) Ecrire en Python une fonction calculY qui prend en arguments la liste L et le paramétre p puis

qui renvoie la valeur de Y.

(b) Ecrire en Python une fonction estimationPi qui prend en arguments la liste L et le para-
métre p puis qui renvoie une liste [a,b] correspondant & un intervalle contenant la proportion
d’étudiants inattentifs avec une probabilité supérieure a 90%.

Exercice 2
On considére la fonction suivante :

1+ In(1 + sin(2t))

fit—

1. Justifier que f admet un DL3(0) et calculer le.

cos(2t)

2. Déterminer ’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 et sa

position relative au voisinage de 0.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1

On note S(p,n) le nombre de fagons de partitionner un ensemble a p éléments en n parties (non vides).
Par exemple S(3,2) = 3 car : {1,2,3} = {1} U{2,3} = {2} U{1,3} = {3} U{1,2}. Ce probleme propose
de déterminer S(p,n) lorsque 1 < p < n+ 2 a laide de développements limités.

1. (a) En vous inspirant de l'exemple de l’énoncé, justifier que S(4,2) =T et déterminer S(4,3).
» Les fagons différentes de partitionner I'ensemble {1,2,3,4} en deux parties sont :
{1,2,3,4} = {1} U{2,3,4} = {2} U{1,3,4} = {3} U{1,2,4} = {4} U{1,2,3}
={1,2} U{3,4} ={1,3} U{2,4} = {1,4} U{2,3}.

Donc | 5(4,2) = 7| De méme, les fagons différentes de partitionner I’ensemble {1,2, 3,4} en trois
parties sont :

{1,2,3,4) = {1 U{2} U{3,4}) = {1} U {3} U{2,4} = {1} U {4} U {2,3}
={2U B U{l4) = {23 U{4; U{1,3} = 3 U {4} U{L,2}.
Donc [S(4,2) =6|.

(b) Sans justifier, déterminer S(p,1) et S(p,p) pour tout entier p > 1.
» Soit p > 1. Il n’y a qu’une seule fagons de partitionner ’ensemble {1,2,...,p} en une partie
ou en p parties :

(1,2,....p} = {1} U {2} U---U {p}.

Donc | S(p,1) = S(p,p) = 1|

(c) Sans justifier, déterminer S(p,n) lorsque 1 < p < n.
» On suppose que 1 < p < n. Il n’est pas possible de partitionner I’ensemble {1,2,...,p} en

plus de parties qu’il n’a d’éléments, donc | S(p,n) = 0|.
2. Dans cette question, on fize deux entiers tels que 1 < n < p. Sans calculs, expliquer pourquoi on a la
relation :
Sp+1,n+1)=S({p,n)+n+1)S(p,n+1).

Indication : on pourra distinguer le cas ou l’élément p + 1 de l'ensemble {1,2,3,...,p,p + 1} se
retrouve tout seul dans une partie du cas ot il appartient a une partie contenant d’autres éléments.
» On compte le nombre de fagons différentes de partitionner 'ensemble {1,2,3,...,p,p+1} en n+1
parties. On raisonne par disjonction de cas.

1°" cas : ’élément p+1 se retrouve tout seul dans une partie. Alors les p autres éléments appartiennent
aux n autres parties. Autrement dit, il y a autant de facons différentes de partitionner ’ensemble
{1,2,3,...,p,p+ 1} dans ce cas que de fagons différentes de partitionner ’ensemble {1,2,...,p} en
n parties, c’est-a-dire S(p,n).

2° cas : I’élément p+ 1 appartient a une partie contenant d’autres éléments. Si on le retire, on obtient
donc une partition de 'ensemble {1,2,...,p} en n+1 parties. Il y a S(p, n+1) fagons différentes de le
faire. Et puis, on ajoute I’élément p+ 1 dans une des n+1 parties. [l y a ("J{l) = n+1 choix possibles.
Ainsi, il y a (n+1)S(p,n+ 1) fagons différentes de partitionner 'ensemble {1,2,3,... p,p+ 1} dans
ce cas.

Conclusion. Puisque les deux cas sont disjoints, on en déduit que :

‘S(p+1,n+1) =S(p,n)+ (n+1)S(p,n+1) ‘
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3. Pour tout p > 1, on pose :

1 n
H(p): «n>1, S(p,n)= p (—1)"* (Z) EP».
" k=0

Montrer que H(p) est vraie pour tout p > 1.

» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Soit n > 1. On a :

1 si n =1 d’aprés le résultat de la question 1(b)
0 si n > 1 d’aprés le résultat de la question 1(c).

s(1.m = {

n—1
1 -1 ,
- (n—1)! (n i )(_1)71_(%“) en posant ¢ =k — 1
-0
n—1
1 n—1 .
_ 1%(=1 n—1—1
e (e
1
= W(l —1)"'  d’aprés la formule du binome de Newton
n—1)!
flsin=1car ())1°(-1)"=1
- | 0sin>1.

Pensez a Uastuce de la formule du pion pour retrouver la formule du binéme de
Newton dans les sommes avec des termes du type k(Z) Mazs attention : cette
formule est vraie seulement pour k > 1, il faut donc isoler le cas k = 0 de la
somme.

Par conséquent, H(1) est vraie.
Hérédité. On fixe p > 1 et on suppose que H(p) est vraie. Montrons que H(p + 1) est vraie. Soit
n > 1. Calculons S(p + 1,n).

On souhaite bien sir utiliser la relation de récurrence obtenue a la question
précédente. Puisqu’elle exprime S(p+1,n+ 1) au liew de S(p+ 1,n), il suffit de
remplacer n+ 1 > 2 par n > 2. Il faut donc isole le cas n = 1.

1" cas : m = 1. Alors :
S(p+1,1) =1 d’apres le résultat de la question 1(b)

et :

5 (e - (s () -oren
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2° cas : n > 2. Alors on a d’aprés le résultat de la question précédente :

Sp+1,n)=S(p,n—1)+nS(p,n)

n—1 n

B 1 n1-kf(n—1\,, K n n—k (™) ,p, pPar hypothese

T (n—1)! Z(_l) ( k >k * n! Z(_l) k k de récurrence
k=0 k=0

1 n—1 < n
- - -1 n—1—k p_ - -1 n—1—k P n—1) _
e Y G L e S W LG B

k=0 k=0

-1
(n i ) — (Z)} kP par linéarité

—1
= (n— 1) (=1)" L=k [— (Z B 1)] kP d’apres la formule de Pascal
" k=0
1 n
- (n—1)! (1) " (Z) %k‘p d’apres la formule du pion

1 n
R — —1)”"“( )kp+1 par linéarité
—i 2
nx (n—1) & k

2 0(—1)n—k (Z) T

Pour ce type de calcul de somme compliqué, écrivez au brouillon le résultat final
afin de l’avoir sous les yeux puis manipulez vos expressions petit a petit pour
vous approchez de plus en en plus de ce que vous souhaitez.

Conclusion de la disjonction de cas. Dans les deux cas, on a bien montré que :

S(p+1,n) = %i(—w—k (Z) ey

" k=0

Par conséquent, H(p + 1) est vraie lorsque H(p) est vraie.
Conclusion de la récurrence. D’aprés le principe de récurrence, on a bien montré que :

Vp>1,Vn > 1, DN n'z ( )kp.

Pour la suite de ’énoncé, on fite n > 1 et on considere la fonction f:t +— (e! —1)".

4. A l'aide de la formule du binéme de Newton, montrer que f®)(0) = nlS(p,n) pour tout entier p > 1.
» Soit p > 1. On a d’aprés la formule du binéme de Newton :

VieR, f(t)=(¢—1)" = i <Z> ()" (—1)* = i(_wk (Z) ekt,

Or on a en dérivant p fois :

70) = 30 () g = St () = [105Gn)

d’apres le résultat de la question précédente.
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5. (a) Déterminer le DLy(0) de la fonction g : t — <%>n

» On a d’apres le développement limité de la fonction exponentielle :

1 1
P14t 2t + =
e + —|—2 —|—6

3 3
t +t80(t)'

Pensez a utiliser tout de suite le DL3(0) au lieu du DLy(0) pour ne pas perdre
de temps car le dénominateur de g va faire perdre un ordre.

Donec :

et —1

PR P
t 2 6

+ +30 (tQ)J'

~
=h—0

De plus, on a d’aprés les développements limités usuels :

Par conséquent, on a :

o= (“51)

2

n

=1
+2

L+

-

n
—1* +

(1+h)":1+nh+n

n

B 11, 9 n(n—1)
—1+n(—t+6t + o (t )) L

n(n —1)

2 2
6 8 t/ +t9>0 (t )

-~
1y n-1_4+43(n=1)
6+ 8 24

n(3n+1) , 5
Tt +t30 (t ) ’

(b) En déduire que le DL, .2(0) de f est de la forme :

n n
t) ="+ —"t!
f(t) S

ot (a,b,c,d) sont quatre entiers a déterminer.

(n—1)
2

(bn + ¢) pne2

» On a:
ft)= (" =1)"
N (et—l)”
=1t X ;
N————
=g(t)
n. nBn+1)
1+ = At
t ( +2t+ 2
_ | 4n EnJrl n(3n+1) n+2 n+2
= |10 ST+ = 4 o ()]

D’ou le résultat en posant | (a, b, c,d) = (2,3,1,24) |.

1
2

+ o

t—

1
—t+ =2
+ 6

(

2 2
h +h9>0(h)'

2

ta =

6

+ o (tn+2)

t—0

+.0 (152))2

Ly 9 (tQ))2>

2+ % (t2)) d’apres le résultat de la question précédente
_)
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6. Déduire des résultats précédents la valeur de S(p,n) pour tout entier p € [1,n + 2].
» La fonction f est de classe > sur R comme composée de fonctions usuelles. En particulier, elle
est de classe €2 au voisinage de 0. D’aprés la formule de Taylor-Young, on en déduit que f admet
un DL, 15(0) qui est de la forme :

n+2
_ f (P)(O) p n+2
fe=>" o + o (t"*%).
p=0
Par unicité des développements limités, on peut identifier les coefficients de ce DL,;2(0) de f avec
celui obtenu a la question précédente. Par conséquent, on a :

0 sip<n
1 sip=n
® (0
Vp € [0,n + 2], fp—,(): g sip=n+1.
' n(Bn+1) . 49
————~sip=n
24 b

Or on a d’aprés le résultat de la question 4 :

! (0
Vp>1, fP0)=n!S(p,n) donc S(p,n)= p_' X / (' )
n! p!
Finalement, on obtient :
( 0 sip<mn
1 sip=n
Vpe[0o,n+2], S(p,n)= @ sip=n+1}
1 2 1
n(n + )(nQ—Z )(3n + )sip:n—i-Q

\

On peut vérifier ces résultats a l'aide de ceux de la question 1. En particulier, on
retrouve que :

S(3,2) = 2241 _ 3, S(4,2) = A2HDEBX24D) _ 7 S(4,3) = 33+ _ ¢

24 2

Exercice 1
On considere application suivante :

f:R® = R3 (z,y,2) — (5x +3y — 32, =3z —y + 32,3z + 3y — 2).

Pour tout A € R, on pose F\ = {(x,y,z) € R® | f(z,y,2) = Nz,y,2)}.
1. Soit X € R. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de R>.

» On a f(0,0,0) = (0,0,0) = A(0,0,0) donc v € F)\. On fixe un scalaire p € R et deux vecteurs
(z1,91,21) € Fi et (z2,92, 22) € FX. Montrons que p(x1,y1, 21) + (22, ¥2, 22) € Fx. On pose :

(z,y,2) = p(x1,y1, 21) + (T2, Y2, 22) = (/Ml + To, py1 + Y2, 21 + 22)-
—_—— —— ——~

=x =y =z
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Alors :

f(z,y,2) =(5z + 3y — 32z, =3z — y + 32,30 + 3y — 2)

=(5(py + m2) + 3(uyr + y2) — 3(puz1 + ),

— 3(pry + x2) — (1 + y2) + 3(pz1 + 22),
B(pay + ) + 3(pys + y2) — (p21 + 22))
=u(5z1 + 3y — 321, =31 — y1 + 321,321 + 3y1 — 21)
+ (5xa + 3y2 — 322, —3T2 — Yo + 322,372 + 3y2 — 22)

=pf(z1,y1,21) + f(T2,92, 22)
= ( 1,9, 21 ) + A2, Y2, 22) car (x1,y1,21) € F) et (22,12, 22) € F)
:)\(M T1,Y1,21) (172,y2,Z2))
A, y, 2).

On en déduit que p(xy, y1, 21)+ (22, Y2, 22) € F)\ pour tout scalaire p € R et tous vecteurs (x1,y1, 21) €

F\ et (x9,99,20) € Fy. Par conséquent, | F) est bien un sous-espace vectoriel de R3 |.

2. Déterminer les valeurs de A € R pour lesquelles F # {ﬁ}

» On a :
Sr+3y —3z = Az 5-X 3 -3 T 0
flz,y,2) = NMzx,y,2) <=  —3z—y+32=N\y <— -3 —-1-X 3 yl|l=10
3r+3y —z= XAz 3 3 —1-=2A z 0
On reconnait un systéme linéaire homogéne de trois équations a trois inconnues. On cherche les
valeurs de A € R pour lesquelles 0 = (0,0,0) n’est pas 'unique solution, donc pour lesquelles le
rang n’est pas maximal. On a :
5—A 3 -3 L1+ Ls
rang | —3 —1—-X 3
3 3 —-1-AX L3 g L1
3 3 —-1-A
=rang -3 —-1-Xx 3 Lo+ Ly+ Ly
5-X 3 -3 Ly <+ 3Ls—(5—\)L,y
3 3 —1-=2A ot a=9-3b6—-)A)=-6+3A=-3(2-))
=rang [ 02— 2— A\ et b=-9—-(B5-XN)(-1-2])
0 a b = -9 — (=5 —4A+X?) = —4+4) - \?
3 3 —1-A
=rang [ 0 2—A\ 2—A
0—-3(2—X) —4+4X—X? ) L3« L3+3L,
3 3 —1-A
=rang | 02—\ 2—A

0 0 24X—\

De plus :
2-A=0 <= A=2 et 24+XA-XN =0 < )e{-1,2}.

On en dedu1t que le rang du systeéme est égal & 1 si A =2, a2si A =1 et a 3 sinon. Par conséquent,
F\#{ [ } si et seulement si [\ € {—1,2}|

En cette fin d’année, il faut savoir faire ce type de calcul de rang avec un para-
metre vite et bien. N’hésitez pas a poser vos calculs intermédiaires comme ceux
pour a et b (les calculs de téte sont chronophages et sources d’erreurs) et pensez
a utiliser ce que nous avons appris sur les polyndomes pour aller plus vite (racine
évidente, factorisation, etc.).
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3. Déterminer une base et la dimension de F pour chaque valeur de A obtenue a la question précédente.
» Puisque le systéeme linéaire est homogéne, on a en reprenant les calculs de la question précédente :

3 3 —1-A x 0

flz,y,2) = Nz,y,2) <= | 02—\ 2—\ yl=10

0 0 2+X—)° z 0
eSi A = —1. Alors on obtient la représentation paramétrique suivante de F_q :
330 x 0 T =z

flx,y,2) = —(v,y,2) < [ 033 y|l=10] < Sy=-2,zeR
000 z 0 z=2z
On en déduit que F; = Vect((1,—1,1)). Or (1,—1,1) # 6>, par conséquent |le vecteur (1,—1,1)

’forme une base de F_; qui est donc de dimension 1 ‘
oSi \ = 2. Alors on obtient la représentation paramétrique suivante de F3 :

33 -3 T 0 rT=—-y+=z
flz,y,2) =2(z,y,2) < [00 0 y|l=(0] = Svy=y , (y,2) € R%.
00 O z 0 z2 =z

On en déduit que Fy = Vect((—1,1,0),(1,0,1)). Or (—1,1,0) et (1,0, 1) ne sont pas colinéaires, par
conséquent |les vecteurs (—1,1,0) et (1,0, 1) forment une base de Fy qui est donc de dimension 2|.

Probléme 2

import random

Un prof de maths souhaite estimer la proportion © € [0,1] d’étu-|def test(p):

diants de sa classe confinée qui ont une autre activité pendant x=random.random()

son cours a distance. Comme il se doute que la plupart des indis- if x<p:

ciplinés n’oseront pas avouer directement leur faute, il propose return "Je fais autre chose

Uexpérience suivante : il fixze un réel p €]0,1[ qu’il envoie par|pendant le cours de maths."

mail a toute la classe puis il choisit au hasard n étudiants a qui else:

il envoie la fonction ci-contre écrite en Python. return "Je suis attentif
pendant le cours de maths."

Chaque étudiant choisi doit alors appeler la fonction test avec la valeur de ’argument p recu. Puis il
doit répondre par mail, sans mentir, si ce que renvoie la fonction est vrai ou faux, sans préciser ce qui est
renvoyé. On fera 'hypothése qu’aucun étudiant n’ose mentir a son prof de maths (évidemment). On note
X le nombre d’étudiants qui répondent «Ce que renvoie la fonction est vrai.».

1. On considére les événements suivants : A qu’un étudiant fasse autre chose pendant le cours de maths,
B que la fonction renvoie «Je fais autre chose pendant le cours de maths.» et C' que ’étudiant réponde
«Ce que renvoie la fonction est vrai.». Justifier que P(C)=1—p+ (2p — 1)m.

» On a d’apreés I’énoncé :
P(C) =P ((ANB)U (AN B))
= P(A N B) + P(Z N F) car les deux événements sont incompatibles

B — /5 car ce que renvoie la fonction en Python
=P(A)P(B) +P(4)P(B) est indépendante du comportement de I’étudiant

=rxp+(1—7)x(1-p)
=prn+1l—-p—m+pm
=[1—-p+(2p— )|
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2. Déterminer la loi de probabilité de X puis rappeler son espérance et sa variance.
» La variable aléatoire X compte le nombre de succés d’une suite de résultats binaires : chaque
étudiant répond «Ce que renvoie la fonction est vrai.» ou bien «Ce que renvoie la fonction est
faux.». On peut donc modéliser la réponse de chaque étudiant par une loi de Bernoulli de paramétre
1 —p+ (2p— 1) d’aprés le résultat de la question précédente. Par conséquent, on reconnait pour X

une |loi binomiale de paramétres n et 1 —p+ (2p — 1)7 |. Ainsi :

EX)=n(l-p+2p—1)7
X = %n1—p+(2p—1)m) donc |V(X)=n(l-p+@2p—m)(1—(1—p+(2p—1)7))
= n(l—p+(2p—1)7r)(p—(2p—1)7r)

Pour la suite de l’énoncé, on suppose que p # 1/2 et on pose :

X —n(l—p)

L SR

3. Montrer que :

E(Y) — 1 et V(Y) — (1 —p+ (2]7 _ 1)71')(]9 _ (2p B 1)7T)

n(2p —1)2
» On a:
X —n(l-
EY)=E (M> par définition de Y
n(2p —1)
E — —
= (X) —n(L—p) par linéarité de l'espérance
n(2p—1)
1-— 2p— 1) —n(1 —
_ n( P+ Zz 5 )73 n(l—p) d’apres le résultat de la question précédente
n(2p —
_n@2p-Dm
on(2p-1) (7}
Et :
X —n(l-—
V(Y)=V (ﬁ) par définition de Y
V(X)

= ——————— par proprié¢té de la variance

(n(2p—1))

n(l—p+2p—1)m —2p—1)m
= ( p+ (2 ) )(p (2p ) ) d’apreés le résultat de la question précédente

n?(2p — 1)?
_(A=p+@-Dm)(p—(2p— 1))
n(2p — 1)* '

4. Etudier la fonction f : t v+ t(1 —1) et en déduire que V(Y) < 1/(4n(2p — 1)?).
» La fonction f: ¢+ t(1 —t) =t — t? est de classe ¥ sur R comme fonction polynomiale. On a :

1
VieR, f'(t)=1-2t donc f’(t)>0<:>t<§.

On en déduit le tableau des variations de f.
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t —00 % +00
f'(t) + 0 -
fG) =1
(o) - —
Par conséquent :
1
(1 —p+(2p— 1)7‘(‘)(}?— (2p — 1)7r) = f(p— (2p — 1)7r) < 7
En injectant dans le résultat de la question précédente, on obtient que :
V(Y) = (I=p+@-Dm)(p—(2p—7) _ 1
n(2p —1)? Slan(2p—1)2 |

5. Soit € €]0,1[. Montrer que :

1 1
P ]Y _ Y [ >1—c
(WE avnep =11 T avnazp -1 ) c
» On a d’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
VY)

2

Va > 0, P<|Y—E(Y)| > a) <

!
D’aprés les résultats des questions précédentes, on en déduit que :

1

Yo > 0, P(Y— > )g—.
“ | Tl Za dn(2p — 1)%2a?

Or: Y —7|2a < 7€]—00,Y —a]U[Y 4 a,+o0[. Par conséquent, on obtient en passant au
complémentaire :

1
4n(2p — 1)2a?

En particulier, on obtient en posant a = 1/(2y/ne|2p — 1]) > 0 :

Va > 0, P(WE]Y—&,Y+Q[> >1-

p ( ey = Y+ = D >1 .
™ — , = 1—
24/nel2p — 1| 24/ne|2p — 1| 4n(2p — 1)24%(2+1>2

=1—c|

6. (a) Le prof de maths a-t-il intérét que la longueur de lintervalle obtenu a la question précédente
soit grande ou petite ¢ Par conséquent, a-t-il intérét de fizer p proche de 1/2 ou proche d’une
des bornes 0 ou 1 ¢
» Afin d’avoir la meilleure estimation de la proportion 7 d’étudiants inattentifs, le prof de
maths a intérét que ’1& longueur de l'intervalle soit la plus petite possible ‘ On a :

1 1 1
im—— =1j = .
p0 2y/nel2p — 1] Pl 2y/nel2p — 1| 2y/ne

1
lim ———— =400 et
p—1 2¢y/nel2p — 1]

Donc le prof de maths a intérét a ‘ﬁxer p proche d'une des bornes 0 ou 1 ‘
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(b) Pourquoi le prof de maths ne peut-il pas fizer p trop proche de 0 ou de 1 ? Indication : la réponse
attendue reléve plus de la psychologie que des mathématiques.
» Si le prof de maths fixe p trop proche de 0 alors la fonction test renvoie «Je suis attentif
pendant le cours de maths.» avec une tres forte probabilité. Sachant cela, I’étudiant indiscipliné
n’osera pas répondre «Ce que renvoie la fonction est faux.» de peur d’étre démasqué. L’hypo-
thése qu’aucun étudiant ne mentira a son prof de maths a donc de fortes chances de ne plus
étre vérifiée. De méme si p est trop proche de 1 : la fonction test renvoie «Je fais autre chose
pendant le cours de maths.» avec une trés forte probabilité et I’étudiant indiscipliné n’osera pas
répondre «Ce que renvoie la fonction est faux.» de peur d’étre démasqué.

(¢) Puisque le prof de maths ne peut pas vraiment jouer sur le parametre p pour améliorer ['inter-
valle, que peut-il faire d’autre ¢
» Le prof de maths peut également jouer sur le paramétre n du nombre d’étudiants choisis. On

a:
1

lim ———— =
n 3o 2y/ne|2p — 1|

Donc le prof de maths a intérét que ‘le nombre d’étudiants choisis soit le plus grand possible |.

0.

Par contre, il n’a pas intérét a augmenter la valeur du paramétre € €]0,1] :
la longueur de [intervalle serait bien plus petite mais il serait moins probable
qu’il contienne w, ce qui est donc moins intéressant.

7. Le prof de maths enregistre les n réponses recues dans une liste L en Python dont chaque élément
est égal a 1 si [’étudiant correspondant répond «Ce que renvoie la fonction est vrai.» et a 0 sinon.

(a) Ecrire en Python une fonction calculY qui prend en arguments la liste L et le parameétre p puis
qui renvote la valeur de Y .
» Par exemple :

def calculY(L,p):
# On calcule le nombre n d’étudiants choisis
n=len(L)
# On calcule le nombre X d’étudiants qui répondent
# «Ce que renvoie la fonction est vrai.»
X=0
for i in range(n):
X=X+L[i]
# On calcule Y
Y=(X-n*(1-p))/(n*(2%p-1))
return Y

(b) Ecrire en Python une fonction estimationPi qui prend en arguments la liste L et le para-
meétre p puis qui renvoie une liste [a,b] correspondant a un intervalle contenant la proportion
d’étudiants inattentifs avec une probabilité supérieure a 90%.

» Par exemple :

def estimationPi(L,p):
# On calcule le nombre n d’étudiants choisis
n=len(L)
# On calcule Y
Y=calculY(L,p)
# On fixe epsilon tel que 1-epsilon=90/100
epsilon=0.1
# On calcule a et b
a=Y-1/(2*x((n*epsilon)**(0.5))*abs(2*p-1))
b=Y+1/(2x ((n*epsilon)**(0.5))*abs(2*p-1))
return [a,b]
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Exercice 2

On considere la fonction suivante :

1+ In(1 + sin(2t))
cos(2t)

fit—

1. Justifier que f admet un DL3(0) et calculer le.
» La fonction f est de classe € au voisinage de 0 comme composées et quotient dont le dénominateur
ne s’annule pas de fonctions usuelles de classe €>°. D’aprés la formule de Taylor-Young, on en déduit

que | f admet un DL3(0) | On a d’apreés les équivalents usuels :

1
cos(2t) =1 — 5(21&)2 +.0 ((2)%)
1 _ 942 3
=1-2+ o (t)
=h—0
1 _ 2 3 3
et T =1+h+l+h + 0 ()
2
_ 2 3 2 3
— 1+ (224 o () + (22 + o, (1))

1
v (2 0,0) + 0, (204 0,))

cos(2t)
=1+22+ o ().
t—0

donc

De méme :

1+sin(2t) = 1+ (2t) — é(%f’ +,0, ((20)°)

— 43 3
=142t ot +t30(t)/

(&

TV
=h—0

_ 1 2 1 3 3
et I(l+h)=h=sh*+h + o ()

. 4 1 4 ?
donc 1+1In(1+sin(2t)) =1+ <2t — §t3 + 0 (tS)) -3 (Qt _ §t3 + 0 (t3)>

ity (%) 3+ o [(20-26+ o (%) 3
3 3 t—0 t—0 3 t—0

4, 1 1
=1+4+2t——t*—=(2t)>+ (2t + o (¥)
t—0

372 3

4
_ 92 | *43 3
=1+2t 2t+3t+t80(t).

Par conséquent, on a par produit de développements limités :

1+ In(1 + sin(2t))
cos(2t)

1 .

= ) x (1+1In (1 +sin(2¢)))

_ 2 3 2 4 3 3
= (1+2224 o () (1+2t—2t + 5t +t30(t)>

4
=142t -2t + t° + 22 + 4> + o (t*)
3 t—0

ft) =

— 43 3
=142+t + o (£)}
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2. Déterminer l’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 et sa
position relative au voisinage de 0.
» D’aprés le résultat de la question précédente, la tangente a la courbe représentative de f au point

d’abscisse 0 admet pour équation |y = 1 + 2x|. De plus, on a :

)= (1+2t) ~ %t?

t—0

On en déduit que |la courbe représentative de f est en-dessous de sa tangente au point d’abscisse 0

dans un voisinage a gauche de 0 et au-dessus dans un voisinage a droite de 0.
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