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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1 )

On considére la fonction f : x — . Déterminer les ensembles suivants :

={f(z) |z €]—-11,-5[} et &={zeR]| f(z) € [4,6[}.
Probléme 1

On note 6 'unique réel appartenant a [0, 7] tel que cos(d) = 1/3. Le but de ce probléme est de prouver que
0 n’est pas une «fraction de m», c’est-a-dire que 6/7 ¢ Q (on dit alors que # et 7 sont incommensurables).
Pour cela, on raisonne par I’absurde en supposant qu'il existe deux entiers p et ¢ tels que 6 = pr/q.

1. (a) Calculer sin(f) puis donner la forme algébrique de e?.
(b) En déduire qu’il existe un entier n € N* tel que (1 + 22\/§)n = 3"
2. Démontrer que pour tout k € N, il existe (ax, by) € Z* tel que (1 + 22\/§)k = ay, + ibxv/2. On donnera
les expressions de axy1 et byiq en fonction de ay et by pour tout k € N.
3. Montrer que agio = 2a5+1 — 9ax pour tout k € N et déterminer une relation similaire pour (bg)xen-
4. Que valent ag, by, a1, b1, a, et b,?

5. On rappelle que la somme de deux multiples de 3 est un multiple de 3 et que si un multiple de 3 est
de la forme 2m ot m € Z alors m est un multiple de 3. Prouver que pour tout k € N, a; n’est pas un
multiple de 3.

6. Conclure.

Exercice 2

Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.
(I) |2+ 52 — 2| < |2z + 2|
(1) o) > (av)?
(I3) {2x+ v — J =3
(1y) sin(7x) +sin(3z) <0

2 +m
() ——

I5

< 1 oum € R est un paramétre fixé.
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Probléme 2

On considére ’ensemble suivant :

E = {7k +8(|(k,() e N*}.
Montrer que 8 et 37 appartiennent a E.
Montrer que 1 et 19 n’appartiennent pas a E.

Déterminer un autre exemple d’entier naturel appartenant & F et un autre exemple d’entier
naturel n’appartenant pas a F.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe deux entiers naturels q et r
tels que r < 6 et n = 7q + r, c’est-a-dire :

VneN, 3I(¢,r)eNx{0,1,2,3,4,56}, n=7q+r
Dans cette question, on suppose qu’il existe quatre entiers naturels ¢q, 71, ¢o et ry tels que :

(T17T2) € {0717273747576}2 et 7(]1 +7’1 = 7(]2 +T2-

Montrer que ¢; = g et 71 = 15. Que peut-on en déduire pour le résultat de la question 2(a) ?

A T’aide du résultat de la question 2(a), montrer que tout entier naturel supérieur ou égal & 42
appartient a F. Indication : on pourra utiliser que r = —7r 4 8r.

Déterminer les éléments de E strictement inférieurs & 42 et montrer qu’il y en a 21.

En déduire tous les éléments de E.

4. OnposeA:{p€N|Vn€N,n>p — nGE}.

(a)

(b)

Dire, sans justifier, si chacune des assertions suivantes est vraie ou fausse.

i. VpeA peFk vi. Vpe A, VneN, n>2p = nec A

ii. dJpeN, pe A vii. VpeN, (peFetp+1€A) — pe A

iii. Vpe A, n>p, ne E vill. VpeN, p¢ A <= (IneN, n>petn¢FE)
iv. Vpe A, In>p, neFE ix. VmeN, m¢ E — (Vpe A, p>m)

v. Vpe A, p+1e€A x. meN mé& Fet (VpeN, p>m — pe A)

A T'aide du résultat de la question 3(c), déterminer tous les éléments de A.

Exercice 3
On considére la suite (u,),>o définie par

up =0, uy=1 et Yn =0, upro = Tups1 — 12u,.

Montrer qu'il existe (a, b, c) € R? tel que pour tout entier n > 0, u,, = a.b™ + c".
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1
2247 . ‘ .
. Déterminer les ensembles suivants :

On considere la fonction f: x>

= {f(x) |z €] -11,-5[} et &={reR]| f(x)e[46[}.

» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—3} comme quotient de fonctions polynomiales dont le
dénominateur ne s’annule pas. On a :
20(x4+3)— (2> +7)x1 2> +62—7
(z + 3)? (v +3)?

Ve e R\{-3}, f(z)=

On reconnait au numérateur un polynéme du second degré de discriminant A = 62 — 4 x (=7) = 64 > 0.
Donc le numérateur s’annule en (—6 ++/64)/2 = 1 et en (—6 — 1/64)/2 = —7. De plus, il est strictement
négatif sur | — 7, 1] et strictement positif sur | — oo, —7[U]|1, +oc[. Puisque (z + 3)? > 0 pour tout z # —3,
on en déduit le tableau des variations de f.

T —o0 —11 -7 -5 -3 3—2v8 —1 1 5 3+2v5 400
f'() + 0 - - 0 -
—14 +00 ' +00
N, e

—00 —00 2
car :
' S (=7)*+7 56 T
Am f@) = lim o = e /0D =ty = oy = M im fo) =l S =
' ‘ :E—I—% 1247 8 2+ 7
Jm  f(z) —zETooH% =tool ) =g =572 Jim Jw) = T =g = o
11247 —5)?2+7
On a f(—11) = % = % =—16et f(—=5) = % = % = —16. On déduit du tableau des
variations de f que :
={f(z) | x €] — 11, -5} =|] — 16, —14] |
Soyez précis avec les bornes des intervalles : —16 est exclus car | — 11, —5[ est un

intervalle ouvert mais —14 est inclus car =7 €] — 11, =5].

Pour déterminer &, on résout les deux équations suivantes :

P+ 7
* @)= r+3
On obtient une équation du second degré de discriminant A = (—4)? — 4 x (=5) = 36 > 0 qui admet

pour solutions z = (4 +/36)/2 =5et 2 = (4 —6)/2 = —1.

=4 & 22+ 7=4(r+3) & 22 —42-5=0
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2+ 7
* @)= x+3
On obtient une équation du second degré de discriminant A = (—6)%? —4 x (—11) = 80 > 0 qui admet

pour solutions x = (6 + \/%)/2 = (6—{—4\/5)/2 =3+2V5et z =3 — 25.

On déduit du tableau des variations de f que :

=6 <= 22+7=6(x+3) < 2°—6r—11=0

& ={reR| f(z) € [4,6]} = ]3—2\/5,—1} U [5,3+2\/E[.

Probléme 1

On note 0 lunique réel appartenant a [0, 7] tel que cos(f) = 1/3. Le but de ce probléme est de prouver que
0 n'est pas une «fraction de w», c’est-a-dire que 0/ ¢ Q (on dit alors que 6 et w sont incommensurables).
Pour cela, on raisonne par l'absurde en supposant qu’il existe deux entiers p et q tels que 0 = pr/q.

1. (a) Calculer sin(6) puis donner la forme algébrique de €.
» On a d’aprés le théoréeme de Pythagore :

2
cos?() +sin?(f) =1 donc sin*(d) =1 —cos*(f) =1 — (1) =1- L g

En passant a la racine, on en déduit que :

|sin(0)| = \/E: VX2 = 2\/5.

N’oubliez pas les valeurs absolues! En toute généralité, v a? = |x| si x € R.
Il faut ensuite étudier le signe de x pour se débarasser des valeurs absolues.

Or 0 € [0, ] d’apres I’énoncé, donc sin(f) > 0 d’apres le cercle trigonométrique. On en déduit
que | sin(8)| = sin(#) et donc que |sin(f) = 2v/2/3|.

(b) En déduire qu’il existe un entier n € N* tel que (1 + 22\/§)n = 3"

» On cherche un entier n € N* tel que (1 + i2\/§)n = 3". On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On a :

(1+¢2\/§)n:3" — <M>n— |

3
1 c2v2 )"

— ( 1oy 2 ) =1

~~ ~

=cos(0) =sin(0)
< (cos(f) +isin(0))" =1 d’aprés le résultat de la question précédente
— (e )n =1 par définition de e
— 6in9 —
— €"™9 =1 car § = pr/q d’aprés I'hypothése de 'énonceé
= =1

11 suffit donc de choisir n tel que n/q = 2.
Synthése. On pose . Alors n € N* (car ¢ € N* d’aprés 'énoncé) et :

i2pm 2pm

Q

e =e =1 d’apres le cercle trigonométrique.

En reprenant les calculs effectués dans I'analyse, on en déduit que (1 + 22\/§)n = 3". On a donc

bien prouvé | 'existence d'un entier n € N* tel que (1 + 22\/§)n =3"|
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k

2. Démontrer que pour tout k € N, il existe (ay, by) € Z* tel que (1 + 2'2\/5) = ay, +ibpV/2. On donnera
les expressions de agyq et b1 en fonction de ay et by pour tout k € N.
» On raisonne par récurrence.

1l faut penser a la récurrence pour ce type de question. En effet, on connait le
résultat a démontrer pour tout k € N et on a une relation de récurrence évidente
entre le rang k + 1 et le rang k :

(1 n i2\f2)k+] - (1 +z’2\/§)k X (1 + z’2f2) .

De plus, il faut comprendre qu’il n’y a pas besoin de déterminer explicitement toutes
les valeurs de ay. et by. 1l suffit de les exprimer a [’aide des termes précédents, c’est-
a-dire de construire les suites (ag)ken €t (bk)ren par récurrence, d’ot la deuxieme
partie de la question de ’énoncé qui donne une indication supplémentaire sur la
méthode a utiliser.

Initialisation. Pour k& = 0, on cherche (ag, by) € Z* tel que (1 + i2\/§)0 = ag + ibpy/2. Or on a :

0
<1+i2\/§> —1=1+i0v2.

I1 suffit donc de poser ’ao =1 ‘ et ‘bo =0 ‘
Hérédité. On fixe & € N et on suppose qu'il existe (ay, b) € Z? tel que (1 + 22\/§)k = ay +1ibpVv/2. On

cherche (agi1,bry1) € 72 tel que (1 + 12\/5) L gyl + ibk+1\/§. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On a :

k+1 k
(1+i2v2) " = (1+i2v2) x (1+i2v2)
= (ak + zbk\/§> X (1 + 22\/§> d’aprés I’hypothése de récurrence

= ay + i2aV2 + ibV/2 — 25,2
= \(ak - 4bk> +1 (Qak + bk) \/5

J " S

TV
=041 =bk+1

Synthése. On pose ‘akﬂ = qy, — 4b ‘ et ‘bkﬂ = 2ay, + by, ‘ D’aprés les calculs effectués dans I'analyse,

on obtient : .
(1 " ¢2\/§> — apr1 + g1 V2.

Par conséquent, on a bien démontré que s'il existe (ay,by) € Z? tel que (1 + 22\/5) = ay, + ibpV/2

alors il existe (agy1,bk4+1) € 72 tel que (1 + 22\/5) A Qa1 + 1bgiq \/5, et cette implication est vraie
pour tout k£ € N.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

k
Vk € N, El(ak,bk) S ZQ, (1 + 22\/§> = ar + Zbk\/§

3. Montrer que agio = 2ax+1 — 9ay pour tout k € N et déterminer une relation similaire pour (by)gen-
» Soit k € N. On a d’aprés les résultats de la question précédente :

g’k-i-l = ap — 4b13 et bk+1 = 26Lk + b]E

~~

) @)
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Puisque ces relations sont vraies pour tout £ € N, on a aussi que :

A2 = Ayl — 4bk+1/ et f?k+2 = 2ap41 + bk+1j-
(3) 4)

En injectant l'expression (2) dans la relation (3), on obtient :

Ao = a1 — 4 (2ax + by) = apy1 — Sag, — 4by,.
Or on a —4by, = a1 — ax d’apreés la relation (1), d’ou :

Ugt2 = Qpy1 — Bag + Qg1 — ag = 20441 — ag.
De méme, en injectant ’expression (1) dans la relation (4), on obtient :

bryo = 2(ag — 4bg) + b1 = b1 — 8by + 2a.
Or on a 2ay, = by — by d’apreés la relation (2), d’ou :

bry2 = bry1 — 8bg + bpy1 — b = 20541 — Y0y

Puisque ces relations sont vraies pour un k£ € N fixé, elles sont vraies pour tous les £ € N. On a donc
montré :

Apy2 = 2ap41 — Yag

Vk € N,
{ b2 = 20541 — 90y,

4. Que valent ag, by, a1, b1, a, et b, ?
» D’aprés 'initialisation de la récurrence utilisée a la question 2, on a obtenu que :

[a0=1] et [b=0]

D’apres les résultats de la question 2, on sait que ay =ag —4bg=1—4 x 0=1 et by = 2a¢9 + by =

2x1+40=2, donc:
[a=1] e

On peut bien sir vérifier ce résultat a l'aide de :

1
(1+7:2\@) — 1 +i 2 Vo

=a =by

D’apreés le résultat de la question 1(b), on a :

<1+z2\/§> —3— 3" 4i 0 V2

Donc :

‘an:?)”‘ et ‘bnzo‘.

5. On rappelle que la somme de deux multiples de 3 est un multiple de 3 et que si un multiple de 3 est
de la forme 2m ou m € Z alors m est un multiple de 3. Prouver que pour tout k € N, ay n’est pas un
multiple de 3.

» On raisonne par récurrence double.

Il faut penser a la récurrence double ici. En effet, on connait le résultat a démontrer
pour tout k € N et on a obtenu une relation de récurrence double a la question 3.
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Initialisation. D’aprés les résultats de la question précédente, ag = 1 et a; = 1 ne sont pas des
multiples de 3. Le résultat est donc vrai aux rangs k =0 et k = 1.

Hérédité. On suppose que ay et axy1 ne sont pas des multiples de 3 pour un rang k£ € N fixé. Montrons
que agio n’est pas un multiple de 3. Par ’absurde, on suppose que a2 est un multiple de 3. D’apres
le résultat de la question 3, on a :

Qpro = 20511 — 9ar  donc  2apy1 = agio + Yay.

Or 9ay, est un multiple de 3 (car 9a; = 3 X 3ay). On en déduit que 2a,; est un multiple de 3 comme
somme de deux multiples de 3, et donc que ax,1 est un multiple de 3 (d’apreés le rappel de I’énoncé).
Ceci est absurde d’aprés I’hypothése de récurrence. Par conséquent, ag,o n’est pas un multiple de 3.
On a donc montré que le résultat est vrai au rang k + 2 dés qu’il est vrai aux rangs k et k + 1. Et
cette implication est vraie pour tout rang k € N.

Conclusion. D’apres le principe de récurrence double, on en déduit que le résultat est vrai pour tout
rang k € N, c’est-a-dire que | ax n’est pas un multiple de 3 pour tout rang k£ € N |.

6. Conclure.
» D’aprés le résultat précédent, ap n’est pas un multiple de 3 pour tout £ € N. En particulier, a,,
n’est pas un multiple de 3. Or a,, = 3" d’aprés le résultat de la question 4 et 3™ est bien un multiple
de 3 (car n € N*). Donc I’hypothése de 1’énoncé est absurde : il n’existe pas d’entiers p et ¢ tels que

0 = pr/q. Par conséquent, |'unique réel 6 € [0, 7] tel que cos(f) = 1/3 n’est pas une fraction de 7|

Exercice 2

Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

(I) |z* + 5z — 2] < |22 + 2|
» L’inéquation (/1) est bien définie pour tout x € R. A gauche de I'inéquation, on reconnait un
polynoéme du second degré de discriminant A = 5% —4 x 1 x (=2) = 33 > 0 qui admet pour racines
r; = (=5 +1/33)/2 et 25 = (=5 — v/33)/2. A droite de I'inéquation, on reconnait un polynéme du
premier degré qui admet pour racine évidente —1. Puisque v/33 > V25 =5, ona z; > 0 > —1 et
r9 < —5 < —1. On obtient donc le tableau des signes suivant :

T —00 T —1 X +00
2%+ b5r — 2 + 0 — — 0 +
20 + 2 — — 0 + +

On raisonne par disjonction de cas.

e 1 cas : x €] — 00, x3]. Alors :

() <= 2 +5r—-2< —(22+2)
— 22+ 7r<0
<~ x(x+7)<0.

De plus, v/33 < v/36 = 6 donc x93 > (=5 —6)/2 = —11/2 > —7. D’ou le tableau des signes

suivant :
x —00 -7 X2 0 +00
x+7 - 0 + + +
v(w +7) + 0 - - 0 +
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On en déduit que dans le cas ot x €] — 00, x9] :
(Il) — T € [—771‘2].
e 2°cas: x € [rg,—1]. Alors :

() <= —(2*+50—-2) < (22 +2)
— 22 +3z—-4>0.
On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = 3% —4 x 1 x (—4) =25 > 0 qui

admet pour racines (=3 ++/25)/2 = 1 et (=3 — 1/5)/2 = —4. Puisque x5 < —5 < —4, on a le
tableau des signes suivant :

T —00 T —4 —1 1 +00

Ty + 3w — 4 - + 0 - - 0+

On en déduit que dans le cas ot = € [z9, —1] :
([) <= x € [z, —4].
e 3°cas:x € [—1,x;]. Alors :

() <= —(2°+52—2) <2z +2
= >+ T7r>0
— z(x+7)=0.

Puisque x; > 0, on a en reprenant le tableau des signes obtenu dans le 1¢' cas :

T —00 -7 -1 0 T +00

z(x +7) + 0 - - 0 + +

On en déduit que dans le cas ot z € [—1,24] :
(Il) <— I €& [07131].
o 4°cas: x € [z1,400[. Alors :

([}) <= 2°+52—-2<22+2
— 2 +3z-4<0.

De plus, V33 < v/33 =6 donc x; < (—5+6)/2 =1/2 < 1. D’ou en reprenant le tableau des
signes obtenu dans le 2° cas :

T —00 —4 X1 1 +00

To+ 3xr — 4 + 0 — — 0 +

On en déduit que dans le cas ou = € [x1, +00] :
(I) <= =€ [z,1].

e Conclusion. Finalement, 'ensemble des solutions de (/;) est :

[—7, ZL‘Q] U [l’g, —4] U [0, I’l] U [[L’l, 1} = [—7, —4] U [0, 1} .
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Il est également possible de résoudre (1) en utilisant la croissance de la fonction
carrée sur [0, 4+o00| pour se débarasser des valeurs absolues :

(a: +52 —2)° < (20 +2)°
— (2 +5r—2) — (22 +2)<0
= ((@+50-2)+20+2) ) ((2*+52-2) = (20+2) ) <0
=

(JZ +7x) (.L —|—3:1;—4) <0
— z(x+7) (2*+ 3z —4) <0.

Puis il suffit d’étudier le signe de f:x — x(x +7) (22 + 3z — 4).

(L) 2() > (a7)

» Puisque les exposants 22 et x sont des nombres réels, on a d’aprés la définition des puissances :
2(=%) = exp (2*In(z)) et (z7)* = (exp (zIn(z)) )2 = exp (2zIn(x)) .
Ainsi 'inéquation (I5) est bien définie seulement pour x > 0 et on a :

(I,) <= exp (2°In(z)) > exp (22 In(z))
<= 2%In(z) > 27In(x) car la fonction exp est strictement croissante
<« (2* —2z)In(z) >0
<~ z(r —2)In(x) > 0.

On étudie le signe de la fonction f : x +— z(z — 2)In(z) sur |0, +o0].

x 0 1 2 +0oo
x 0 + + +
x — 2 - - 0 +
In(x) -0 4 T
f(x) + 0 - 0 +

On en déduit que I'ensemble des solutions de (I3) est |]0, 1[U]2, +oo] |.

(I) Px + mJ —3

» L’équation (I3) est bien définie seulement pour x — 1 > 0 <= z > 1. D’aprés la définition de la
partie entiére, on a :

(Iy) «= 3<2w+Vo—1<4 = (Yo—1>3-2z et Yo—1<4-2)

Vv Vv
1%¢ inéquation 2¢ inéquation

Attention avant d’élever au carré pour simplifier la racine : il faut d’abord isoler
la racine d’un coté de linéquation (sinon elle ne se simplifie pas) puis vérifier
que 'autre coté de l'inéquation est positif pour pouvoir utiliser la croissance de la
fonction carrée sur [0, +o0].

e 1™ inéquation. On a : 3 —2x > 0 <= x < 3/2. On raisonne par disjonction de cas.
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— 1%cas : x € [1,3/2]. Alors :

Ve—123-22 <=2z —-12>(3—21)*
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +oo]
= x—-1>9—12z + 42°
> 42® — 132+ 10 < 0.

On reconnait un polynome du second degré de discriminant A = (—=13)2—4x4x10=9> 0
qui admet pour racines (13 +v/9)/(2 x 4) =2 et (13 — v9)/(2 x 4) = 5/4. On a le tableau

des signes suivant :

x —00 1 —+00

ot
[\ [N
\}

4% — 13z + 10 + + 0 — - 0 +

On en déduit que dans le cas ou = € [1,3/2] :
Ve—-123-21 < z€[33].

— 2¢cas : v € [3/2,400[. Alors la 1 inéquation est toujours vérifiée car vz —1 >0 > 3 — 2x.

— Conclusion de la 1™ inéquation. On en déduit que :

Vvr—123—-2r < =z € [%,%]U[%,—l—oo[: B,—Foo[.

e 2¢inéquation. On a: 4 —2xr > 0 <= x < 2. On raisonne par disjonction de cas.
— 1°cas : x € [1,2]. Alors :

Vi—1<4—-20 <= 1r—1<(4-21)
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +00|
— z—1<16— 167 + 427
— 42 — 17z + 17> 0.

On reconnait un polynome du second degré de discriminant A = (—17)2—4x4x17 =17 > 0
qui admet pour racines z; = (17 +V17)/(2 x 4) = (17 +V17)/8 et x5 = (17 — /17)/8.
Puisque 17 > V16 =4, on a 1 > (17 +4)/8 =21/8 > 2 et x5 < (17 —4)/8 = 13/8 < 2.
De plus, V17 < v/25 = 5 donc 25 > (17 — 5)/8 = 3/2 > 1. D’ott le tableau des signes

suivant :

x —00 1 T2 2 x1 +00

4o — 17z + 17 + + 0 - - 0 +

On en déduit que dans le cas ot z € [1,2] :
Ve—1<4—-2z <= x€[l,xq.

— 2¢ cas : x € [2,400[. Alors la 2° inéquation n’est jamais vérifiée car /x — 1 >0 > 4 — 2z.

— Conclusion de la 2¢ inéquation. On en déduit que :

Vi—1<4-2z <= z€[l,z[Ub=|[1,xs]|

e Conclusion. Puisque z3 > 3/2 > 5/4 > 1, on en déduit que 'ensemble des solutions (I3) est :

]

3 o[ N[l zo[ = [f.02[ =] |1, 75
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(1y) sin(7x) + sin(3z) <0
» L’inéquation (I) est bien définie pour tout z € R. On a pour tout x € R :

sin(7z) + sin(3z) = Im ('™ + €'%)

Tr — 3x - Tx+3x A L.
= Im ( 2 cos 5 e 2 en factorisant par I'angle moitié
=Im (2 cos(2x) [cos(5x) + isin(5x)]>
= 2 cos(2z) sin(5x).

Par conséquent :
(1) <— (cos(Q:E) > 0 et sin(bz) < O) ou (COS(Q.I‘) < 0 et sin(5z) > 0).
Or on a d’apreés le cercle trigonométrique :

cos(22) > 0 <= 2 € U]—g+2lm,g+2kw[
k€EZ

dk € Z, —g+2k7r<2x<g+2k7r
I e 7, —%+k7r<x<%+k7r
T T
x € U]—Z—l-k‘ﬂ',z-i-kﬂ[
kEZ

bz € | )]0+ 2km, 7+ 2kn|
keZ

dk € Z, 2km < bx < w+ 2km

2km

et sin(bz) >0

2%
erZ,Tﬂ<a:<

T

5

2kr ™  2kw
ceUFmET

kEZ

5

rtr1r 11107

On obtient donc le tableau des signes suivant entre 0 et 27 :

z 0

SIE]

cos(2x) + +0- - -0+ 4+ + +0- - =0+ +

sin(5z) o+0- -0+0- —-0+0—-0+ +0-0+ +0—-0

On en déduit que I'ensemble des solutions de (1) est :

|2 +2km, 2+ 2kn[U ]2 + 2kr, 3 4 2kn |
U U]%ﬂ+2k;7r,4—7r+2k7r[U]7T+2k7T,%”+2k;7r[U]%+2k7r,%”+2k:7r[
kez UT%’T—i—Zlm,%+2kﬂ[u}9§+2k7r,7r+2k7r[

‘]l faut savoir écrire ce type d’ensembles a l'aide d’une union infinie d’mtermlles.‘
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20 +m
<1 oum € R est un paramétre fizé.

(Is) ——
» L’inéquation ([;) est bien définie seulement pour t —1#0 <= 2 # 1. On a:
2x +m
I5) — -1<0
(I5) r—1
2 —(z—1
r+m—(r—1) <0
r—1
1
grm+l)
r—1

On étudie le signe de la fonction f : z +— % :

r+(m+1)>0 < z>—-(m+1),
r—1>0 < z>1

On raisonne par disjonction de cas pour dresser le tableau des signes de la fonction f.
e 1cas: —(m+1) <1 <= m > —2. On obtient alors le tableau des signes suivant :

T —0 —(m+1) 1 +00
r+ (m+1) - 0 + +
-1 - - 0 +
f(z) - 0 - +

On en déduit que dans le cas ot m > —2 :

(I;) < | —(m+1),1[.

—(m+1)=1 < m = —2. Alors (I5) n’est jamais vérifiée car :

e 2° cas:
r+(m+1) z4+(=2+41) 2z-1 _
rz—1 r—1 x—1
e 3*cas: —(m+1)>1 <= m < —2. On obtient alors le tableau des signes suivant :
T —00 1 —(m+1) +00
z+ (m+1) - - 0 +
r—1 — 0 + +
f(x) + - 0 +

On en déduit que dans le cas ot m < —2 :

(Is) <= ]1,—(m+1)[.

e Conclusion. Finalement, ’ensemble des solutions de (/5) est :

|—(m+1),1[sim> -2
0 sim=-2|
11, —(m+1)] sim< =2
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Probléme 2
On consideére ’ensemble suivant :
E = {1k +8(|(k,() e N*}.
1. (a) Montrer que 8 et 37 appartiennent a E.
» Ona8=7x0+8x 1 donc pour les valeurs de paramétres (k, ¢) = (0,1). De méme,

37=7x3+8 x 2 donc pour les valeurs de paramétres (k, () = (3,2)
(b) Montrer que 1 et 19 n’appartiennent pas a E.

» Par I'absurde, on suppose que 1 € E. Alors il existe des valeurs de paramétres (k, ) € N?
telles que 1 = 7k + 8¢. Donc 7k =1 — 8¢ < 1 car £ > 0. On en déduit que k£ < 1/7 donc que
k=0car k € N. Ainsi 1 =7 x 04 8¢ donc £ = 1/8 ce qui est absurde car ¢ € N. Par conséquent,
on a bien prouvé par I'absurde que . De méme, on suppose qu’il existe des valeurs de
parameétres (k, /) € N? telles que 19 = 7k + 8(. Donc 7k = 19 — 8¢ < 19. On en déduit que
k <19/7 donc que k=0, k=1o0u k =2. Or k =0 implique { = (19 —-7x0)/8 =19/8, k=1
implique ¢ = (19 =7 x 1)/8 = 3/4 et k = 2 implique £ = (19 — 7 x 2)/8 = 5/8. Tous les cas sont
absurdes, par conséquent on a bien prouvé que .
(c) Déterminer un autre exemple d’entier naturel appartenant a E et un autre exemple d’entier

naturel n’appartenant pas a E.
» Par exemple car 7TX0+8x0=0et car il n’existe pas (k, () € N? tel que
Tk + 80 =2 (sinon k < 2/7 donc k =0 et £ =2/8 =1/4 ce qui est absurde).

2. (a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe deux entiers naturels q et r
tels que r < 6 et n="Tq+r, c’est-a-dire :

VneN, 3F(¢,r) e Nx{0,1,2,3,4,5,6}, n=7Tq+r.

» Initialisation. Pour le rang n = 0, on cherche (q,r) € N x {0,1,2,3,4,5,6} tel que n = 7q+r.
Or 0 =7 x 0+ 0. Il suffit donc de poser ¢ = 0 et r = 0. Ainsi, le résultat est vrai au rang n = 0.
Hérédité. On suppose que le résultat est vrai pour un rang n € N fixé. Donc on sait qu’il existe
(q,r) € Nx{0,1,2,3,4,5,6} tel que n = 7q + r. On veut montrer que le résultat est vrai au
rang n + 1, donc on cherche (¢',r") € N x {0,1,2,3,4,5,6} tel que n +1="T7¢ +r'.

Attention aux notations. Les deux entiers du rang n ne sont pas forcément les
mémes que les deux entiers du rang n+ 1. Il faut donc utiliser des notations
différentes. Par exemple (q,r) pour le rang n et (¢',r") pour le rang n + 1,
ou inversement, ou n'importe quelle autre notation du moment qu’elles sont
différentes aux rangs n et n+ 1.

On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On a d’aprés 'hypothése de récurrence :

n+1=(Tg+r)+1=7 ¢ +r+1.
~

— =r!
=q T

On a bien ¢ = ¢ € N mais on veut que ' =r+1¢€ {0,1,2,3,4,5,6}. Sir € {0,1,2,3,4,5}
alors on peut poser ' =r + 1. Si r = 6 alors :

n+l=7¢+6+1=7¢q+7="7(¢+1)=7(¢+1)+_0 .
—_—— =~

—p!
— =r
=q

Syntheése. On pose | (¢', ") = (¢,r + 1) |sir £ 6et|(¢,r") = (¢+ 1,0) |si r = 6. D’apres analyse,
on a trouvé dans les deux cas ¢ € N et v € {0,1,2,3,4,5,6} tels que n +1 = 7¢' + r’. Par
conséquent, on a prouvé que le résultat est vrai au rang n + 1 s’il est vrai au rang n. Et cette
implication est vraie pour tout rang n € N.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

VneN, 3(¢,r) e Nx{0,1,2,3,4,5,6}, n=7Tq+r|
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(b) Dans cette question, on suppose qu’il existe quatre entiers naturels qi, r1, qo et ro tels que :
(r1,79) € {0,1,2,3,4,5,6}* et Tq +r = Tqy + 7o

Montrer que q1 = qo et 11 = ra. Que peut-on en déduire pour le résultat de la question 2(a) ?
» On a:
Tqi+ri=Tq+ry donc T(q1 —q2) =Tq —Tge =12 —11.

Puisque (r1,79) € {0,1,2,3,4,5,6}2, on en déduit que

(g1 —q) =1y —1 € {—6,-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}.

Attention aux manipulations d’inégalités. On ne peut pas soustraire directe-
ment les inégalités 0 < ry <6 et 0 < ry < 6. En effet, si on multiplie la 2°
mnégalité par —1, on obtient —6 < —ry < 0. Puis en additionnant avec la 1™
négalitée : —6=0—6<1ry,—1r; <6+ 0=6. D'ou le résultat.

Puisque le seul multiple de 7 compris entre —6 et 6 est 0, on en déduit que 7(¢; —gq2) = 11 —79 = 0.
Donc ‘ql = (@9 ‘ et [r =ra]. Ainsi, on vient de démontrer par 'absurde que, pour tout entier

naturel n, |le couple d’entiers (g, r) trouvé a la question précédente est unique |.

3. (a) A laide du résultat de la question 2(a), montrer que tout entier naturel supérieur ou égal a 42
appartient a E. Indication : on pourra utiliser que r = —7r + 8r.
» On fixe un entier naturel n > 42. Montrons que n € E. On cherche donc des valeurs de
paramétres (k, ) € N? telles que n = 7k + 8¢. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. D’aprés le résultat de la question 2(a), on sait qu’il existe (¢,r) € Nx {0,1,2,3,4,5,6}
tel que n = 7¢ + r. On a donc :
n="Tq+r=T7¢—Tr+8r=T7(q—r)+8_r

—— ~~"
=k =t

Synthése. On pose | (k,¢) = (¢ — r,7) | On a bien n = 7k + 8¢ d’aprés 'analyse et £ = r € N. De
plus, k = ¢ — r € Z. Montrons que ¢ —r > 0 donc que k € N.

N’oubliez pas de justifier que g —r > 0. Il est nécessaire que le parameétre k
soit positif pour prouver que n € E. Par exemple pour (k,0) = (—1,1), on
obtient 1 =7 x (—=1) +8 x 1 mais 1 ¢ E.

Par I'absurde, on suppose que ¢ — r < —1. Puisque r € {0,1,2,3,4,5,6}, on a :

n="7(q—r)+8 <7“6 < —7T+8x6=41.
<1 <

Ce qui est absurde car n > 42. On en déduit que ¢ — r > 0 donc que k = g — r € N. Finalement,
on a bien trouvé des valeurs de parameétres (k, ) € N? telles que n = 7k + 8(. Par conséquent,
n € E. Puisque ceci est vrai pour un entier naturel n > 42 quelconque, c’est vrai pour tout
entier naturel n > 42.

VneN, n>42 = neE|

(b) Déterminer les éléments de E strictement inférieurs a 42 et montrer qu’il y en a 21.
» 11 suffit de dresser la liste de toutes les valeurs de parameétres (k, £) € N? telles que 7Tk + 8¢ < 42.

— Pour k£ = 0, on obtient pour les valeurs successives du parameétre ¢ :

Tx0+8x0=[0], 7x0+8x1=[8], 7x0+8x2=][16],
Tx0+8x3=[24], 7Tx0+8x4=[32] et 7Tx0+8x5=[40]

Puis pour £ > 6,ona: 7Tk+8( > 7 x 0+ 8 x 6 =48 > 42.
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— Pour k£ =1, on obtient pour les valeurs successives du parameétre ¢ :

Tx1+8x0=[7, 7x1+8x1=[15], 7x1+8x2=[23]

Tx1+8x3=[31], et 7Tx1+8x4=[39]

Puis pour £ > 5,ona: 7Tk+80 > 7 x 1+ 8 x5 =47 > 42.

— Pour k = 2, on obtient pour les valeurs successives du parameétre £ :

Tx2+8x0=[14], 7x2+8x1=[22] 7x2+8x2=[30]
et 7Tx2+8x3=[38]

Puis pour > 4,ona: 7Tk+80 > 7 x 2+ 8 x 4 =46 > 42.

— Pour k = 3, on obtient pour les valeurs successives du parameétre £ :

Tx34+8x0=[21], 7Tx3+8x1=[29] et 7Tx3+8x2=[37]

Puis pour £ > 3,ona: 7Tk+8( > 7 x 3+ 8 x 3 =45 > 42.
— Pour k = 4, on obtient pour les valeurs successives du paramétre ¢ :

Tx4+8x0=[28] et Tx4+8x1=[36]

Puispour / > 2, ona: 7Tk+80 > 7 x4+ 8 x 2 =144 > 42.

— Pour k£ = 5, on obtient pour les valeurs successives du paramétre £ :
7x54+8x0=|35]

Puis pour / > 1,ona: 7Tk4+80 > 7 x5+ 8 x 1 =43 > 42.
>6,ona:7Tk+80>7x6+8x0=42.

Finalement, on obtient |21 éléments de E strictement inférieurs a 42| qui sont :

— Puis pour k

{0, 8,16,24,32,40,7,15,23, 31, 39, 14, 22, 30, 38, 21, 29, 37, 28, 36, 35}
= {0, 7,8,14,15,16, 21,22, 23, 24, 28, 29, 30, 31, 32, 35, 36, 37, 38,39,40} .

(c) En déduire tous les éléments de E.
» D’apreés les résultats des deux questions précédentes, on en déduit que :

E={neN|n=>42}U{0,7,8,14,15,16,21,22,23,24,28,29, 30, 31, 32, 35, 36, 37, 38, 39,40 }

=1{0,7,8,14,15,16,21, 22,23, 24, 28,29, 30, 31, 32, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 45,46, ... } |

4. OnposeA:{p€N|Vn€N,n>p — nGE}.

1l faut bien comprendre l’ensemble A pour pouvoir répondre aux questions sui-
vantes. Il s’agit de [’ensemble des entiers naturels p tels que pour tout entier
naturel n, sin > p alors n appartient a E. Ainsi, A est l’ensemble des entiers
naturels p tels que tous les entiers supérieurs ou égaux a p appartiennent a E. Par
exemple 42 € A d’apres le résultat de la question 3(a) alors que 21 & A puisque
par exemple 25 ¢ E d’apres le résultat de la question 3(b).

(a) Dire, sans justifier, si chacune des assertions suivantes est vraie ou fausse.

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 17 sur 136 Sébastien Godillon



. VpeA peF
> Cest [vrail.

En effet, si p € A alors tout entier supérieur ou égal a p appartient a F,
donc en particulier p appartient a E.

. IpeN, pe A
> Cest [vrail.

Cette assertion revient a dire que A est non vide ce qui est le cas puisque
42 € A d’apres le résultat de la question 3(a).

ii. Vpe A, An>p, neE
» Cest .

En effet, si p € A alors il existe au moins un entier supérieur ou égal a p
qui appartient o E puisque tout entier supérieur ou égal a p appartient a
E. 11 suffit par exemple de poser n = p.

w. Vpe A, n>p, nek
>C’est.

C’est la méme justification que l’assertion précédente. Il suffit par exemple
de posern =p+ 1.

v.Vpe A, p+1€ A
>C’est.

En effet, si p € A alors tout entier supérieur ou égal a p appartient a F,
donc en particulier tout entier supérieur ou égal a p + 1 appartient a F,
ce qui revient a dire que p+ 1 € A.

vw. Vpe A, VneN, n>2p = ne A
>C’est.

C’est la méme justification que [’assertion précédente : sip € A et n > p
alors tout entier supérieur ou égal a n appartient & E puisque tout entier
supérieur ou égal a p appartient a E.

vii. VpeN, (pe Eetp+1€A) = pe A
> Cest [vrai

Sip+ 1€ A alors tout entier supérieur ou égal a p+ 1 appartient a E.
Si, de plus, p € E alors tout entier supérieur ou égal a p appartient a F,
ce qui revient a dire que p € A.

viti. VpeEN, p¢ A < (FneN, n=petn ¢ FE)
> Cest [vrail.

Par définition de A, on a :

peEA = (VneEN, n>2p = nekE).

non(n>p) ou neE

En passant a la négation, on en déduit que :

pg¢E A<= non(VvneN, n<pouneckE)
< dneN, non(n<pouneckE)
<= dn €N, non(n < p) et non(n € E)
< dneN nzpetn¢FE.
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irz. V'meN, m¢ E = (Vpe A, p>m)
» Clest [vrail.

S7il existe p € A tel que p < m alors m € E puisque tout entier supérieur
ou égal a p appartient a E. Autrement dit :

VvmeN, (Jpe A p<m) = meckE.
En passant a la contraposée, on en déduit que :

Ym € N, non(m € E) = non(Ip € A, p<m)
<<= VmeN m¢FE = (Vpe A p>m).

z. M eN, m¢ FEet(VpeN, p>m = pe A)
>C’est.

Tout entier supérieur ou égal a 42 appartient a E d’apres le résultat de la
question 3(a). Donc tout entier strictement supérieur a 41 appartient a
A. De plus, 41 ¢ E d’aprés le résultat de la question 3(b). L’assertion est
donc vraie puisqu’il suffit de poser m = 41.

(b) A laide du résultat de la question 3(c), déterminer tous les éléments de A.
» D’aprés le résultat de la question 3(a), on a :

{neN|n>42} C A
De plus, puisque 41 ¢ E d’apreés le résultat de la question 3(b), on a :
Ac{neN|n>42}.

Par double inclusion, on en déduit que :

A= {42,43,44,45,46,... } |

Exercice 3
On considére la suite (uy,)n>o définie par

up =0, u; =1 et VYn =0, upio = Tups1 — 12u,.

Montrer qu’il existe (a,b,c) € R? tel que pour tout entier n > 0, u, = a.b™ + c".
» On cherche (a,b,c) € R? tel que :

VYn >0, u, =ab”+c".

On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On veut pour n =0 :

O=uy=ab’+=a+1 donc a=—1.
De méme, on veut pour n =1 :
l=u;=ab +c'=—-b+c¢ donc c=b+1.
De plus, la relation de récurrence donne pour n =0 :

UQ:7U1—12U0:7X1—12X0:7.
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On veut donc pour n =2 :

T=uy=ab’+c=-b*+0+1)>=2b+1 donc b=3.

Synthése. On pose |[a = —1,b=3 et c = 4‘. Montrons que u, = a.b™ 4+ ¢" = —3" 4+ 4" pour tout entier
n > 0. On raisonne par récurrence double.
Initialisation. On a :

3044 = 1 4+1=0=uy et —3'+4'=-3+4=1=14

donc le résultat est vrai aux rangs n =0 et n = 1.
Hérédité. On suppose que u, = —3" + 4" et U, 1 = —3" + 4"+ pour un rang n > 0 fixé. Alors :

Upio = TUpy1 — 12u, d’aprés la relation de récurrence de I’énoncé
=7(=3""" 44" —12(=3"+4") d’apres les hypothéses de récurrence
=T7(—3x3"+4x4")+12x3"—12x4"
=21 x3"+28 x4" +12 x 3" —12 x 4"
= -9 x3"4+16 x 4"
=3 x3"+4* x 4"
= 3™ 44t
Par conséquent, si le résultat est vrai aux rangs n et n + 1 alors il est vrai au rang n + 2. De plus, cette

implication est vraie pour tout rang n > 0.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence double, on en déduit que

‘Vn}O, u, = —3" +4"|

Finalement, on a bien trouvé | (a,b,c) = (—1,3,4) | tel que pour tout entier n > 0, u,, = a.b™ + ".
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DS n° 2 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer que :

1—
Vo €] —1,1], arccos(z) = 2arctan ( T :z:) :
T

1. Etudier les variations de la fonction f : x e sur ] —1,1].

2. En déduire 'ensemble des valeurs de 2 arctan (w / i—i) lorsque x parcourt | — 1,1].
3. Soit # € [0, w[. Exprimer cos(d) en fonction de tan(6/2).

4. Conclure.

Exercice 2
Simplifier les sommes et les produits suivants en fonction de n € N*.

n
4 . , .
1. E In (1 + 57 +1) en reconnaissant une somme télescopique.
k=1

n

2. H exp ((Z)) a 'aide de la formule du binéme de Newton.

4. H tan (2(S—L)> en inversant l'ordre du produit.

Exercice 3
On fixe n € N dans cet exercice et on pose : R = Z 3 et T = Z 31,

0<i<n 0<i<j<n
0<j<n

1. [Informatique]
(a) Ecrire en Python une fonction somme (x,k,p) qui prend en arguments un réel = et deux entiers
p

naturels k£ et p puis qui renvoie la valeur de la somme E zkre,

=0
(b) En utilisant la fonction somme de la question précédente, écrire deux fonctions sommeR et sommeT
qui prennent en argument ’entier n puis qui revoient la valeur des sommes R et T" respectivement.

2. Calculer R.
3. Calculer T.
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Exercice 4
Le but de cet exercice est de calculer la limite de la suite (p,,)n>1 définie par :

- k
Vn > 1, pn—H(l—i-ﬁ).

k=1
1. Calculer pq, ps et ps.

2. [Informatique] Ecrire en Python une fonction produit qui prend en argument un entier n > 1 puis
qui renvoie la valeur de p,.

Pour la suite de ’énoncé, on pose s, = In(p,) pour tout n > 1.
3. Ecrire les termes de la suite (s,),>1 & I'aide du symbole 3.

4. Montrer que :
2
Vo > 0, x—%éln(1+x)<x.

5. En déduire que :

2 _ _
(n+1)(6n* —2n 1)<Sn<n—|—1‘

Vn > 1
nzs 1213 m

6. Conclure.

Exercice 5
Résoudre I'équation suivante d’inconnue 6 € R :

cos(240) + cos(2560) 4 cos(266) + - - - + cos(416) + cos(426) = 0.

Exercice 6
On considére la suite (a,),>o définie par :

a=a=3 et VYn=0, a2 = 2a,+1 — 9a, + 16.

1. [Informatique| On considére la fonction ci-dessous.

def nlport3koua(n):

a=3

b=3

for k in range(n):
c=2%b-9*a+16
b=c
a=b

return b

(a) Que renvoie la commande nlport3koua(0) 7
(b) Que renvoie la commande niport3koua(l) ?
()

)

(d) Corriger la fonction niport3koua pour écrire une fonction suite qui prend en argument un
entier n > 0 puis qui renvoie la valeur de a,,.

Que renvoie la commande nlport3koua(2) 7

2. Montrer qu’il existe un réel « tel que (u, = a, + @),>0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
3. Exprimer u,, en fonction de n > 0.
4. En déduire I'expression de a,, en fonction de n > 0.

Exercice 7

Une suite réelle (uy,)n>1 est dite de Cauchy lorsque pour tout réel € > 0, il existe un rang N > 1 a partir
duquel deux termes quelconques de la suite sont séparés d’au plus e, autrement dit :

Ve>0, 3IN =1, VY(n,p)eN (n}Netp}N):>}un—up|<z—:.

Montrer que la suite (un = %) est de Cauchy.

n=1

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 22 sur 136 Sébastien Godillon



Corrigé du DS n° 2 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer que :

1—
Vo €] —1,1], arccos(x) = 2arctan ( x) :
1+

5 . .. . . 1—
1. Etudier les variations de la fonction f:xw (/177 sur | —1,1].

» La fonction f :xz +— i—i = \/—V;i est définie comme un quotient de racines. De plus la fonction

racine t — /t est dérivable sur ]0, +oo|. Or :

l—-2>0 <= z<1 et 14+2>0 << z>—1.

Donc la fonction f est dérivable sur | — 1, 1] comme quotient de fonctions dérivables dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas.

Attention : la fonction f n'est pas dérivable en 1 car la fonction racine t — /t n'est
pas dériwable en 0! Il faut toujours bien justifier qu’une fonction est dérivable
avant de la dériver.

—1 1
l+2 - —=v1—x

Ve el —1,1], f’(:r): 2V1—x 2\/21+x
(\/1+x)
—(V1+ x)2 - (V1= x)2
21 —z/1+x
1+
—(1+z)—(1—x)

T2 /0-o)(1ta)(1+a)

<0
=
= ! <0
V1—22 (1+2) '
S— —
>0 >0
car x > —1
On en déduit le tableau des variations de f :
T —1 1
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car :

x£3+f<x>:xl}r—%+\/1_’_—x:+oo et f(l): /1+1:O'
——

11—z

H—f) lorsque = parcourt | — 1,1].

2. En déduire l’ensemble des valeurs de 2 arctan (

» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

{\/3\%]—1’1]} = {f(@) | = €] = 1,1]} = [0, +o0].

De plus, la fonction arctan associe a chaque ¢ € R I'unique angle 6 €] — 7, 7] tel que tan(f) = ¢. On
déduit du cercle trigonométrique que si ¢ parcourt [0, +oo[ alors 6 = arctan(t) parcourt [0, 5[. Par
conséquent :

{Qarctan ( 1;:6) ) x €] — 1,1]} = {2arctan (t) | ¢ € [0, +oo[}

={20|6€0,%[}
=|[0,7[}

3. Soit 0 € [0, m[. Ezxprimer cos(6) en fonction de tan(6/2).

» On a:
cos(f) = cos (2 x %)
= cos’ (g) — sin® (g) d’apreés la formule de duplication du cosinus
ol (B st ()
= - ( g ) i ( g ) d’aprés le théoréme de Pythagore

—_
2 z.
=] =}
V] [
— N/}
N[
N

Q

o

@
N

™

car cos” (%) # 0 puisque & € [0, Z]

NID | D

NID | NI NID P ]

N—" [

—_
_|_
e}
3 .
@
V)
N

N———
SN———
no

N

—_
N
. Q @,
2 | B
A/ N |/ N I

(IS

N——

N———

,_\
+
N
8| g
& =

7

1 — tan?

T tan? (2) d’aprés le théoréme de Thalés.
an

~—~—

N—

|
— |

4. Conclure.
» Soit = €] — 1, 1]. Par définition, arccos(z) est 'unique angle 6 € [0, 7] tel que cos(f) = z. On pose

6 = 2 arctan < ﬁ—i) Veérifions que 6 € [0, 7] et que cos(0) = x. D’aprés le résultat de la question 2,
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on a § = 2arctan (« / } - ) € [0, 7] donc en particulier 6 € [0, 7]. De plus, on a d’aprés le résultat de

la question précédente :

cos(0)

2
1+ <tan (arctan ﬁ—i)))
2
1 — ( /P_Z)
1+x
= —————5 par définition de la fonction arctangente
1+ (Vi)
o (4o -(-n) 2
1+ (4o +(1-2) 2 ‘

On en déduit bien que § = arccos(x) par définition de la fonction arccosinus. Puisque ceci est vrai

pour tout z €] — 1,1}, on a bien montré que :

Vo €] —1,1], arccos(z) = 2arctan (

1—=x
142/

Exercice 2

Simplifier les sommes et les produits suivants en fonction de n € N*.

1. Z In (1 + ﬁ) en reconnaissant une somme télescopique.
k=1
» On a :

2": In (1 +
k=1

n

2k+1+4
2k+1 Zln( 2%k + 1 )
:Z[ln(2k+5)

k=1

—In(2k+1)]

les termes restants :

1l faut comprendre les simplifications dans sa téte ou au brouillon pour déterminer

=[In(7) —In(3)] + [In(9) —In(5)] + [In(11) —In(7) | + [In(13) —In(9) ] +
(*) (%) (*) (%)
+ [In2n+1)—In(2n—3)] + [In(2n+3) —In(2n — 1) | + [In(2n +5) — In(2n + 1) |
(+5%) (54)

—1In(3) — In(5) + In(2n + 3) + In(2n + 5)

In

(@n+?fn+@).

aprés simplifications
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2. Hexp ((Z)) a l'aide de la formule du binéme de Newton.
k=1

» On a :
- n = n . . .
H exp (( k)) = exp ( ( k;)) par propriété de la fonction exponentielle
k=1 k=1
= exp < k) — (0> par associativité de la somme
k=0 <L
=1
" /n
= ex 1k1nk — 1 car 1¥ =1 pour tout x € R
(5 () p
=exp ((1+1)"—1) d’aprés la formule du binéme de Newton
= |exp (2" — 1) .
Attention : la somme de la formule du binéme de Newton commence a ['indice
k=0 et non a k= 1. Pensez a vérifier rapidement vos résultats pour des petits
valeurs de n. Par exemple pour n =1 :
1
Hexp ((i)) = exp ( G) ) =e = exp (21 — 1) alors que exp (21) —e? e,
3. L%JQ en séparant les indices pairs et impairs.

k=1
» On a en séparant les indices pairs et impairs :

SIS S 5

k= k=1 k=1

k ;air k impair
20+1 17 2W+1+1]|
- F e T
1<24<n 1<244+1<n
- e+ + > e+
3<ULE USSR
[5] |25 ]

=1 =0
ni(|n n L5+t
= 5] (L§J * 16) (2 3]+ 1) + ; 4% en posant le décalage d’indice j = ¢ + 1
_ sy eI+ () (g + 1+ ) @15 + )+ 1)
6 6
1

= (1513 + D) CLa+ ) + (1252 +1) (1552 +2) (21252 +3) ).

On raisonne ensuite par disjonction de cas pour simplifier le résultat.
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1" cas : n est pair. Alors [2] =2 et [%1] =2 — 1 donc :

S| -sErn ey sy ese)
k=1
2n(n+2)(n+ 1)
6 x4
_nn+1)(n+2)
B 12
2° cas : n est impair. Alors |2] = 221 et |21 ] = 251 donc

S (R e ) o)+ (o5 4) (5 49) (2272 49))

= ((n— n + (n+3)(n+2))

Y (2n2 +4n + 6)

(n+1)(n® 4+ 2n + 3)
12 '

4. H tan (2(n+1 ) en tnversant [’ordre du produit.

> On a:
- km
P = tan (—)

1]:[1 2(n+1)
- ((n +1- E)W) en posant l'inversion de I'ordre du produit

=[Jten (——+—
e 2(n+1) l=n+1—k < k=n+1-/

_ ﬁtan (E _ L)
11 2 2n+1)

3 |l

par propriété de la fonction tangente

= par multiplicativité du produit

11— ltan( n+l))

1
=% car I'indice du produit est une variable muette.
On en déduit que P? =1 donc que P = —1 ou P = 1. Or on a pour tout k € [1,n] :

0<k<n+1 donc 0<j + < 3 donc tan < kr )> > (0 d’aprés le cercle trigonométrique.

2(n+1) 2(n+1

Ainsi, P est un produit de facteurs strictement positifs. On en déduit que P = 1, c¢’est-a-dire :

Htan( n+1)) =1
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Exercice 3

On fixe n € N dans cet exercice et on pose : R = Z 3 et T = Z 3,
0<i<n 0<i<g<n
0<j<sn

1. [Informatique]

(a) Ecrire en Python une fonction somme (x,k,p) qui prend en arguments un réel x et deux entiers
P
naturels k et p puis qui renvoie la valeur de la somme Z ke
=0

» Par exemple :

def sommme(x,k,p):
S5=0
for 1 in range(p+1):
S=S+xx* (k+1)
return S

Attention : la commande range (p) renvoie la liste des p premiers entiers en
commengant par 0, c’est-a-dire 0,1,2,...,(p — 1). Pour obtenir la liste des
p+ 1 entiers de 0 a p, il faut donc utiliser la commande range (p+1).

On peut également utiliser la formule de la somme des termes d’une suite
géométrique de raison x :

P p1

2 :ka — gk ‘
11—z

0=0

Mazis attention : cette formule est valable seulement pour x # 1!/ Six =1, la
somme est égale a p+ 1. On peut donc écrire la fonction somme a [’aide des
commandes if et else pour réaliser une disjonction de cas. Par exemple :

def somme(x,k,p):
if x==1:
return p+1
else:
return (x*xk)*(1-x**(p+1))/(1-x)

(b) En utilisant la fonction somme de la question précédente, écrire deux fonctions sommeR et sommeT
qui prennent en arqument 'entier n puis qui revoient la valeur des sommes R et T' respectivement.

» On a: |
n n n J

0<i<n =0 i=0 0<i<j<n =0 i=0
0<i<n

On reconnait des sommes doubles : sur un Rectangle d’indices pour R et sur
un T'riangle d’indices pour T

Par exemple :

def sommeR(n): def sommeT(n):
S=0 S=0
for j in range(n+1): for j in range(n+1):
S=S+somme (3, j,n) S=S+somme (3,7, j)
return S return S
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2. Calculer R.
» On a:

R= Z 3i+j:zn:2n:3i+j

0<i<n j=0 i=0
0<j<n

n .
B ( y 3ntl 1) en reconnaissant la somme des termes
7=0

3—-1 d’une suite géométrique de raison 3
3t — 1
=—D 3’ par linéarité de la somme
j=0
B 3ntl -1 50 3"t —1  en reconnaissant la somme des termes
n 2 3—-1 d’une suite géométrique de raison 3
(3n+1 1>2
B 4
3. Calculer T.
» On a :
n J
T — 3i+j — Z Z 3i+j
0<i<j<n j=0 i=0

n y .
Z 5 R | en reconnaissant la somme des termes
d’une suite géométrique de raison 3

des termes d’une suite géométrique de raison 3

d’une suite géométrique de raison 9

0

IR Ny
~ 9 (Z 3 Z 3’ ) par linéarité de la somme

Jj=0 7=0

_ 1 3 - 9 _ 30 & par linéarité et en reconnaissant la somme
2\ T4 31
_ 1 3x9° ot —1 3 -1 en reconnaissant la somme des termes
2 9—1 2

1
:16@9m4—3—43M4+@
13X 9mH — 4 x 3t 4]
B 16 '

Exercice 4

Le but de cet exercice est de calculer la limite de la suite (p,)n>1 définie par :

- k
Vn > 1, p”:H<1+ﬁ)'

k=1

1. Calculer p1, ps et ps.
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» On a:

k=1
2
k 1 2 5x3 |15
= 1 a0 - 1 —- 1 — = — | —
=TI (v 5)=(+3) (+5) =555
3
k 1 2 3 10x 11 x4 [440
o ;{(*}p) ( +9>( +9)( +9> Ix9x3 |243

2. [Informatique Ecrire en Python une fonction produit qui prend en argument un entier n > 1 puis
qui renvote la valeur de p,.
» Par exemple :

def produit(n):
P=1
for k in range(1,n+1):
P=P* (1+k/n**2)
return P

Pour la suite de l’énoncé, on pose s, = In(p,) pour tout n > 1.
3. Ecrire les termes de la suite (s,)n>1 G laide du symbole 3.

n = 9 n (pn) | | ’]’L2 E ’]’L2

k=1

par propriété de la fonction logarithme.
4. Montrer que :
2

Vo > 0, x—%éln(1+m)<az.

» On pose les fonctions f: z +— In(1 +x) — <x - %) et g:x— x—In(1+ x). Les fonctions f et g
sont dérivables sur |0, +o0o[ comme sommes et composées de fonctions usuelles. De plus :

( >0
(—1+2)(1 +2) ’
1 2z 1 1+ (-1+= x x
R ( 2) +z 7 1+ 1+
——
>0
Vo > 0, car x >0
>0
~ =
1 1+z-1 x
") =1-— = = >0
g (@) 1+ 1+ 1+
——
>0
L car z >0
On en déduit les tableaux de variations de f et ¢ :
T 0 +00
() /
0
g(x) ///////////////////”
0
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car :

lim f(z) = lim In(1+2x)— (x - ’3—2> =0 et limg(zr)=lim _z 6 —In(l1+2z)=0.
z—0t T—0T N z—0t+ =0t =~ N——
- - —In(1)=0 ~ - - —In(1)=0 -0

Les limites en +00 sont inutiles, mais on peut montrer qu’elles sont égales a 400
d’apres le théoréme des croissances comparées.

On en déduit que f et g sont minorées par 0, c’est-a-dire que f(x)In(1 + z) — (a: — %) > 0 et

g(x) =z —1In(1 4 z) > 0 pour tout x > 0. Par conséquent, on a bien montré que :

2
Vo >0, x—%gln(l—i—x)gx.

5. En déduire que :
(n+1)(6n2—2n—1)< o+l

Vn > 1, <s, < )
6n3 2n
» Soient n > 1 et k € [1,n]. En appliquant le résultat de la question précédent a z = n—kg > 0, on
obtient : ,
E () BY _ k
—_—

k
Tn2 2nd
En sommant toutes ces inégalités pour k allant de 1 & n, on obtient :
"k k2 - k "k
S (i) sXm(1vm) <X
k=1

k=1 k=1

J

g
=Sn

On reconnait un encadrement de s,, d’aprés le résultat de la question 3. On simplifie le majorant et le
minorant a I’aide de calculs de sommes :

53 Z k  par linéarité de la somme
k=1 k=1
1 nn+1) , . .
= X — en reconnaissant la somme des premiers entiers
n
_n+ 1
o
"k k2 1 & 1 .,
ot Z (ﬁ _ @> - — Z k — oy Z k* par linéarité de la somme
k=1 k=1 k=1

nt 1 1 n(n+1)(2n + 1) d’apres le ca}cul précédent et
= - — X en reconnaissant la somme

2n 2n4 6 . ,
des premiers carrés

n+l (n+1)2n+1)

2n 12n3
(n+1) ( 2
- —2n+1 )
573 6n° — (2n + 1)
_ (n4+1)(6n* —2n—1)
12n3 '

On remplagant ces expressions dans l’encadrement de s,,, on obtient bien :

(n+1)(6n2—2n—1)< <n—|—1

v 217 X N I
" 1213 5 m
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6. Conclure.

» On a:
—0
T
. on+1 .1+ = 1
lim = lim n_ — -
n—-4o0o 2n n——+4o0o 2 2
—0 —0 —0
1 2 1
. (n+1)(6n*—2n—1) o1+ - 2 — L) 1x6 1
et lim = lim n n n = = —
n—+o0 12n3 n——400 12 12

D’aprés le théoréeme de limite par encadrement et le résultat de la question précédente, on en déduit

que :
_ 1
lim s, ==

n—-+00

Or on a posé s, = In(p,) pour tout n > 1, donc :

lim p,= lim exp (ln(pn)) = lim exp(s,) =exp (%) =|+vel

n—-+00 n—-+o0o n—-+00

Exercice 5
Résoudre I’équation suivante d’inconnue 6 € R :

cos(240) + cos(250) + cos(260) + - - - + cos(410) + cos(4260) = 0.
» On a pour tout 8 € R :

cos(240) + cos(250) + cos(260) + - - - + cos(4160) + cos(420)

= Z cos(k0)

k=24

42
= Z Re (eke) par définition de la fonction cosinus
k=24

42
=Re (Z (ew)k> par propriétés de la partie réelle et de la puissance.
k=24

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison e?. De plus, si € = 1 alors :
42 . 42
c0s(240) + cos(250) + cos(266) + - - - 4 cos(416) + cos(426) = Re (Z () ) = Re (Z 1> =19 #0.
k=24 k=24

Autrement dit, les valeurs de 6 telles que € = 1 ne sont pas solutions de I’équation. On peut donc supposer
que e #£ 1 et alors :

N’oubliez pas de distinguer deuz cas pour une somme des termes d’une suite géomé-
trique : lorsque la raison est égale a 1 (dans ce cas la suite est constante) et lorsque la
raison est différente de 1 (dans ce cas on peut appliquer la formule).
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cos(240) + cos(250) + cos(260) + - - - + cos(4160) + cos(420)

42
"™
=Re E (eza)
k=24
poal— (ew)lg , 0 — ¢i19
_ i _ i24
=Re | (¢") 1 _ ot = Re (e oi0 _ it )
o100 10+199
a9 20810 () € TN oot ) oy
=Re | e 0 +9 d’aprés une factorisation par I’angle moitié
2isin (52) ¢

2
124981I1 (190/2) e'199/2
sin (6/2) e??/2

) car la fonction sinus est impaire

=33

sin (196/2) (24 719 — 1) sin (196/2) .
( S (072) + 3) ) = Re (W (cos(336) + ZSIH(330)))

sin (196/2)

)
= (0/2) cos(330).

On en déduit que :

cos(240) + cos(250) + cos(260) + - - - + cos(4160) + cos(420) = 0

sin (196/2)
il St 9) —
S0 (072) cos(330) =0
<= sin(190/2) =0 ou cos(330) =0 par intégrité du produit
196
- = 0[r] ou 330= g [r] d’aprés le cercle trigonométrique
s i K
@050[?—9] ou 0—%[§}

L’ensemble des solutions est donc :

{(#x | keZ}U{Z+52 |kel}|

Ce qui donne un total de 19 + 66 = 85 solutions principales dans l'intervalle [0, 2m].

Exercice 6
On considére la suite (ay)n>0 définie par :

ap=a; =3 et Yn=0, a0 =2a,+1 — 9a, + 16.

1. [Informatique| On considére la fonction ci-dessous.

def nilport3koua(n):

a=3

b=3

for k in range(n):
c=2%b-9%a+16
b=c
a=b

return b

(a) Que renvoie la commande niport3koua(0) ?
» Dans 'ordre, la fonction exécute les opérations suivantes :
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— les variables a et b prennent la valeur 3,
— la boucle for est itérée 0 fois,
— la fonction renvoie la valeur de b, c’est-a-dire .
(b) Que renvoie la commande nlport3koua(l) ¢
» Dans l'ordre, la fonction exécute les opérations suivantes :
— les variables a et b prennent la valeur 3,
— la boucle for est itérée 1 fois,
— la variable ¢ prend la valeur 2 x 3 —9 x 3+ 16 = —5,
— la variable b prend la valeur —5,
— la variable a prend la valeur —5,
— la fonction renvoie la valeur de b, c’est-a-dire .
(c) Que renvoie la commande nlport3koua(2) ¢
» Dans l'ordre, la fonction exécute les opérations suivantes :
— les variables a et b prennent la valeur 3,
— la boucle for est itérée 2 fois,
— la variable ¢ prend la valeur 2 x 3 —9 x 3+ 16 = —5,
— la variable b prend la valeur —5,
— la variable a prend la valeur —5,
— la variable c prend la valeur 2 x (—5) — 9 x (—=5) + 16 = 51,
— la variable b prend la valeur 51,
— la variable a prend la valeur 51,
— la fonction renvoie la valeur de b, c’est-a-dire [51].

(d) Corriger la fonction nlport3koua pour écrire une fonction suite qui prend en argument un
entier n = 0 puis qui renvoie la valeur de a,.

>

On constate deux problémes en répondant aux questions précédentes :

— La commande nlport3koua(l) renvoie ay au lieu de a;. Au début du
programme, les variables a et b prennent les valeurs de ag et ay respecti-
vement. Ainsi, aprés n itérations de la boucle for, les variables a et b
auront pour valeur a, et a,.1. Pour obtenir la valeur de a,, la fonction
doit donc renvoyer la valeur de la variable a et non de la variable b.

— La commande nlport3koua(2) renvoie 2ay — 9as + 16 au lieu de ay —
9aq +16. Au début de la k-ieme itération de la boucle for, si les variables
a et b ont pour valeur ay et a1 respectivement alors elles prendront la
méme valeur de ap,o = 2ap,1 — 9ag + 16. Pour corriger le calcul de la
prochaine itération, les variables a et b doiwent prendre les valeurs agiq

et apyo.

Par exemple :

def suite(n):

a=3

b=3

for k in range(n):
c=2%b-9%a+16
a=b
b=c

return a
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2. Montrer qu’il existe un réel « tel que (u, = a, + @),>0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche un réel a tel que (u,, = a,, + a),>¢ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
On a pour tout n > 0 :

Upt2 = Apio + par définition de la suite (u,),>0
= 2a,11 — 9a, + 16 + « par définition de la suite (a,)n>0
= 2(Upt1 — ) — 9(u, —a) + 16 + « par définition de la suite (uy)n>0
= 2Up 41 — YU, + 16 + Sa.

Ainsi, il suffit que 16 + 8a =0 <— o = —2.
Synthése. On pose . Vérifions que (u,, = a, + @ = a, — 2),>0 est une suite récurrente linéaire
d’ordre 2. D’aprés le calcul effectué dans ’analyse, on a :

Vn >0, Upre = 2Upi1 — Yuy,.
On reconnait bien une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On a donc bien trouvé un réel tel
que (u, = a, + @ = a, — 2),>0 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

3. Exprimer u, en fonction de n > 0.

» D’aprés ce qu’on a trouvé a la question précédente, I’équation caractéristique associée a la suite
récurrente linéaire d’ordre 2 (uy,),>0 est :

F=2—9 <= ¢*—2¢+9=0.

Son discriminant vaut A = (=2)?> —4 x 9 = —32 < 0. Elle admet donc deux racines complexes
conjuguées : %@ =141i2v2 et 1 —i2v/2. Ecrivons ces racines complexe sous forme exponentielle.
On a:

2
‘1+@'2\/§‘ _ 12+<2\/§) —I+8=3

Puisque la partie imaginaire de 1 +i2v/2 = 3 <% + 2%5) est positive, on en déduit que son argument

1

3) modulo 27. Ainsi :

est congru a arccos (

1+ 22\/5 — BeiarccoS(1/3) et 1-— Z2\/§ — 3e—iarccos(1/3).

Puisque la partie réelle est positive, on aurait aussi pu choisir comme argument

3
un cercle trigonométrique.

arcsin (2‘/5) En fait, arccos (i) = arcsin (%ﬁ) comme on peut le constater sur

Ainsi, d’aprés le théoréme des suites récurrentes linéaires d’ordre 2, on sait qu’il existe deux constantes
(A, B) € R? telles que :

VYn>0, wu,=23" (A CoS (n arccos <%)) + Bsin (n arccos (%))) )

Pour déterminer les constantes A et B, on utilise les premiers termes de la suite. Pour n = 0, on a
uy=a9+a=3—2=1donc:

1 1
1= 3(1 (A COS (O arccos (§>> + B sin <0 arccos <§)) > = A.

-~ -~

=cos(0)=1 =sin(0)=0

On en déduit que A = 1. De méme, pourn=1ona u; =a; +a=3—2 =1 donc :

1 1
1 : 2v2
1= \3/( 141 COs (1 arccos (—3)) + B sin (1 arccos (—3)> ) =1+ = B.

-~

=cos(arccos(1/3))=1/3 :sin(arccos;f/3)):2ﬁ/3
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On en déduit que B = 0. Finalement, on obtient :

1
Vn >0, wu,=3"cos (n arccos (5)) )

4. En déduire ’expression de a,, en fonction de n > 0.

» Puisque (u, = a, + a = a, — 2),>0 d’aprés le résultat de la question 2, on a d’aprés le résultat de
la question précédente :

1
VYn>0, a,=u,+2=3"cos (narccos (5)) + 2

Exercice 7
Une suite réelle (uy,),>1 est dite de Cauchy lorsque pour tout réel € > 0, il existe un rang N > 1 a partir
duquel deuz termes quelconques de la suite sont séparés d’au plus €, autrement dit :

Ve>0, 3N =1, V(n,p) €N (n}Netp}N)ﬁ‘un—up}ga

Montrer que la suite (un = %)n>1 est de Cauchy.

» Soit € > 0. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche un rang N > 1 tel que :

V(n,p)ENQ, (n>Netp>N) —_— ‘un—up| <€.

Soit (n,p) € N%. On suppose que n > N et p > N. Alors :

‘u _ulz 11 _|p=n :|p—n|
T np np np
Si p < n, on obtient :
B n p 1 1
o =) == S, TR S W
De méme, sin < p:
n—p n 1 1

np np p\N

Ainsi |u,, — u,| < 1/N dans tous les cas. Il suffit donc de choisir un rang N > 1 tel que 1/N < ¢ afin que
|t — up| < € par transitivité. Or :

1
—<e <= N2>
N S€E

(LI

On ne peut pas poser N = 1/e car on cherche un rang entier. Mais il suffit de prendre
un entier supérieur a 1/e, par exemple en utilisant la partie entiére.

Synthése. On pose | N = |1/e| + 1| Alors N est bien un entier supérieur ou égal a 1. Vérifions que :

V(n,p) EN?, (n=Netp>N) = |u, —u,| <e.
Soit (n,p) € N2, On suppose que n > N et p > N. On a en reprenant les calculs effectués dans Ianalyse :

1
‘un — up‘ < —.

N

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 36 sur 136 Sébastien Godillon



Or on a par définition de la partie entiére :

HEENE

3

=N

+1 d >1
onc ¢ —.

N
——

Par transitivité, on en déduit que |u, — u,| < . On a donc bien trouvé un rang N > 1 tel que :

V(n,p) € N?,

(n>Netp>N) = ‘un—up|<5.

Puisque ceci est vrai pour un € > 0 quelconque, c’est vrai pour tout € > 0. Finalement, on a bien montré

que

la suite (un

%)@1 est de Cauchy |.
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
On considére la suite (u,),>3 définie par :

n

1
VYn >3, u,= —.

n
k=0 k)
Le but de cet exercice est de montrer que la suite (u,),>3 converge et de déterminer sa limite.

1. [Informatique| Chaque fonction demandée est & écrire en Python et peut faire appel aux fonctions
écrites dans les questions précédentes, méme si celles-ci n’ont pas été répondues.
(a) Ecrire une fonction fact qui prend en argument un entier m € N puis qui renvoie la valeur de
sa factorielle m/!.

(b) Ecrire une fonction coeffbi qui prend en arguments deux entiers p € Z et m € N puis qui
renvoie la valeur du coefficient binomial (’;)

(c) Ecrire une fonction suite qui prend en argument un entier n > 3 puis qui renvoie la valeur de w,,.
2. Calculer ug, uy, et us.

3. Dans cette question, on fixe un entier n > 3.

21 N1

(a) Montrer que Z — = I
k=0 0 = (")
1 n+1 1

(b) Justifier que % > n—_lH pour tout k € [0, n] puis en déduire que Z = Z PRI
)~ (o) =0 =0

4. Prouver que la suite (u,,),>3 est décroissante puis en déduire qu’elle converge.
n)n=>3

5. Dans cette question, on fixe un entier n > 3.

(a) Montrer que
2 2 2 —k —k+1
Vkelon—1], "ErZ_ s _nok nokd
(i) ()

® )

(b) En déduire que (n 4 2)(u, — 1) = (210 + 2) (tp1 — 715 — 1) = —n puis que upg1 = 1+ 352w,

6. On pose £ = lim wu,. A l'aide du résultat de la question précédente, prouver que £ = 2.
n—+o0o
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Exercice 2

Cet exercice propose d’étudier le comportement asymptotique de trois modéles de dynamique de population.
On note P, le nombre d’individus a la génération n € N. Ainsi Py > 0 désigne 'effectif initial de la
population. Un premier modéle d’évolution consiste a supposer que la production de nouveaux individus
est proportionnelle au nombre d’individus présents, c¢’est-a-dire que :

Vn €N, Pny— P, =kP, (M1)

ou k > 0 est un taux d’accroissement.
1. (a) Dans I'hypothése du modéle (M1), exprimer P, en fonction de k, n et F.
(b) En déduire la limite de P, quand n — +oc.

Afin de prendre en compte le fait que la population évolue dans un biotope fermé, c’est-a-dire un milieu ne
pouvant pas contenir plus de M > 0 individus, on considére un deuxiéme modéle qui freine la croissance
du modéle (M1) d’autant plus que effectif de la population est proche de la capacité d’accueil M :

Vn €N, Py — Py=kPy(M — Poyi) (M2)

2. Dans cette question, on considére 'hypothése du modeéle (M2).
(a) Montrer que P, > 0 a toute génération n € N.
(b) Pour tout n € N, on pose u,, = 1/P,. Justifier que la suite (u,)nen est arithmético-géométrique.
(c¢) Exprimer P, en fonction de k, M, n et P,.
(d) En déduire la limite de P, quand n — +oc.

On suppose désormais que les effets d’évolution du modéle (M2) se produisent avec une génération de
retard sur la population, c’est-a-dire que :

VneN, P,o—P,=kP,(M— P,5) (M3)
3. (a) En vous inspirant de la preuve de la question 2(a) et sans justifier, donner une condition suffisante

pour que P, > 0 a toute génération n € N.

(b) Trouver un réel «, qu’'on exprimera en fonction de M, tel que la suite (v, = 1/P, — «) ey vérifie :

U,

Vn N, vy = —
mER e =

(c) Exprimer v, en fonction de k, M, n, vy et v; puis en déduire que :

|vo| + [v1]

VneN, |v,|< )
ol (kM 4 1) D72

(d) En déduire la limite de P, quand n — +oc.
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Probléme (Etude de 'ensemble des compositions d'un entier)
1) Définitions et notations

Définition 1. Soit n € N*, soit C' = [¢g, ¢4, . . ., ¢x—1] une liste non vide d’entiers naturels qui sont tous
différents de 0. On dit que C' est une composition de I'entier n si :

k—1
E C; = n.
=0

L’entier k est appelé longueur de C'. L’ensemble des compositions de 'entier n est noté %,. On rappelle
que card (6;,,) désigne le nombre d’éléments de 1’ensemble %,,.

Par exemple, [1, 3, 2, 2] est une composition de l'entier 8. Ona 61 = {[1]}, %, = {[1,1],[2]}, % = {[1,1,1],[1,2
et card (¢)) = 1, card (62) = 2, card (€3) = 4.

Pour simplifier les notations, étant donnée une composition C, ¢; désigne 1’élément de C' au rang 1,
I'indexation des éléments commengant par 0. Par exemple, pour C' = [3,1,4,2,2] c3 est égal a 2.

Définition 2. Soient C' et D deux compositions d'un méme entier n. On dit que C' et D sont semblables
si tout entier k apparait le méme nombre de fois dans C' et D.

Par exemple, [3,2,3,2,1] et [3,3,1,2,2] sont semblables. Par contre, [3,2,3,2,1] et [3,3,2,1,1,1] ne
sont pas semblables : le nombre 1 apparait une seule fois dans la premiére composition mais trois fois dans
la seconde.

Définition 3. Soient C' = [cg, 1, ..., cr_1] et D = [dg, ..., d;_1] deux compositions d’'un méme entier n.
On dit que C' est moins fine que D (ou que D est plus fine que C) si :

Vre0,k—1],3s € [0, -1],> =) d;.
j=0

i=0
Par exemple, C' = [5,4,2,5, 3] est moins fine que D = [3,1,1,2,2,1,1,5,2,1]. En effet, on a :

3 =3+1+1

5+4 =3+1+1+2+2

S5+4+2 =3+1+14+2+2+1+1
5+4+2+5 =3+1+1+24+24+1+1+5

S5+4+24+5+3=34+1+14+24+2+14+1+54+2+1

Dans la suite, on s’intéresse a différents problémes d’énumération en lien avec les nouveaux objets
introduits précédemment.

2) Exemples

Déterminer sans justifier toutes les compositions de ’entier 4.

Déterminer sans justifier toutes les compositions de longueur égale a 3 de l'entier 5.
Déterminer sans justifier toutes les compositions semblables a [4, 2,2, 3].
Déterminer sans justifier toutes les compositions moins fines que [3,2,4, 5].

AN

Combien de compositions sont semblables a [3,1,1,2,4,5,3,4,3]? Justifier votre réponse.

3) Une approche informatique

On représentera une composition C' a I'aide d’une liste Python. Par exemple, la composition C' = [3, 1, 1]
est représentée en Python par la liste C=[3,1,1].

6. Quelle fonction Python permet d’obtenir la longueur d’une liste L ?

7. Ecrire une fonction somme (L) qui prend en argument une liste d’entiers L et qui renvoit la somme de
ces éléments.

8. Ecrire une fonction occurrence(L,x) qui prend en arguments une liste L et un nombre z et qui
renvoit le nombre de fois que z apparait dans la liste L.

9. En déduire une fonction semblables(C,D) qui prend en arguments deux listes représentant des
compositions et qui renvoit True si les deux compositions sont semblables et False sinon.
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10. On considére les fonctions suivantes :

def mysterel(C) : def mystere2(C,D)

L=1[] L = mysterel(C)
for i in range(len(C)) : M = mysterel(D)

S=0 for x in L :

for j in range(i+1) : if occurrence(M,x) ==

S = s+C[j] return False

L.append(S) return L[len(L)-1] == M[len(M)-1]

return L

(a) Dans cette question uniquement, C' = [3,2,2,1,4] et D = [2,1,1,1,2, 1,3, 1]. Expliciter les listes
mysterel(C) et mysterel (D) puis donner la valeur de mystere2(C,D).

(b) Soient C' et D deux listes d’entiers représentant des compositions. Expliciter une condition
nécessaire et suffisante sur C' et D pour que mystere2(C,D) soit égale a True.

4) Dénombrement de différents ensembles

Désormais, la longueur d’une composition C' est notée ¢ (C).

11. On cherche a déterminer une expression de card (%,,) pour tout n > 1. Pour cela, pour tout n € N*,
on définit les ensembles 7, = {C' € €, | co =1} et B, ={C €€, | co > 1}.

(a) Soit n € N*. Montrer par double inclusion que : %, = <, U %,,.

(b) Soit n > 2. Montrer que <7, = {[1, do,dq, ... 7dg(D)_1} , D décrit ‘Kn_l}
et B, = { [do—|—1, dyi,... ;dé(D)fl] , D décrit Soﬂn_l} .

(c) Soit n > 2. Montrer que card (47,) =card (%,,) =card (€,_1) .
(d) Soit n > 2. Trouver une relation entre card (%,) et card (,_1).
(e) En déduire pour tout entier n € N* le cardinal de .

12. Soit n € N*. Déterminer le nombre de compositions semblables a la composition C' = [1%,2% ... n?].
Expliciter 'entier dont C' est la composition. On en donnera une écriture simplifiée.

13. Soit n € N*. Décrire I’ensemble des compositions de longueur exactement 2 de I'entier n. Quel est le
cardinal de cet ensemble ? Justifier vos réponses.

14. Soit C' = [cg, ¢1, ¢2] une composition. Décrire 'ensemble des compositions moins fines que C' et en
déduire son cardinal.

5) Une approche bijective

Pout tout n € N* on rappelle que & ([1,n — 1]) désigne I’ensemble des parties de {1,2,...,n — 1}.
Pour tout entier n > 1, on définit les applications f, : €, — Z ([1,n —1]) et g, : Z ([1,n —1]) = %,
par :

vC € €, \{[n]}, fu(C) = {Z ¢cj, k décrit [0,4(C) — 2]]} et fn([n]) =0,

et pour toute partie non vide A de [1,n — 1], en notant ay < a3 < ... < ax_1 les éléments de A rangés
I'ordre croissant on définit

gn(A) = [ag, a1 — ag, ..., ap-1 — ax_2,n — ap_1] et g, (0) = [n].

Par exemple, on a fi5([4,3,3,7,1]) = {4,7,10,17} et g15 ({1,6,9,12}) = [1,5, 3,3, 3].
15. Pour tout C' € %3, calculer f3(C).
16. Calculer g15 ({3,7,8,10}) et g9 ({1,2,3,4,5,6,7,8}).
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Dorénavant, on fixe n € N* et on pose f = f, et g = g,.
17. (a) Montrer que f et g sont des applications réciproques 1'une de l'autre.
(b) En déduire le cardinal de %), a 'aide d’une nouvelle preuve.
18. Soit k € N*.
(a) Soit C' € €,. Montrer que la longueur de C' est égale a k si et seulement si f (C) est de cardinal
égal a k — 1.
(b) En déduire le nombre de compositions de n de longueur exactement k.
19. (a) Soient C' et D deux compositions de n. Montrer que C' est moins fine que D si et seulement si
feycrp).
(b) Soit C' € %,,. Déterminer le nombre de compositions de n moins fines que C.

(¢) Soit C' € €,. Déterminer le nombre de compositions de n plus fines que C'.
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
On considere la suite (uy,),>3 définie par :

n

1
k=0 (k:)
Le but de cet exercice est de montrer que la suite (u,)n>3 converge et de déterminer sa limite.
1. [Informatique| Les fonctions demandées sont a écrire en Python.

(a) Ecrire une fonction fact qui prend en argument un entier m € N puis qui renvoie la valeur de
sa factorielle m!.

» Par exemple :

def fact(m):
P=1
for i in range(1l,m+1):
P=Pxi
return P

(b) Ecrire une fonction coeffbi qui prend en arquments deux entiers p € Z et m € N puis qui
renvoie la valeur du coefficient binomial (’:)

» Par exemple :

def coeffbi(p,m):
if p<0 or p>m:
return O
else:
return fact(m)/(fact(p)*fact(m-p))

(¢) Ecrire une fonction suite qui prend en argument un entier n > 3 puis qui renvoie la valeur de u,.
» Par exemple :

def suite(n):
S=0
for k in range(n+1):
S=S+1/coeffbi(k,n)
return S

2. Calculer usz, uyg, et us.
» On obtient a l'aide du triangle de Pascal :

LS SRS SIS SUPURE SRPINS SIS SUU SIS SRS SN S B B¢
¢ 1 5 10 10 5 1 [5]
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3. Dans cette question, on fixe un entier n = 3.
2 3

(a) Montrer que Z % > Z (n_lH) .

k=0 \k

» On a:

2 0 1
1 1 1 1 1 1

ﬁ + n(n—1) I o n+1 T (n+Dn  (n+L)n(n—1)
2 2 6

1 1 1 1 1 1 1 1 1
P RPN R AR ARG ((n“)*(n“)*(““)*(““))
1
1
L2 2 6
n nn-1 n+1 m+n (n+nn-—1)
m+1)(n—-1)4+2(n+1)—nn—1)—-2(n—-1)—6
(n+ 1)n(n —1)
n?—1+2n+2-n2+n—-2n+2-6
(n+1n(n—1)
n—3
(n+1)n(n—1)

Or n > 3 donc chacun des facteurs apparaissant dans le résultat ci-dessus est positif. On en
déduit que ce résultat est positif et donc que :

n +1

3

(b) Justifier que % > %H pour tout k € [0,n] puis en déduire que Z % > Z n_lH )
)~ () = =00
» Soit k € [0,n]. On a par définition des coefficients binomiaux :
(R T | 1
(%) (ZE) - #lk)' (k—&-l)!(((r:l—i—-i_ll))i(k—l-l))!
k(=R (k4 1)!(n—k)!
Tl (n+1)!
K=+ 1) Kk +1)(n— k)
B nl(n+1) a (n+1)!
kl(n—k)!((n+1)— (k+1))
B (n+1)!
_ kl(n—E)l(n —k)
B (n+1)!

Or les factorielles sont positives (par définition) et n > k. On en déduit que le résultat ci-dessus
est positif et donc que :

1 1

>
~ ()

pour tout k € [0, n].

)

On peut aussi utiliser la formule du triangle de Pascal : (Z) + (kil) = (ZE)

Puisque (kil) > 0, on en déduit que (Z) < (Zﬁ) d’ou le résultat en passant a

Uinverse (car la fonction x w— 1/x est strictement décroissante sur |0, +0o0l).
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En sommant ces inégalités pour k allant de 3 & n, on obtient :

n n n+1
Z % > Z n_1H = Z n_lﬂ en posant le décalage d’indice ¢ =k + 1.
k=3 (k) k=3 (k—H) =4 ( L )

n 1 n+1 1
Z my > Z n+1\ |
k=3 k) k=4 ( k )

4. Prouver que la suite (uy,),>3 est décroissante puis en déduire qu’elle converge.
» Soitn>3.0na:

n+1 1 n 1
U”H_U"_ZW_ZT)
k=0 \ k k=0 \k
3 1 n+1 1 2 1 n 1
= + — — + - par associativité
S (Lerie)
3 1 2 1 n+1 1 n 1
= Z (n+1) — Z m) + (Z (n+1) — T)) par commutativité
N\k=0 \ k k=0 \k/ /= \k=4 \ k k=3 \k/ /
<0 <0
d’aprés la question 3(a) d’aprés la question 3(b)
<0

On en déduit que |la suite (uy,),>3 est décroissante | De plus, la suite (uy),>3 est minorée par 0

puisque chaque terme est la somme des inverses de coefficients binomiaux qui sont positifs (par

définition). Par conséquent, |la suite (u,)n>3 est convergente |.

5. Dans cette question, on fixe un entier n > 3.

(a) Montrer que
n+2 2n+2 n—k n—-k+1

@D ®

» Soit k € [0,n — 1]. On a par définition des coefficients binomiaux :

VEk e [0,n —1],

n+2  2n+2 (n—k n—k+1)

@ D\ G

n+ 2 2n + 2 n—k n—k+1
- n! B (n+1)! - n! + n!
Fn—k) Wi D—k)! D n—(R+ 1) K (n—F)!
(4 2k n =k @2n+2)kl(n+1-Fk)
B n! (n+1)!
m—k)k+Dn—Fk=-1)! (n—Fk+1)kl(n—k)!
B n! + n!
(2R n—k)ln+1) (@2n+2)kln—k)!(n+1-—k)
nl(n+1) (n—k+1)!
Elk+1)(n—FK)!(n+1) (n—~k+1Dkl(n—Fk)!n+1)
- +
nl(n+1) nl(n+1)
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kKln—k)!((n+2)(n+1) = 2n+2)(n+1—k)— (k+1)(n+ 1)+ (n—k+1)(n+1))

(n+1)!
kKln—k)!(n*+3n+2—2n>—4dn—2+2nk+2k —nk—k—n—1+n*+2n+1—nk —k)
- (n+1)!
_Kl(n—k)!'x0 _0
(n+1)! '

On en déduit bien que :

n+2 2n+2 n—-k n—-k+1

O D WG ®

Vk € [0,n — 1],

On peut aussi simplifier pour tout mettre au méme dénominateur (Z) :

2n+2  2n+2  2n+1) 2(n+1-k)
(n-‘rl) T (nD) n!(n+1) - (W)
k kl(n+1—k)! El(n—k)!(n+1—k) k

n+2 2n+2 n+2-2n+1-k) 2k-—n

(i) ) (%) (i)

donc

et de méme :

n—k_ n—=k B n—=k _k—i—l

n n! nl(in—k n
(ir1) Fr D) (n—k—1)! m (%)
n—k n—k+1 k+1—-(n—-k+1) 2k—n

) G (%) (%)

(b) En déduire que (n+ 2)(u, — 1) — (2n + 2) (wpp1 — HLH —1) = —n puis que uny = 1+ 27:;22

» En sommant les résultats de la question précédente pour k allant de 0 & n — 1, on obtient :

nl(n—i—Q 2n—|—2) nl( n—=k n—k—i—l)
- n+1 n n :
k=0 k=0 k+1) (k)

donc

=(n+2) % —(2n+2) n_lH par linéarité
k=0 k) k=0 ( k )
"] 1 (AR | 1 1
=(n+2) ( = — T) —(2n+2) ( — — T — T ) par associativité
2 2T T
=(n+2)(up = 1) = (20 +2) (up1 — g — 1) car (7) = (1) =let (")) = ("]") = o1
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et :

)+ 1 n—k:—l—l)

+1)+1 n-0+1 . ) :
= en reconnaissant une somme télescopique

(n—1 +1) (g)

_ ! nlel l—(n+1)=-n car (7)=(}) =1

~F7 -

On en déduit bien que :

(n+2)(up —1) = (204 2) (Ups1 — 77 — 1) = —n|.

Puis on obtient en isolant ;1 :

—n = ((n+2)(u, — 1)) 1

n = 1
it —(2n+2) S
n+(n+2)u, —n—2 2
=1+ +
2 + 2 2(n+1)
:1+(n+2)un—2 2
2n + 2 2n + 2
14 n+2
= un
2n + 2

6. On pose { = lim w,. A Uaide du résultat de la question précédente, prowver que { = 2.

n——+o0o
» On a: )
n+2 1+=2 1
li li = li i 5 = =.
n—1>r—|r—1 Unt1 = n—l>r—{loo un = et n—1>r—lr-1<>o 2n + 2 n—>+oo 2 —|— £ 2

Par conséquent, on obtient en passant a la limite dans le résultat de la question précédente :

n+2 1
(= 1li ne1 = i 1 n] =1+ =L

On reconnait une équation du premier degré d’inconnue ¢ qu’on résout :

1 1
6:1+§€ <= (1—§>£:1 = l=—=2|

Exercice 2

Cet exercice propose d’étudier le comportement asymptotique de trois modeéles de dynamique de population.
On note P, le nombre d’individus a la génération n € N. Ainsi Py > 0 désigne Ueffectif initial de la
population. Un premier modele d’évolution consiste a supposer que la production de nouveauzr individus est
proportionnelle au nombre d’individus présents, c’est-a-dire que :

Vn €N, Pny— P, =kP, (M1)

ot k > 0 est un taux d’accroissement.
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1. (a) Dans l’hypothése du modéle (M1), exprimer P, en fonction de k, n et Fj.
» On a d’aprés (M1) :
Py =kP,+ P,=(k+1)P,.

On reconnait une suite géométrique de raison k£ + 1. Donc :

Po=(k+1)"R

(b) En déduire la limite de P, quand n — +0o0.

» Puisque k > 0, on a k+ 1 > 1 et donc lim,,_,, o (k + 1)" = +o0. Puisque Py > 0, on déduit
du résultat de la question précédente que :

lim P, = +oo|

n—-+oo

Le résultat est cohérent avec le modéle : si on prend seulement en compte
la production d’individus alors la population croit indéfiniment. Ce qui n’est
bien sdr pas un modéle réaliste.

Afin de prendre en compte le fait que la population évolue dans un biotope fermé, c’est-a-dire un milieu ne
pouvant pas contenir plus de M > 0 individus, on considére un deuxiéme modele qui freine la croissance du
modeéle (M1) d’autant plus que Ueffectif de la population est proche de la capacité d’accueil M :

VYn €N, Pniy— P, =kP,(M — Poyy) (M2)

2. Dans cette question, on considere [’hypothése du modéle (M2).

(a) Montrer que P, > 0 a toute génération n € N.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n = 0, on a Py > 0 d’aprés I’énoncé.
Hérédité. On suppose que P, > 0 pour une génération n € N fixé. On a d’aprés (M2) :

(kM +1)P,

P, +kP,P,yy =kP,M+ P, donc P,y = 1 kD,

Or k> 0et M > 0 d’aprés I’énoncé et P, > 0 d’aprés 'hypothése de récurrence. On en déduit
que chacun des facteurs apparaissant dans le résultat ci-dessus est strictement positif et donc
que P,;1 > 0. Ainsi, pour toute génération n € N, si P, > 0 alors P, > 0.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que : ‘Vn eN, P,>0|

(b) Pour tout n € N, on pose u, = 1/P,. Justifier que la suite (u,)nen est arithmético-géométrique.
» Soit n € N. On a :

1
Uni1 = 5 par définition de la suite (uy)nen
n+1
1
= mnoe O reprenant les calculs de la question précédente
1+kP,
_ 1+kP,
(kM +1)P,
14+ =
— W car u, = 1/P, donc P, = 1/u,
u, + k 1 k

Uy +

T EM 1 kM +1 KM+ 17

On reconnait bien |une suite arithmético-géométrique |.
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(¢) Exprimer P, en fonction de k, M, n et Py.
» On cherche o € R tel que :

1 ’ 1 ’ k
— 1_— — e —
R N RS Vi B ( k;M+1>O‘ M1 YT EM 11

=|-

On a donc d’aprés le résultat de la question précédente :

DR GS EE S W (O N S DU B
B N N Ve | M1 T kM 1) T kML

On reconnait une suite géométrique de raison Donc :

_1
EM+1"

n 1 1
Uy — = ! (UO—Q)ZM.
EM +1 (M +1)m

Et par conséquent :

h_ 1 | 1 MPE,

n= = T1_1 = TIi_1 | TM=R ’
Un, 1 T + B
mrnE T e T (DT 10

(d) En déduire la limite de P, quand n — +o0.

» Puisque £k > 0et M >0,ona kM + 1> 1 et donc lim,_, (kM + 1)" = +00. On déduit du
résultat de la question précédente que :

lim P, = MP, _
n——4o00 O—l—Pg

Le résultat est cohérent avec le modéle : effectif de la population tend vers le
mazimum dindividus que peut accueillir le milieu dans lequel elle évolue.

On suppose désormais que les effets d’évolution du modele (M2) se produisent avec une génération de retard
sur la population, c’est-a-dire que :

Vn €N, Puig— P, =kPy(M — P,.») (M3)

3. (a) En vous inspirant de la preuve de la question 2(a) et sans justifier, donner une condition
suffisante pour que P, > 0 a toute génération n € N.

» I suffit que .

En effet, en s’inspirant des calculs de la question 2(a), on déduit du modeéle
(M3) la relation de récurrence suivante :

(kM +1)P,

P,y =
2 1+ kP,

Puisqu’il s’agit d’une relation de récurrence d’ordre 2, on démontre que P, > 0
a toute génération n € N en raisonnant par récurrence double. L’hérédité est
similaire o celle de la question 2(a). Par contre, pour l'initialisation, on a
Py > 0 d’apres I’énoncé mais il faudrait aussi vérifier que Py > 0.

(b) Trouver un réel o, qu’on exprimera en fonction de M, tel que la suite (v, = 1/P, — Q)nen
vérifie :
Un

kM +1

Vn € N7 Upt2 =
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» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. Soit n € N. On a :

1
Unt2 = 5 o a par définition de la suite (vy,)nen
n+
1
= GarmpE, @ en reprenant les calculs de la question 2(a) pour (M3)
1+kPy
1 +kP,
(kM +1)P,
Lt ]io‘ 1/P, donc P, = 1/( )
= —7— — Q. car v, = w — o donc £, = Uy +
(kM + 1)vn+a
Uy +a+k Un, +a—|—k:—oz(kM+1) Un, +k’(l—on)
= —— = =
kM +1 EM +1 kM +1 EM +1 EM +1
Il suffit donc que :
k(1 —aM 1
U-a ):0 = 1l-aM =0 <= a= —.

EM +1 M

Synthése. On pose |« = 1/M | Alors on a bien d’apreés les calculs de I'analyse :

Un

VnGN, Un+2:k:M+1.

(c) Exprimer v, en fonction de k, M, n, vy et vy puis en déduire que :

|[vo| + |vi |
(kM + 1)("’1)/2

Vn €N, |v,| <

» D’apreés le résultat de la question précédente, (v,)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre

ux d’équation caractéristique :
deux d’équation caractéristique
1
2

TEM 1
Puisque k > 0 et M > 0,on a 1/(kM + 1) > 0 et donc I’équation caractéristique admet deux

solutions : ¢ = 1/vVkM + 1 et ¢ = —1/+/kM + 1. Par conséquent, il existe deux constantes
(A1, A2) € R? telles que :

q

1 " —1 N (=)
neEN, w=Mgi +hdl =M | ——) th|——] =T
n v 1q 202 1 ( kM + 1) ? ( kM + 1> (M + 1)

En particulier, on a pour n =0 et pour n =1 :

AL — A
UOZ)\1+)\2 et 01:1—212.
(kM +1)Y
Ainsi, (A1, A2) est solution du systéme linéaire suivant :
)\1 + )\2 = Vo (Ll)
A — Ao = vy (KM + 1)? (Ls)
M= 3 (vo+ o1 (kM +1)"2 ((L1) + (L2))/2
— 1 1/2
Ay = 5 (vo — v (kM +1) ((L1) — (L2))/2
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Par conséquent :

Up =

(vo + vy (kM + 1)1/2> + (vo — vy (kM + 1)1/2> (—1)"

2 (kM +1)"?

On en déduit que :

Vn € N,

|Un| =

<

(w0 + o1 (BM + 1)) + (09— vy (kM + 1)) (=1)"

Vo =+ U1 (kM + 1)1/2’ —|—

2 (kM +1)"/?

12 /_/Hn
v = vn (kM + 1) f(=1)"]

car kM +1>0
=1

d’aprés 'inégalité

2 (kM +1)"?

1/2

+ |vo| + || kM + 1|2

< lvo| + |v1| |EM + 1
X

2 (kM +1)"?
2 (Juol + on| (kM + 1))

[vo
(kM+1)

2 (kM +1)""?

1/2 + ‘Ul‘

(kM + 1)

triangulaire

d’aprés l'inégalité
triangulaire

Puisque kM +1 > 1, on a (kM + 1)/2 = /EM + 1 > 1 par stricte croissance de la fonction
racine et donc |vg|/(kM + 1)Y/2 < |u,|. Par conséquent :

VneN, ||va] <

|[vo| + |vi

(kM + )12 ]

(d) En déduire la limite de P, quand n — +o0.
» Puisque kM + 1 > 1, on a lim,,_, oo (KM + 1)"D/2 = 400, D’aprés le théoréme de limite
par encadrement, on déduit du résultat de la question précédente que lim, . |v,| = 0 et

donc que lim,, v, = 0. Or, pour tout n € N, on a d’aprés le résultat de la question 3(b)
v, =1/P, —1/M, donc P, = 1/(v, + 1/M). Par conséquent :

Probléme 1

Enoncé et corrigé de V. Vong

1. On a :

¢, ={[1,1,1,1},[2,1,1],[1,2,1],[1,1,2],[2,2],[3, 1], [1, 3], [4]}

2. Les compositions de longueur 3 de I'entier 5 sont exactement :

1,1,3],[1,3,1],[3,1,1],[1,2,2], 2, 1,2], [2,2,1] |

3. Les compositions semblables de la composition [4, 2,2, 3] sont exactement

[4,2,2,3],[4,2,3,2],4,3,2,2],[3,4,2,2],[3,2,4, 2], [3,2,2,4],
2,2,3,4],[2,2,4,3],[2,4,2,3],[2,3,2,4],[2,3,4,2], [2,4,3, 2]
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4. Les compositions moins fines que [3, 2, 4, 5] sont exactement :

3,2,4,5],[5,4,5],[3,6,5],[3,2,9],[9, 5], [5,9], [3, 11], [14] |

5. Compter le nombre de compositions semblables a [3,1,1,2,4,5,3,4, 3] revient & compter le nombre
d’anagrammes de cette liste. Il suffit de compter le nombre de fagons de placer les 1 puis les 2, puis
les 3, puis les 4 et enfin le 5. Ce qui donne :

LOEE0)

213121 |

6. La fonction len permet de connaitre la longueur d’une liste.

Aprés simplification, on obtient :

7. Voici la fonction demandée

def somme (L)

S=0

for i in range(len(L))
S =398 + L[i]

return S

8. Voici la fonction demandée

def occurrence(L,x)

S =0
for i in range(len(L))
if x == L[i]
S=8+1
return S

9. Voici la fonction demandée

def semblables(C,D)
if somme(C) '= somme(D)
return False
else :
for x in C :
if occurrence(C,x) != occurrence(D,x)
return False
return True

10. (a) On obtient : mystere1(C)=[3,5,7,8,12] et mysterel1(D)=[2,3,4,5,7,8,11,12] et
mystere2(C,D)=True.

(b) Soient C' et D deux listes d’entiers représentant des compositions. mystere2(C,D) est égal a
True si et seulement si C' est moins fine que D.

11. (a) Soit n € N*. Montrons par double inclusion que 6,, = 4, U %,.
— €, C A, URB,
Soit C € 6,,.
— Cas 1:¢yg=1. Dans ce cas, C € &,. Donc C € &, U %,
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— Cas 2 : ¢g > 1. Dans ce cas, C est un élément de %,,. Donc C € <7, U 4,
Par disjonction de cas, on en déduit que ¢6,, C <7, U A,.
— A, URB, C 6,

o, et A, étant des sous-ensembles de %, leur réunion est donc un sous-sensemble de %,,.
On abien‘%ugﬁ’n :%n‘.

(b) Soit n > 2. Montrons que .7, = {[1, do,di, ... ,dg(D)_l] , D décrit (Kn,l} et
%n = { [d0+1, dl, .. ,dg(D)_l] ,D décrit an—l} .

— Montrons que &7, = {[1, do,dy, ... ,dg(D),l] , D décrit %”n_l}.
Soit D € €,_1. La composition [1,dy, ..., dyp)-1] est alors une composition de %, commen-
cant par 1. Donc [1,dy, ..., dypy-1] est un élément de 7,. On en déduit que
{[1,do,du,...,dyp)-1] , D décrit €,_,} C o,
Soit C' € #7,. C' commence alors par un 1. [ci,...., ¢y c)-1] est donc une composition de
n—1. On a bien C' € {[1,d0,d1,...,dg(p),1] , D décrit Sa”n,l}. On en déduit que o7, C
{[1,do,du,...,dyp)-1] , D décrit €, }
On a bien &7, = {[1,d0,d1, . ,dg(D),l] , D décrit ‘Kn_l}.

— Montrons que %4, = {[do +1,dq,... ,dg(D),l] , D décrit ‘Kn,l}.
Soit D € 6,—y. Alors [dy + 1,...,dyp)-1] est une composition de I'entier n dont le premier
terme strictement plus grand que 1. Donc cette composition est un élément de Z,. On a
bien {[dy + 1,d1,...,dyp)-1] , D décrit €,_1} C B,.
Soit C' un élément de %,. Par définition de C, ¢y > 1. [cg — 1,¢1, ..., ¢cyc)-1] est donc ue
composition de n — 1. On en déduit que C' est un élément de
{[do+1,du,...,dep)-1],D décrit €,_1} C B,.
Par double inclusion, on en déduit que {[do +1,dq,... ,dg(D)_1:| , D décrit (Kn,l} = AB,.

(c) Soit n > 2. Constatons que si C' et D sont deux compositions différentes de n — 1 alors
[1,co,. - cocy-1], [1,do, - -, doypy-1], [co +1,¢1,.. ., coey-1] et [do+1,dy, ..., dypy-1] sont des
compositions différentes deux a deux. On en déduit d’aprés la question 11.c que

card («7,) =card (%,,) =card (€,-1) .

(d) Soit n > 2. D’apreés la question 11.a, on a 6,, = &7, U %,,. Cette réunion étant disjointe, on en
déduit que

card (%,,) = card («,) + card (%4, .
Or d’apreés la question 11.c, on a card (%,,_1) = card («,) = card (4,,) . Donc

card (6,) = 2card (6,,-1) |

card (%,,) et card (€,_1).

(e) On en déduit que la suite (card (%,,)),-, est une suite géométrique de raison 2 et de premier
terme 1. Donc

Vn > 1,card (¢,) =2""|

12. Soit n € N*. Cela revient a déterminer le nombre de permutations de 'ensemble {1%,.....n?}. 1y a
donc éléements. Par définition, C' est la composition de Uentier Y ,_, k*. C'est-a-dire de l'entier
n(n+1)(2n+1)

6 .

13. Soit n € N*. Les compositions de longueur 2 de I’entier n sont exactement de la forme [k, n — k] ou

k€ [1,n —1]. En effet : soit k € [1,n — 1]. [k,n — k| est alors une composition de n de longueur 2.

Réciproquement, soit [co, ¢;] une composition de n de longueur 2. Nécessairement, ¢y € [1,n — 1]. De
plus, ¢o + ¢ = n. Donc ¢; = n — ¢g. D’out : [¢g, ¢1] = [co, n — ¢o.
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14.

De plus, si [k,n — k| et [[,n — ] sont deux compositions de n de longueur 2. On a [k,n — k] = [I,n —]
si et seulement si k = [.

Il en résulte que dans l'ensemble {[k,n — k], k € [1,n — 1]} chaque composition de longueur 2 de n
apparait une et une seule fois.

Donc le nombre de compositions de longueur 2 de n est égal a .

Soit C' = [cp, ¢1, ¢2] une composition. L’ensemble des compositions moins fines que C' est donné par
{leo, c1, al, [co + 1, ¢al, [co, 1 + ea], [co + c1 + cal }

Cet ensemble a donc 4 éléments.

15. On a

16.

(@) f([B) =0, M)f(L2) ={1} (o)f(21])={2} (d)f([11,1])={1,2}.

On a|g12 ({3,7,8,10}) = [3,4,1,2,2]| et | g9 ({1,2,3,4,5,6,7,8}) =[1,1,1,1,1,1,1,1,1] |

Dorénavant, on fixe n € N* et on pose f = f, et g = g,.

17.

(a) Calculons foget go f
— Calculde fog.Ona fog: Z([I,n—1]) = Z ([1,n—1])
Soit A = {ag < a; < ... < ag_1} un sous-ensemble non vide de [1,n — 1]. On a alors :

(fog)(A) = f(lao,a1 — ag,...,n — ax_1]).

La longueur de la liste étant égale a k + 1, on a donc

(fo = {ap +Z —a;_1),J décrit [0,k — 1] }.

On reconnait alors une somme télescopique d’oil
(fog)(A) = {ag +a; — ao,j décrit [0,k — 1]}.

D'on (fog)(A) =A

De plus, (f o g)(0) = f([n]) = 0. On en déduit que f o g = Idyp(pn1])-
— Calculons g o f.

Soit C' € €, différent de [n]. On a

(go f)(C) =g ({ch,k décrit [0,4(C) — 2]]}) .

=0

Cet ensemble contient exactement ¢ (C') — 1 éléments. Posons

D=y ({icj,k décrit [0,¢(C) — 2]]}) :

Veérifions que D = C. Par construction, on a dy = ¢. Soit 1 < j < ¢(C) —2. On a

J Jj—=1
d; = E CL — Ck = Cj
k=0 k=0
o _ -1, _
Pour j =(C) —1,onadj=n— 30 (=90 0Ck— b Ch=Cj

On en déduit que C' = D.
Il en résulte que go f = Idy,.
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f et g sont bien réciproques I'une de 'autre.

(b) f est donc une bijection. On en déduit que %, et & ([1,n — 1]) ont le méme cardinal. Or ce
dernier contient exactement 2"~ ! éléments. Donc

card () = 2" 1|

18. Soit k € N*.
(a) Soit C' € G,.
— Supposons que ¢(C') = k. Par construction, f(C) contient exactement card ([0, ¢ (C) — 2])
¢léments. Donc le cardinal de f(C) est égal & k — 1.

— Supposons que card (f(C)) = k — 1. Montrons que ¢(C) = k. Notons A = f(C). g étant
la réciproque de f, on a g(A) = C. A contenant exactement k — 1 éléments g(A) est une
composition de longueur £ — 1 4 1. Donc de longueur k.

Donc la longueur de C' est égale a k si et seulement si f (C) est de cardinal égal & k — 1.

(b) D’apres la question 18.b, on en déduit que le nombre de compositions de l’entier de longueur k

est égale au nombre de k — 1-combinaisons de [1,n —1]. Il y en a donc (}_;).

19. (a) Soient C' et D deux compositions de n.

— Supposons que C' est moins fine D. Montrons que f (C) C f (D). Soit x € f(C). 1l existe
k € [0,4(C) — 2] vérifiant

k
r = E Cj.
Jj=0

Or C est moins fine que D et < n. Donc il existe [ € [0,¢(D) — 2] vérifiant

Il en résulte que = € f (D).
— Suppsosons que f(C) C f (D). Montrons que C' est moins fine que D. Pour r = ¢(C) — 1,

r {(D)-1
onay oCh=n=>4yg -

Soit 0 < r < ¢(C) — 2.
Y e € f(O).
=0

Or f(C) est inclus dans f(D). Donc il existe 0 < s < (D) — 2 vérifiant Y, _,¢; = > ;o d;.
Par disjonction de cas, on en déduit que C' est moins fine que D.

On en déduit que C' est moins fine que D si et seulement si f(C) C f(D).

(b) Soit C' € %,,.D’aprés la question 19.a, on en déduit que le nombre de compositions moins fines
que C est égal au nombre de parties incluses dans f(C'). On en déduit que le cardinal demandé
est égal a 2¢4r4(F(€) Or d’aprés la question 18, on a card (f(C)) = £(C) — 1. Ainsi, le nombre de
compositions moins fines que C' est égal a

25(0)—1 )

(c) Soit C' € €,,. En raison de facon similaire, on constate que le nombre de compositions plus fine
que C' est égal au nombre de parties contenant f(C') et incluses dans [1,n — 1]. En considérant
les complémentaires, cela revient & compter le nombre de parties de [1,n — 1] incluses dans m
Or cet ensemble est de cardinal n — 1 — (¢(C') — 1) = n — £(C). On en déduit que le nombre de

compositions plus fines que C' est égal &

2nf€(C) )
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DS n°4 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1

On note respectivement 0y et 5 la matrice nulle et la matrice identité de I'ensemble Maty(R) des matrices
a

b)) € Matq(R)

carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Pour tout cet exercice, on fixe une matrice M = (c d

telle que § = ad — bc < 0. De plus, on pose T =a+d et P:x v+ 2? — 72 + 4.
1. Montrer que P(M) = 0,.

2. Justifier I'existence de deux réels distincts A et p tels que A+ = 7 et Au = d. Les expressions de A
et ne sont pas demandées.

Pour la suite de I'exercice, on pose A =M — Ay et B= M — ul,.
3. Montrer que AB = 0. Les matrices A et B sont-elles inversibles ?

4. Prouver que A" = (u — \)""1 A pour tout entier n > 1. Déterminer une expression similaire pour les

puissances de B.
5. Trouver deux réels a et [ tels que a+ 5 #0et M = QLJDBA + —= B Donner une expression de ;% P
et ﬂ en fonction de A et pu.

6. A l'aide de la formule du binéme de Newton, montrer que Vn > 1, M™ = (ﬁA)n + (a‘%ﬁB)n.

7. Déduire des résultats précédents que M" est de la forme x, M + y, I, pour tout entier n > 1, o z,,
et y,, sont deux réels & exprimer en fonction de A, u et n.

Exercice 2 .
Pour tout couple d’entiers (p,q) € N2, on pose I,, = / 2P(1 — z)dz.
0

1. Soit (p, q) € N2. Montrer que I,, = I,, a aide du changement de variable ¢t =1 — z.
2. Soit n € N. Calculer I, et I,

3. Soit (p,q) € N?. Montrer que I, ,11 = %]p“vq'

4

. Par récurrence, démontrer que la proposition suivante est vraie pour tout ¢ € N :

plq!
@(Q) : <<Vp c N, [p,q = m».

(=DF

5. Soit n € N. Le but de cette question est de simplifier la somme S,, = Z (n) T
n

k
k=0
(a) Montrer que I,,,, = S,,.
1

(b) En déduire que S, = W
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Exercice 3 (Informatique)

On utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel aux fonctions des questions précédentes

sans avoir besoin de les réécrire. La question 3 peut étre traitée sans avoir répondu aux questions 1 et 2.
1. On consideére la fonction mystere ci-dessous.

def mystere(L,n):

if n>len(L): (a) Que renvoie mystere([5,7,1,8,3],6) 7
. return ’erreur’ (b) Que renvoie mystere([5,7,1,8,3]1,2) 7
M=
i ?
for i in range(n): (¢) Que renvoie mystere([5,7,1,8,3],4)
M.append(L[n-1-i]) (d) On fixe une liste L quelconque pour cette ques-
for i in range(n,len(L)): tion. Expliquer ce que renvoient mystere(L,1) et
M.append (L[i]) mystere(L,len(L)).
return M

2. A l'aide de la fonction mystere, on cherche un algorithme permettant de trier les éléments d’une liste
dans 'ordre croissant. Par exemple, on peut trier les éléments de la liste L=[4,2,5,1,3] en utilisant
la suite d’instructions suivante.

L=mystere(L,3) (a) Qu’affiche la commande print (L) aprés I'exécution de chacune des

L=mystere(L,5) six lignes ci-contre ?
L=mystere(L,3)

L=mystere(L,4)

L=mystere(L,2)
L=mystere (L, 3) (¢) Méme question pour la liste L=[1,6,4,7,4,2].

(b) En vous inspirant de ’exemple ci-contre, déterminer une suite d’ins-
tructions permettant de trier les éléments de la liste L=[3,2,4,1].

3. Ecrire une fonction max qui prend en argument une liste L et un entier n puis qui renvoie le plus petit
indice du maximum des n premiers éléments de L (ou la chaine de caractéres ’erreur’ si L contient
moins de n éléments). Par exemple, max([3,5,2,5,9,2],4) renvoie l'entier 1.

4. A Daide des fonctions mystere et max (et sans utiliser la méthode .sort ()), écrire une fonction trier
qui prend en argument une liste L puis qui renvoie la liste de ses éléments triés dans ’ordre croissant.

Exercice 4

—-2-3 31 T
N . 2 4 —40 . 5. 1)
On considére la matrice A = 0 1 —11 et une matrice colonne d’inconnues X = | € Maty 1 (R).
- 3
2.9 2 2 T4

1. Discuter du nombre de solutions du systéme AX = AX en fonction des valeurs du parameétre A € R.
2. Résoudre le systéme AX = AX pour A=0, A=1, A=2et A =3.

Exercice 5
Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions = dérivable sur R telles que pour tout ¢ € R :

2(#) >0 ot Z(t)+e Ot +a(t) =0 on f(t) = %
1. (a) Justifier que la fonction f admet des primitives sur R et déterminer 'unique primitive qui
s’annule en 0 qu’on notera Fj.
(b) Montrer que Fy admet un minimum et calculer sa valeur qu’on notera m.
2. Pour cette question, on fixe une fonction z solution du probléme et on pose y = 1/z.
(a) Montrer que y est solution d’une équation différentielle linéaire a déterminer.

(b) Résoudre 'équation différentielle obtenue a la question précédente. On pourra chercher une
solution particuliére de la forme ¢ — A(t)e' ot A est une fonction a déterminer.
3. En déduire que toutes les solutions du probléme sont de la forme :

e—t

H
C + In(? + 1) + arctan(t)

T:t

ou C' est une constante telle que C' > —m.
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
On note respectivement 0y et I la matrice nulle et la matrice identité de l’ensemble Maty(R) des matrices

. . . b
carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Pour tout cet exercice, on fize une matrice M = (Ccl d) € Matq(R)

telle que § = ad — be < 0. De plus, on pose T =a+d et P:x+ 2°> — 70+ 0.
1. Montrer que P(M) = 05.
» On a:

P(M)=M?—71M + 41,

_ (Z‘Z)z—(aw)(iz) +(ad—bc)((1)(1)>

[ a*+bcab+bd —a* — ad + ad — be —ab — bd
“ \ac+cd be + d? —ac —cd —ad — d? + ad — bc

00
:(oo):'

N’oubliez pas la matrice identité pour le coefficient constant lorsque vous €valuez
un polyndme en une matrice.

2. Justifier lexistence de deuz réels distincts \ et p tels que N+ =7 et A\p = 9. Les expressions de A
et . ne sont pas demandées.

>

On peut trouver X et p par analyse-synthése en résolvant un systéme (non linéaire)
par substitution. Mais, pour ce genre de question, il est beaucoup plus rapide de
pensez aux relations coefficients-racines d’un polyndéme de degré 2 : X et j sont
les racines du polynéme

e (=N —p) =2~ AN+ p)r+Au=2">—710+8§ = P(x).

1l suffit donc de montrer que P admet deuz racines réelles distinctes.

Le polynéome P : z + 2% — 72 + 6 est de degré 2 et admet pour discriminant :

A=(-7)>—46=_7* +4(—6) >0 car § <0 par hypothése de I’énoncé.
~~ ~—~—

20 >0

Par conséquent, P admet deux racines réelles distinctes. On pose A et u la valeur de ces deux racines
| réelles distinctes]. Alors :

VeeR, 2 —710+6=P@)=(x—N(x—pn) =2>— A+ )z +

Par identification des coefficients de polyndémes, on en déduit bien que ‘)\ +pu= 7“ et ‘ AL =10 ‘

Pour la suite de ’exercice, on pose A= M — Ny et B= M — ul,.
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3. Montrer que AB = 0. Les matrices A et B sont-elles inversibles ?
» On a:

AB = (M — Mo)(M — pls)
= M? — NIL,M — pM1Iy + M\l
= M? — AM — uM + M\l car I, est la matrice identité
= M?— (A + p)M + Muly
= M? — 1M + 61, d’aprés le résultat de la question précédente
=P(M) = d’aprés le résultat de la question 1.

Par ’absurde, si la matrice A est inversible alors :

0y = A710y car 0y est la matrice nulle
= A7 (AB) d’aprés le résultat précédent
= (A7'A)B par associativité
= [,B par définition de la matrice inverse A~}
= B car I, est la matrice identité
= M — pul, par définition de la matrice B.

On en déduit que (ZZ) =M= pul, = ('82) et doncd =ad —bc=puxp—0x0=pu?>0ce

qui est absurde car § < 0 par hypothése de ’énoncé. Par conséquent, on a montré par ’absurce que
’1& matrice A n’est pas inversible ‘ De méme, on peut montrer que | la matrice B n’est pas inversible
(sinon M = Al donc § = A2 >0 ce qui est absurde).

4. Prouver que A™ = (u — X\)""LA pour tout entier n > 1. Déterminer une expression similaire pour les
puissances de B.

» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n =1, on a :

A=A'=A et (u—-N"'=@p-N""A=@p-NA=14=A.
Donc A" = (u — A\)""'A pour n = 1.
Hérédité. On suppose que A™ = (1 — A)" 1A pour un entier n > 1 fixé. On a :
A" = A"A  par propriété de la puissance
=(u—N)"1AA daprés 'hypothése de récurrence
= (p—A)"An
Or :
A? = (M — \,)* par définition de la matrice A
= M?* — AMI, — \N[LM + N°I5
= M? — 2\M + X%, car I, est la matrice identité.
De plus, on a d’aprés les résultats des questions 1 et 2 :
0y =P(M)=M?—7M+ 6, = M> — (A + p)M + Ml donc M? = A+ pu)M — Auly.
En reportant dans l’expression de A2, on obtient :
A% = (N +p)M — Apdy — 20M + N1,
=(pu—=—AM+XA—p) 1,
——
=—(p—A)
= (= A)(M = Aly)
=(u—ANA.
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En reportant dans I’expression de A" on obtient :
A = (=N (n = M)A
=(u—A)"A
_ (M _ )\)(n-i-l)—lA'
Ainsi, si le résultat est vrai au rang n alors il est vrai au rang n + 1. Et cette implication est vraie

pour tout entier n > 1.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vn>1, A"=(u—\""'A|

De méme, en inversant le role de A et B (et donc de A et 1), on peut montrer par récurrence que :

Vn>1, B"=\-pu)"'B|

5. Trouver deux réels a et B tels que oo+ 5 # 0 et M =
et aﬂTﬂ en fonction de X et p.

A+ awB Donner une expression de

oH‘ﬁ +/B

» On raisonne par analyse-synthése.

Analyse. On cherche (o, ) € R? tels que o # 3 et M = & apA+ afﬁB On a:

A+o¢+ﬁ — (M A]Q)

_ a+5 arBu
— a8 M — a+f L.
N~~~

=1

—L_(M — ply) par définition des matrices A et B

a+,3 Jrﬁ

Il suffit donc que aX + Su = 0 pour que Q—A + 5 BB M. Ceci fournit une équation a deux
inconnues. De plus, on veut que a + § # 0. Il suffit par exemple que o + 3 = 1 ce qui donne une
deuxiéme équation. Il suffit donc de résoudre le systéme linéaire suivant :

(202 = () (5)-=(0)

A\ _ car A et p sont deux réels distincts

det (1 1) =AXl-pxl=A-p#0 d’apreés le résultat de la question 2.
A
11

Donc la matrice ( ) est inversible et le systéme linéaire admet une unique solution :

1O G050

11

Passez par les matrices pour résoudre les systémes linéaires, c’est beaucoup plus
rapide. Surtout pour les systémes linéaires carrés d’ordre 2 a l'aide du déterminant.

Synthése. On pose |a = % et |5 = AT/\M . Alors on a d’aprés les calculs effectués en analyse :
=0
3 A
J— (0%
a+pB=1#0 et _A+a+BB M — —HIQ M.
De plus :
o = B _ g _ _A
arp ~ = x| ¢ e A=)
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6. A Uaide de la formule du binome de Newton, montrer que ¥n > 1, M"™ = (ﬁA)n + <aLiﬁB>n

» En reprenant le calcul de la question 3, en inversant le role de A et B (et donc de A et p), on a :
BA=M?— (u+AN)M + p\ly = M* — (A + p)M + M\l = AB.

Donc les matrices A et B commutent.

N’oubliez pas de vérifier que les matrices commutent avant d’appliquer la formule
du binéme de Newton.

Par conséquent, on a pour tout entier n > 1 :

M" = (a < 5A + ai 5B> d’apreés le résultat de la question précédente

_o i af B o
a+ﬁA)(a+,@ ) i AB=atay BA= (a+ﬁB)(a+ﬁA)

n— n—1 n— n n—n
- (5) @) (59) "+ X (1) ()" (58) "+ () ()" (52)
- N ——

" /n n—k d’aprés la formule du binéme de Newton car
=35 (3) () (58)
k a+ a+p (
=0

N S N—— k=1
=1 =I =1 =I
n—1
_( B " 1 N\ kon—k gk—1 n—k—1 "
= (&8) + o 2 (k>oz BrRART AB BT 4 (1254)
k=1 =02
—0,

= (ﬁA)n + (aLJi[;B)n car AB = 0y d’apres le résultat de la question 3.

1l faut sortir les cas k = 0 et k = n de la somme pour faire apparaitre la
simplification AB = 0y. En effet, sinon on fait apparaitre A*¥1 = A~ pour
k=0 et B" "1 = B! pour k = n alors que les matrices A et B ne sont pas
inversibles (d’apres le résultat de la question 3). On peut aussi se rendre compte
de ces simplifications en écrivant la somme sans le symbole Y :

S (1) (254) (58)

(OHFBY7 SN——

B+l AB" L4 <Z> 52 A*B 2 4 ( 3) oA
=09

. n a" 383 1n_3 13 n 262 An—2 2
+ <3> (atp)" A B/—l_ <2> (a+pB)™ AA —/B +n (
=09 =09 :02

7. Déduire des résultats précédents que M"™ est de la forme x, M + y, Iy pour tout entier n > 1, ot x,, et
Yn sont deux réels a exprimer en fonction de X\, u et n.

» Soit n>1.0On a:
ﬁA + (%B) d’aprés le résultat de la question précédente

A"+ (%) B" d’apres le résultat de la question 5

) A=p
n n
= ;_%) (n—N)""1A+ </\T/\u> (A—p)" B daprés le résultat de la question 4
= ;L:\(M — M) + /\)‘Tn“(M — ply) par définition des matrices A et B
- ,\—Z M + u,\—z I
——" ——
=Tn =Yn
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D’ou le résultat en posant :

__ A\ __/Ln

A — i N '

et |y, -

Exercice 2 .
Pour tout couple d’entiers (p,q) € N2, on pose I,, = / 2P(1 — x)?dz.
0

1. Soit (p,q) € N?. Montrer que I,, = I,, a laide du changement de variable t = 1 — x.
» Onposet=1—12 <= x=1—t. Lafonction ¢ : ¢+ ¢(t) =1 —t est dérivable sur R comme
fonction affine et sa dérivée ¢’ : t — —1 est continue comme fonction constante. On peut donc utiliser
le théoréme de changement de variable dans une intégrale.

N’oubliez pas de vérifier les hypothéses des théoremes que vous appliquez.

On a: 4 ao(t)
x @ ,
—=—"= =-1 = —dt.
i & ©'(t) donc dz dt

Deplus,siz=0alorst=1—xz=1,etsix=1alorst=1—x=0. Donc :
1
L, = / 2P(1 — x)%dz
0
0
= / (1—t)P(1— (1 —1¢))%(—dt) daprés la formule de changement de variable
1
0
= —/ (1 —¢)Pt?dt par linéarité
1

1
= / t9(1 — t)Pdt en inversant les bornes de l'intégrale
0

=1

p.q |

2. Soit n € N. Calculer I, et Iy,,.
» On a:

1 n+l 71 1 1
Inoz/x"(l—x)odx: ’ = —-0= :
’ 0 ———r n—+1 g N+ 1 n+1
Et | lon = Iho = n+r1 d’aprés le résultat de la question précédente.
3. Soit (p,q) € N%. Montrer que I, ;.1 = g—inH,q.
» On a:
1
Ipgi1 = / 2P(1 —z)"de
0
1 / Pt
o, W(z) = o u(w) = =
_/0 v (x)v(z)dx en posant { o(z) = (1 — )+t donc {v’(x) _ Tl D1 -

Les fonctions u et v sont dérivables sur R comme composées de fonctions polynomiales et leurs
dérivées u’ et v’ sont continues sur R comme composées de fonctions polynomiales. On peut donc
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appliquer le théoréeme d’intégration par parties :

1
L gt :/ o' (z)v(z)dz
0

1
= [u(:v)v(:v)]o — /0 w(z)v' (r)dz  d’apres la formule d’intégration par parties

- [-0m] - [ - e -o)e

1
— [ﬁ x0—0x1+ %/0 P (1 — 2)%dx  par linéarité

— q+1I
pr1-p+la |

4. Par récurrence, démontrer que la proposition suivante est vraie pour tout ¢ € N :

plq!
Q(Q) . «Vp S N, ]p,q = m)).

» Initialisation. Pour ¢ = 0, on a pour tout p € N :

p!0! p! 1

d’aprés le résultat de la question 2 et = = .
P d p+0+1)!  (p+1)! p+1

nozm

Donc £(0) est vraie.
Hérédité. On suppose que Z?(q) est vraie pour un rang ¢ € N fixé. Soit p € N. On a :

Ipgy1 = %IPH# d’apreés le résultat de la question précédente
1)lg!
= % X (p+1)lq d’aprés I’hypothése de récurrence
b (p+1)+q+1)!
1)!
B gl(g+1)
(p+q+2)!
plg+1)!

(p+ (g+1)+1)!

Puisque cette égalité est vraie pour tout p € N, on en déduit que Z(q) = (¢ + 1). Et cette
implication est vraie pour tout ¢ € N.

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on a montré que | &(q) est vraie pour tout ¢ € N
c’est-a-dire :

plg!
V(p,q) eN*, [, ,=—""—|
(p,q) P4 (p+ g+ 1)

5. Soit n € N. Le but de cette question est de simplifier la somme S,, = Z (n) #

pr k/n+k+1

(a) Montrer que I,,,, = S,.
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» On a:

B
3
I
>

1” K dx d’aprés la formule du binéme de Newton

I
&
3
M-
RS
>~ 3
\_/

)k / 2"*dz  par linéarité
0

)
e L:ﬁfi J
)
)ain

=
Il
o

I
NE

I
[
PR E;—E? T~ /X

il
o

o

3 |l

[en]

TL .

e
Il
o

(b) En déduire que Sn == W
» On a:

Sy = 1I,, d’apres le résultat de la question précédente

In!
= % d’aprés le résultat de la question 4
n+n !
_ (m?
C(2n+ 1)
D’autre part :
1 1 2z . . . . .
2n = " par définition des coefficients binomiaux
(M) (2n+1) ok (2n 4 1)
nln!

(2n) (2n+1)
(n})?

T @2nt 1)

On en déduit bien que |S,, =

Exercice 3 (Informatique)
On utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel aux fonctions des questions précédentes
sans avoir besoin de les réécrire. La question 3 peut étre traitée sans avoir répondu aux questions 1 et 2.

1. On considere la fonction mystere ci-dessous.

def mystere(L,n):

if n>len(L):
return ’erreur’

M=[]

for i in range(n):
M.append(L[n-1-1i])

for i in range(n,len(L)):
M.append (L[i])

return M
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(a)

(b)

(c)

(d)

Que renvoie mystere([5,7,1,8,3]1,6) 7

» L’instruction mystere([5,7,1,8,3],6) renvoie car n=6 est strictement supérieur
4 len(L)=len([5,7,1,8,3])=5.

Que renvoie mystere([5,7,1,8,3],2) ¢

» L’instruction mystere([5,7,1,8,3],2) ne renvoie par ’erreur’ car n=2 est inférieur a
len(L)=1len([5,7,1,8,3])=5. La liste M est initialisée a la liste vide []. La premiére boucle
for s’exécute n=2 fois, donc pour i=0 et i=1.

— Pour i=0, I’élément L[n-1-i1=L[1]=7 est ajouté a la liste M qui devient M=[7].

— Pour i=1, I'élément L[n-1-i]1=L[0]=5 est ajouté a la liste M qui devient M=[7,5].
La deuxiéme boucle for s’exécute pour i allant de n=2 & len(L)-1=4.

— Pour i=2, I'élément L[i]=L[2]=1 est ajouté a la liste M qui devient M=[7,5,1].

— Pour i=3, I’élément L[i]=L[3]=8 est ajouté a la liste M qui devient M=[7,5,1,8].
— Pour i=4, I’élément L[i]=L[4]=3 est ajouté a la liste M qui devient M=[7,5,1,8,3].
Finalement, l'instruction mystere([5,7,1,8,3],2) renvoie la liste ’ [7,5,1,8,3]

Que renvoie mystere([5,7,1,8,3],4) ?

» L’instruction mystere([5,7,1,8,3],4) ne renvoie par ’erreur’ car n=4 est inférieur a
len(L)=len([5,7,1,8,3])=5. La liste M est initialisée a la liste vide []. La premiére boucle
for s’exécute n=4 fois, donc pour i=0, i=1, i=2 et i=3.

— Pour i=0, I'élément L[n-1-i]1=L[3]=8 est ajouté a la liste M qui devient M=[8].

— Pour i=1, I’élément L[n-1-i]1=L[2]=1 est ajouté a la liste M qui devient M=[8,1].

— Pour i=2, I’élément L[n-1-i]=L[1]=7 est ajouté a la liste M qui devient M=[8,1,7].

— Pour i=3, I'élément L[n-1-i1=L[1]=5 est ajouté a la liste M qui devient M=[8,1,7,5].

La deuxiéme boucle for s’exécute pour i allant de n=4 a len(L)-1=4, donc seulement pour i=4.
— Pour i=4, I’élément L[i]=L[4]=3 est ajouté a la liste M qui devient M=[8,1,7,5,3].
Finalement, l'instruction mystere([5,7,1,8,3],4) renvoie la liste ’ [8,1,7,5,3]

On fixe une liste L quelconque pour cette question. Fxpliquer ce que renvoient mystere(L,1) et
mystere(L,len(L)).

» En reprenant les résultats des questions précédentes, on remarque que l'instruction mystere (L,n)
renvoie la liste des éléments de L dont l'ordre des n premiers a été inversé. En particulier,
mystere(L, 1) renvoie et mystere(L,len(L)) renvoie \ la liste des éléments de L dans \

[Pordre inverse .

2. A Uaide de la fonction mystere, on cherche un algorithme permettant de trier les éléments d’une
liste dans l'ordre croissant. Par exemple, on peut trier les éléments de la liste L=[4,2,5,1,3] en
utilisant la suite d’instructions suivante.

L=mystere(L,3)
L=mystere(L,5)
L=mystere(L,3)
L=mystere(L,4)
L=mystere(L,2)
L=mystere(L,3)

(a) Qu’affiche la commande print (L) apres l'exécution de chacune des six lignes ci-contre ¢

» Chaque ligne permet d’inverser l'ordre des premiers éléments de la liste L. On a :
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commande ‘print(L) ‘
L=[4,2,5,1,3] | [4,2,5,1,3]
L=mystere(L,3) | [5,2,4,1,3]
L=mystere(L,5) | [3,1,4,2,5]
L=mystere(L,3) | [4,1,3,2,5]
L=mystere(L,4) | [2,3,1,4,5]
L=mystere(L,2) | [3,2,1,4,5]
L=mystere(L,3) | [1,2,3,4,5]

(b) En vous inspirant de l'exemple ci-contre, déterminer une suite d’instructions permettant de trier
les €léments de la liste L=[3,2,4,1].
» Il suffit de trier les éléments de la droite vers la gauche : on utilise la fonction mystere
deux fois pour passer le plus grand élément en 1% position puis en derniére position, ensuite on
recommence avec 1’élément suivant dans ['ordre décroissant, etc.

’connnande ‘print(L) ‘
L=[3,2,4,1] [3,2,4,1]
L=mystere(L,3) | [4,2,3,1]
L=mystere(L,4) | [1,3,2,4]
L=mystere(L,2) | [3,1,2,4]
L=mystere(L,3) | [2,1,3,4]
L=mystere(L,2) | [1,2,3,4]

(¢) Méme question pour la liste L=[1,6,4,7,4,2].
» On utilise le méme principe qu’a la question précédente.

’ commande \ print (L) ‘
L=(1,6,4,7,4,2] | [1,6,4,7,4,2]
L=mystere(L,4) [7,4,6,1,4,2]

L=mystere(L,6)

[2,4,1,6,4,7]

L=mystere(L,4)

[6,1,4,2,4,7]

L=mystere(L,5)

[4,2,4,1,6,7]

L=mystere(L,4)

[1,4,2,4,6,7]

L=mystere(L,2)

[4,1,2,4,6,7]

L=mystere(L,3)

[2’1’4,4,637]

L=mystere(L,2)

[1,2,4,4,6,7]

3. Ecrire une fonction max qui prend en arqgument une liste L et un entier n puis qui renvoie le plus petit

indice du mazimum des n premiers éléments de L (ou la chaine de caractéres ’erreur’ si L contient
moins de n éléments). Par exemple, max([3,5,2,5,9,2]1,4) renvoie 'entier 1.

» Par exemple :

def max(L,n):

if n>len(L):

return ’erreur’

indice=0

for i in range(1,n):
if L[i]>L[indice]:
indice=i
return indice

. A Uaide des fonctions mystere et max (et sans utiliser la méthode .sort() ), écrire une fonction
trier qui prend en argument une liste L puis qui renvoie la liste de ses éléments triés dans [’ordre

croissant.
» Par exemple :
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def trier(L):
for n in range(len(L),1,-1):
indice=max(L,n)
L=mystere(L,indice+1)
L=mystere(L,n)

return L
Exercice 4
On considére la matrice A = g le _le(l] et une matrice colonne d’inconnues X = ? €
— 3
-2 -2 2 2 Ty
Mat471(R).
1. Discuter du nombre de solutions du systeme AX = AX en fonction des valeurs du paramétre A € R.
» On a:
-2-3 31 1 1
B 2 4 —40 T2 | To
AX =) \X <— 0 1 —11 s =A s
—-2-2 2 2 T4 Ty

—2I1—3I2+3J]3+[E4—/\l‘1 =0
221 +4xy — 4xs — Axe = 0
$Q—$3+$4—)\x320

| =271 — 209 + 203+ 204 — Ay = 0

=

On reconnait un systéme linéaire homogéne qu’on échelonne a 'aide de la méthode du pivot de Gauss.

—-2—-X =3 3 1 T 0 L1<—>L4
B 24—\ -4 0 z | [0
AX =AY = 0 1 —1-X 1 o il
—2 —2 2 2— A Ty 0 L4HL1
-2 2 2-)\ [m 0
— 2 4—\ —4 0 To . 0 Lo+ Lo+ 14
0 1 —1-X 1 z3 | |0
—2-\ -3 3 1 74 0) Ly 2Ly + (=2 =\ L,
—2 2 2-A\ [m= 0
— 0 2— A -2 2—A T2 - 0 L2<—>L3
0 1 —1-AX 1 X3 - 0 L3<_>L2
0 —24+2X12-2\ A 4 0
OMA=2+(—2-N)2-N) =24 (—4+X) =) -2
—2 22— 1 0
e | o —1-X 1 z | _ |0
0 2— A —2 2—A T3 0 L3(—L3—(2—>\)L2
0 —2+4+2X22-2X2 -2/ \ay 0/) Ly Ly— (=24 2)\) L,
[—2]-2 2 2-2) 1 0
0 [1]-1-Xx 1 T 0
< =
0 0 B 0 3 0
0 0 C MN-2)\) \z4 0

[B==2—-2=-XN(-1=-X\)=—-2—(=2-X+X) =N+
Ml =222 = (=2+2\)(=1—)) =2 -2\ — (2= 2)%) = 2A2 — 2\
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[—2]-2 2 2 -\ T 0
| 0 —1-A 1 z | _ |0
0 0 —AA=1) 0 T3 0
0 0 2xA=1) AA=2)/) \m 0/ Ly« Ly+2Ls
—2]-2 2 2— A ) 0
e | 0 —1-A 1 z | _ [0
0 0 —AA=1) 0 T3 0
0 0 0 AA=2)/) \m 0

“AMA=1)=0 <= A=0oulr=1) et AA—=2)=0 <= (A=00ur=2).

On a donc trois cas en fonction des valeurs du parameétre .

— Si alors on obtient un systeme linéaire échelonné de |rang 2| avec deux équations
auxiliaires compatibles et deux inconnues auxiliaires. Le systéme AX = AX admet donc
|une infinité de solutions |

— Si \)\ =loul= 2\ alors on obtient un systéme linéaire échelonné de |rang 3| avec une équa-
tion auxiliaire compatibles et une inconnue auxiliaire. Le systéme AX = AX admet donc
|une infinité de solutions |

— Si|A € R\ {0,1,2}| alors on obtient un systéme linéaire échelonné de ‘rang 4 maximal |. Le

systéme AX = AX admet donc |une seule solution |
2. Résoudre le systeme AX = AX pour A\=0, A=1, A =2 et A\ = 3.
» On reprend le systéeme échelonné obtenu a la question précédente.

— Si alors :

—2|-2 2 2\ [z 0

0 [1]—11][ a2 0
AX =)0X «— =

0 0 00| s 0

0 0 00/ \as 0

o

— Q. — —
{ T 2.2132 + 2333 + 2.174
To— a3+ x4 =0

Ty = X3 — X4
—
T = —x2+x3+x4:2$4.

On obtient donc une infinité de solutions de la forme :

(IE17$2,$3,$4) == (21’4,1’3 - $4,$3,$4) ou (1'3,1/'4) c R2 .

— Si alors :

[—2]-22 1 1 0
0 [1] -2 1 T 0
M=y 0 73 0
0 0 0[=1]) \m 0
—2331—2$2—|—25L‘3—|—$4:O
<= To—2x3+ x4 =0
—$4:O
Ty =
— Ty = 203 — T4 = 223
Ty = —T9+ T3+ %l’4 = —T3.
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On obtient donc une infinité de solutions de la forme :

(r1, 9,23, 24) = (—23,213,23,0) ol x3 € R|

—Sialors:
-2 2 0\ [
1

0
AX = AX 0 1] -3 2 _ |V
0 00 T3 0
0 0 0 Ty 0
—2r1 — 219+ 223 =0
x2—3x3~|—x4—0
—2x3 =10
.CE3—O
<= To = 3x3 — Ty = —T4
1 = —X9 + I3 Ty

On obtient donc une infinité de solutions de la forme :

(1, T2, w3, x4) = (x4, —24,0,24) ol x4 € R|

— Si alors on a un systeme linéaire homogene de rang maximal d’apres le résultat de la
question précédente. On obtient donc une seule solution :

($1,x2,$3,$4) = (anaoa 0) .

Exercice 5
Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions x dérivable sur R telles que pour toutt € R :

x(t) >0 et 2'(t)+ef)zt) +2(t)=0 ou f(t)= ;ill

1. (a) Justifier que la fonction f admet des primitives sur R et déterminer l'unique primitive qui
s’annule en 0 qu’on notera Fy.
» Onat?+1>0+1> 0donct?+1 ## 0 pour tout ¢ € R. Par conséquent, la fonction f est définie
et continue sur R comme quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule
pas. D’apres le théoréme fondamental de I'analyse, on en déduit que ’1& fonction f admet‘

une infinité de primitives sur l'intervalle R‘. On note F{ 'unique primitive qui s’annule en 0.
On a:

VteR, Fo(t /f
t
1
:/ :c2—|— A
0 v*+1
1 [t 2 |
= / < dxr + / dr par linéarité

= 5[+ 1)),

t . PR IA
+ [arctan(a:)] , en reconnaissant des dérivées usuelles

5 0
1 2
= §(ln (" +1) - El;%-)’) + (arctan(t) — arctjsl(O))

1
=3 In (t* + 1) + arctan(t) |
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(b) Montrer que Fy admet un minimum et calculer sa valeur qu’on notera m.
» Puisque Fj est une primitive de f, Fy est dérivable et Fjj = f. Or :

t+1
f(t) >0 <~ t2:1>0 = t+1>0 < t>—-1.

>0

D’apres le principe de Lagrange, on en déduit le tableau des variations de Fj.

t —00 —1 +00
f(t) — 0 +
o |
FQ(—l

Par conséquent, ‘FO admet un minimum en —1‘ qui vaut d’aprés le résultat de la question
précédente :

m = Fy(—1) = %m ((—1)2 +1) + arctan(—1) = %111(2) -

™
1 .

2. Pour cette question, on fize une fonction x solution du probléme et on pose y = 1/x.

(a) Montrer que y est solution d’une équation différentielle linéaire a déterminer.
» La fonction y est dérivable sur R comme inverse de la fonction = supposée dérivable et qui ne
s’annule pas (car xz(t) > 0 pour tout ¢ € R). On sait que :

VteR, a/(t)+e f(t)x(t)? +z(t) = 0.

Or,y=1/x <= x=1/y donc:

vt € R, x(t):ﬁ ot :c'(t):;‘qég?.

En reportant ces expressions dans la relation précédente, on obtient pour tout t € R :

@) e (N L
FOHRREAY (y<t>) O
O e
y(t)?

donc —y'(t)+ e f(t)+y(t)=0
done [7(0) —(0) = ¢ 10)]

On reconnait une ‘équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants |.

(b) Résoudre ’équation différentielle obtenue a la question précédente. On pourra chercher une
solution particuliere de la forme t — X(t)e' ot X est une fonction a déterminer.
» On commence par résoudre ’équation différentielle linéaire homogéne associée :

Yi—yn=0 < INER, yy:t—> e

Puis on cherche une solution particuliére de la forme yp : ¢ — A(t)e’. On raisonne par analyse-
synthése.
Analyse. On cherche une fonction A telle que :

VEER, yp(t) —ye(t) =€ f(1).
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Il suffit que la fonction A soit dérivable sur R afin que yp : ¢ — A(¢)e’ soit dérivable sur R comme
produit de fonctions dérivables. Dans ce cas :

VteR, yp(t) = N(t)e' + A\(t)e.

En reportant les expressions de yp et yp dans 1'équation différentielle, on obtient pour tout
teR:

Nt + At)et = At)e! =e'f(t) < N(t)e' =e'f(t) <= N(t) = f(t).

Ainsi, A est une primitive de f.

Synthése. On pose . On vérifie que yp : t — Fy(t)e' est bien une solution particuliére de
I’équation différentielle obtenue a la question précédente d’apreés les calculs effectués en analyse.
D’aprés le principe de superposition, on en déduit que toutes les solutions sont de la forme :

Yyt ya(t) +yp(t) = X' + Fy(t)e! o A €R|.

3. En déduire que toutes les solutions du probleme sont de la forme :

e—t

—
C' + 5 In(t? + 1) + arctan(t)

Tt

ou C' est une constante telle que C' > —m.
» On sait que y = 1/ <= z =1/y. Or on a d’aprés le résultat de la question précédente :

y(t) =0 <= A+ Fy(t))e' =0 < Fy(t) = -\

D’aprés le tableau des variations de Fy obtenu a la question 1(b), on en déduit que y ne s’annule pas
si et seulement si —\ n’est pas une valeur image de Fj, donc si et seulement si —\ < m. Dans ce cas,

on obtient : . ) .,
e
®) y(t) (A + Fo(t))et A+ Fo(t)

Réciproquement si x est une fonction de cette forme ot —\ < m <= X\ > —m, on vérifie bien que
x est solution du probléme d’aprés les calculs effectués dans les questions précédentes.

N’oubliez pas de vérifier la réciproque. La question 2 démontre seulement une
implication : st x est solution du probléeme alors x est de cette forme. D’autre
part, il est nécessaire que A > —m pour que le dénominateur des fonctions x de
cette forme soit strictement positif afin de vérifier que x(t) > 0 pour tout t € R.

Finalement, on a bien montré que toutes les solutions du probléme sont de la forme :

eft

H
C + $In(t? + 1) + arctan(t)

ou C' est une constante telle que .

T:t
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DS n°5 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme A

Les deux parties de ce probléme sont indépendantes.

Partie I

Pour tout entier n > 1, on pose :
n
1
anp = Z ﬁ
k=1

On utilisera seulement le langage Python pour les questions d’informatique et on pourra faire appel aux
fonctions des questions précédentes sans avoir besoin de les réécrire.

1. [Informatique] Ecrire une fonction suite qui prend en argument un entier n > 1 et qui renvoie la
valeur de a,,.

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (a,)n>1.

1
k—1

(c¢) En déduire que la suite (a,),>1 converge.

(b) Montrer que 75 < — & pour tout entier k > 2.
Dans la suite de I’énoncé, on note « la limite de la suite (ay,)n>1-
3. Pour tout entier n > 1, on pose b, = a,, + }L
(a) Montrer que les suites (a,)n>1 et (by)n>1 sont adjacentes.

(b) A l'aide du résultat précédent, justifier briévement que :

1
Vn>1, O0<a-—a,<-—.
n

(¢) [Informatique] Ecrire une fonction approx qui prend en argument un réel epsilon > 0 et
qui renvoie une approximation de o & epsilon prés. Par exemple, si epsilon = 107% alors
approx(epsilon) renvoie une valeur approchée de o dont au moins les six premieres décimales
sont exactes.

4. (a) En vous inspirant de la méthode utilisée a la question précédente, montrer que :

1 1
<o—a, < —.
n+1 n

Vn > 1,

(b) En déduire un équivalent simple de l’erreur d’approximation o — a,, quand n — +oc.

(c) [Informatique] On suppose que epsilon = 1075 Combien de termes au minimum la fonction
approx(epsilon) doit-elle calculer dans la somme définissant la suite (a,),>1 avant de renvoyer
une valeur approchée de av & 107 pres?
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Partie 11

Pour tout couple d’entiers (n,p) tels que n > 1 et p > 1, on pose :
p

n 1 .. .
N 7;2_‘7'2 S11% 7£ .]
0 sii=y.

j=1 i=1

Le but de cette partie est de montrer que :

li li n li li o | -
p—1>51—100 (n—1>1—‘,1-’loo 5 ,p> # n—1>I—&1—’loo <p—1>£-noo 5 ,p)

On admet que la suite (an =3 k_12)n>1 converge et on note « sa limite.

5. En utilisant un encadrement, montrer que :

n+j 1
Vi1, i ~|=o.
J niToo< 2 k)

k=n—j+1

6. Dans cette question, on fixe un entier j > 1.

(a) Montrer que 2ju; ; = % — % pour tout 7 # j.

(b) En déduire que pour tout entier n > 27 :

u 3 H o1
i=1 k=n—j+1

7. A P’aide des résultats précédents, exprimer la limite de Sh,p quand n — +oo en fonction de a, pour
tout entier p > 1, puis en déduire que :

lim < lim Sn,p) = %a.

p—+o0 \ n—+oo

8. En remarquant que w; ; = —u;; pour tout couple (i,j) € N? et en utilisant le résultat précédent,
exprimer lim,,_, o (lim,,; Sy, ,) en fonction de a puis conclure.

9. Que vaut lim, 400 Sppn ?

Exercice

arctan(n + 1)v/n + 2

1. Déterminer la limite de a,, = quand n — +o00.
exp(n + 3)
sin (l)

n

In (cos (1)

2. Déterminer un équivalent simple et la limite de b,, = quand n — +o0.
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Probléme B

Dans tout le probléme, on note & 'espace affine qu’on munit d’un repére orthonormé % = (O, i,9,k ) :

Etant donnés deux parties non vides A et B de &, on appelle distance entre A et B la borne inférieure des
s
HM N H pour M décrivant I’ensemble A et N décrivant ’ensemble B. Elle est notée A (A, B). Ainsi, on a

—
A(AB)= inf HMNH .
MeA,N€eB
Dans la suite, on s’intéresse a différents problémes de distance d’un point de vue informatique et mathéma-
tique. Les différentes parties peuvent étre traitées de maniére indépendante.

Informatique : distance entre deux parties finies et non vides

Dans cette partie, un point M de & est représentée par la liste de ses coordonnées dans Z.

Par exemple, si M a pour coordonnées (2, 1, 3) la liste M Python correspondante est donnée par [2,1,3].

Une partie finie et non vide & est représentée par la liste de ses points, donc par la liste des listes de
leurs coordonnées dans Z.

Par exemple, si on a M; (1,—1,2), M, (3,0,2), M5 (3,2,8), 'ensemble {M;, My, M3} est représenté par
la liste

([1,-1,21,03,0,21,[3,2,8]11.

1. Ecrire une fonction norme (M,N) qui prend en arguments deux listes M et N représentant deux points

—
M et N de & et qui renvoie la norme du vecteur ||M N H

2. Ecrire une fonction mini (M,B) qui prend en arguments une liste M et une liste de triplets B représentant
respectivement un point M et un ensemble fini non vide B et qui renvoie le minimum des HM N H
pour N décrivant ’ensemble B.

3. Ecrire une fonction distance(A,B) qui prend en arguments deux listes de triplets A et B représentant
deux ensembles finis et non vides A et B et qui renvoie le réel A (A, B).

Distance d’un point a une droite dans &

Dans cette partie, on note M le point de coordonnées (1, —1,1) et D la droite passant par le point
A de coordonnées (1,0,1) et dirigé par le vecteur ¥ de coordonnées (—2,1,1). L’objectif est de calculer
A({M}, D).

4. Donner une représentation paramétrique de la droite D.

5. On définit la fonction f par :
f:R—R
t = 6t7+2t+1°

Justifier que f admet un minimum global et expliciter cette valeur. Dans la suite, on la note a.

— 52
6. Montrer que pour tout N € D, il existe t € R vérifiant f (ty) = ‘MNH i

—
7. En déduire que pour tout N € D, HMNH > /.

8. Montrer qu’il existe H € D vérifiant HMﬁ H = y/a. En déduire la valeur de A ({M},D).

Distance d’un point & un plan dans &

Dans cette partie, on note M le point de coordonnées (0,2, 1) et P le plan ayant comme représentation
paramétrique :

r=1+1t+4+2s
y=0—t+s
z=2—t—3s
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ou t et s sont des réels.
9. Donner une équation cartésienne du plan P.

10. Déterminer les coordonnées de I'unique point H de P tel que M ﬁ est orthogonal a P.
11. Montrer que pour tout point N de P, on a

2 2 2
37| = ]+ ]
12. En déduire la valeur de A ({M},P).

Distance entre deux droites dans &

Dans cette partie, on note D; la droite passant par les points A (2,1,2) et B (1,0, 1), et Dy la droite
qui est l'intersection des plans P; et P, d’équations cartésiennes respectives :

Prix+2y+2+1=0
Prix—y—2z—1 =0

13. (a) Donner une représentation paramétrique de la droite Dy.
(b) Faire de méme pour la droite Ds.
14. Déterminer les coordonnées d’un vecteur non nul 7 orthogonal a la fois & Dy et a Ds.

15. Déterminer les coordonnées du point H appartenant a D; et du point K appartenant a Dy tels que
HK et 7 soient liés (c’est-a-dire colinéaires).

—
16. Justifier briévement que HHK > A (Dy,Ds).
17. Montrer que pour tout point M de D; et tout point N de D5, on a

—p — 12 —12
3| = [[art + KN+ | K]

18. En déduire la valeur de A (Dy, D).

Un autre probléme de minimisation

Soient n € N* et My, M, ..., M, des points de &. Pour tout point N de &, on pose :
d(N) = ZHNMkH .
k=1

On note G l'isobarycentre de la famille de points My, M, ..., M,.
19. Rappeler la définition de 'isobarycentre d’une famille de points M, Ms, ..., M,.

i 2
20. Montrer que d(N) = Z (Hﬁ@‘ )
k=1

2 \
4 ONCG - GM, + HGMk

21. En conclure que pour tout N € &,d(N) > d(G).
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Corrigé du DS n°5 de mathématiques
et d’informatique

Probléme A

Les deux parties de ce probleme sont indépendantes.

Partie I

Pour tout entier n > 1, on pose :
n
1
anp = Z ﬁ
k=1

On utilisera seulement le langage Python pour les questions d’informatique et on pourra faire appel aux
fonctions des questions précédentes sans avoir besoin de les réécrire.

1. [Informatique] Ecrire une fonction suite qui prend en argument un entier n > 1 et qui renvoie la
valeur de a,,.

» Par exemple :

def suite(n):
S=0
for k in range(l,n+1):
S=S+(1/k**2)
return S

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (a,)n>1-

» On a : :
n—+ n
1 1 1
\V/TL>1, an+1—an22ﬁ— ﬁ:m>0
k=1 k=1
Donc | (a,)n>1 est strictement croissante |.
(b) Montrer que 1%2 < ﬁ — % pour tout entier k > 2.
» Soit k >2.0n a:
L1\ 1 Rokk-D-(k-1 1
k-1 k) k* k2(k —1) CkR2(k-1) " 7

Donc | 4 <

2 pour tout k£ > 2.

11
k—1 k

(¢c) En déduire que la suite (ay)n>1 converge.

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 76 sur 136 Sébastien Godillon



» On a:

n

1
Yn>1, a,= = par définition de a,,
k=1
1 1 o
BEP) + Z 2 par assoclativité
k=2
<1+ i ! d’aprés le résultat de la question 2(b)
p k—1 k
1 1 . ) .
=1+ 51, en reconnaissant une somme télescopique
— n
1 1
=2——<2 car —>0.
n n

Attention : 2 — ;11 n’est pas un majorant de la suite (a,)n>1! Pour rappel, un
majorant est une constante (qui ne dépend donc pas de n) supérieure & tous
les termes de la suite.

Donc (a,),>1 est majorée par 2. De plus, (a,),>1 est croissante d’aprés le résultat de la question

2(a). D’apreés le théoréme de la limite monotone, on en déduit que | (ay,),>1 converge|.

Dans la suite de l’énoncé, on note « la limite de la suite (ay)n>1-
3. Pour tout entier n > 1, on pose b, = a, + %

(a) Montrer que les suites (ap)n>1 €t (by)n=1 sont adjacentes.

» On a déja montré dans la question 2(a) que | (ay),>1 est strictement croissante | On a :

1 1
vn > 17 bn+1 - bn = (an—H + —> - (an + _)
n+1 n

1 1

=Qpt1 — Qp +—— — —

;1,_/ n-+1 n
=en?

1 1 1

- (n+1)2+n+1_n
n+n(n+1)—(n+1?)
n(n+1)2

Donc | (b, )n>1 est strictement décroissante | De plus :

1 1
lim b, —a, = lim <an+—>—an: lim —:@.
n

n——+oo n—-+oo n—-+oo N

On a bien montré que |(a,)n>1 €t (by)n>1 sont adjacentes |

(b) A Uaide du résultat précédent, justifier bricvement que :
1
Vyn=>1l O<a-—a,<-—.
n

» D’aprés le théoréme des suites adjacentes, on en déduit que (an)n>1 et (b,),>1 convergent
vers la méme limite, qu’on a noté o = lim,,_, o, a,,. Puisque (a,,),>1 est strictement croissante et
(bn)n>1 est strictement décroissante, on a d’aprés le théoréme des suites adjacentes :

1
yn>1, a,<a<b,=a,+ —.
n

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 77 sur 136 Sébastien Godillon



En soustrayant a,,, on obtient :

1
Vn>1 O0<a-—a,<—|
n

(c) [Informatique] Ecrire une fonction approx qui prend en argument un réel epsilon > 0 et
qui renvoie une approximation de o ¢ epsilon prés. Par exemple, si epsilon = 107¢ alors
approx(epsilon) renvoie une valeur approchée de o dont au moins les siz premieres décimales
sont exactes.

>

D’apres le résultat de la question précédente, il suffit de calculer a, pour un

! J+10u

rang n tel que % < epsilon. On peut donc choisir n = epsilon

tout simplement utiliser une boucle while.

Par exemple :

def suite(epsilon):
n=1
while 1/n>=epsilon:
n=n+1
return suite(n)

4. (a) En vous inspirant de la méthode utilisée a la question précédente, montrer que :

1 1
<a—a, < —.
n+1 n

Vn > 1,

Pour obtenir l'inégalité de la question précédente, on a utilisé que :
)
1
Yvn>1, a,<a<a,+—=>b,
n

0t (ap)n>1 €t (bp)n=1 sont adjacentes. Pour obtenir l'inégalité de cette question,
il suffit donc d’utiliser que :

1 1
Vn}l, Cn = Qp + —— <O[<a'n,+*:bn
n+1 n

0t (Cp)ns1 €t (by)ns1 sont adjacentes.

Pour tout entier n > 1, on pose ¢, = a, + n+r1 On a déja montré dans la question 3(a) que

‘ (bn)n>1 est strictement décroissante ‘ Ona:

Vn > 1 + ! + !
nz1, Cpy1 —CL = |0ap — 5] — | an -
i 2 n+1

1 1
S S T T
=Gn?
1 1 1

(n+1)2+n+2_n+1
C (n4+2)+(n+1)—-(n+1)(n+2)
N (n+1)%(n +2)

1
I R
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(b)

(¢)

Donc | (¢,)n>1 est strictement croissante | De plus :

1 1 1 1
lim b, — ¢, = lim (an—l——)—(n—i——): lim — — = lim —@

n——+00 n——+00 n +1 n——+oco M n+1 n—+4o00 n n -+ 1

Donc‘ (¢n)n>1 €t (bn)n>1 sont adjacentes ‘ D’aprés le théoréme des suites adjacentes, on en déduit

qu’elles convergent vers la méme limite, qui est égale & o = lim,,, ., b, d’aprés ce qu'on a
montré dans la question 3(b). De plus, on a :

1
Yn>1l, a,+——=c,<a<b,=a,+ —.
n+1 n

En soustrayant a,,, on obtient :

1
<a—ay, <

Vn > 1, —
n-+1 n

En déduire un équivalent simple de l’erreur d’appmximation a — a, quand n — +00.
» En divisant le résultat de la question précédente par , on obtient :

n a—a, N 1
Vn}l, n—|—1< % <ﬁ:1 Cal'g>0.
Or :
. n
lim =1 carn+1 ~ n.
nﬁJroon—}—l n—+oo

D’aprés le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que :

. o — ay 1
lim T =1 donc |ao—a, ~ —|
n—-+00 Py n—-+oo 1

[Informatique] On suppose que epsilon = 107¢. Combien de termes au minimum la fonction
approx(epsilon) doit-elle calculer dans la somme définissant la suite (ay)n>1 avant de renvoyer
une valeur approchée de o a 107° pres ¢

» Pour que a, soit égal a une valeur approchée de a & 1076 preés, il suffit que a — a,, < 1075,
D’apres le résultat de la question 4(a), on en déduit que n+r1 < 107° (par transitivité de I'inégalité)

donc n 4 1 > 10°. Puisque n est un entier, la plus petite valeur possible est donc .

Partie 11

Pour tout couple d’entiers (n,p) tels quen > 1 et p > 1, on pose :

P n 1 .. .
S, = E E Wi o ;g =< ©J° S
" & & 0 sii=j.

=1 i=1

Le but de cette partie est de montrer que :

Jim (i sho) # (i 500).

On admet que la suite (an = k—g)m converge et on note a sa limite.
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5. En utilisant un encadrement, montrer que :

n+j 1
Vi>1 li -] =0.
o (8 4)
k=n—j+1
» Soit j > 1. Puisqu’on étudie la limite quand n — +o00, on peut supposer que n > j et donc que
n —j+ 1 > 1. Par conséquent, on a pour tout entier k allant den—j7+1an+j:
1 1 1

n—j+1<k<n+j donc ——mM2>—->—ro

n—7+1" k= n+j

car la fonction z — % est strictement décroissante sur ]0, +oo[. En sommant ces inégalités, on obtient :

knj+1n_‘7+1 —j+ k k:nfj+1n+‘7
_ (ntj)—(n— J+1)+1 25 _(nti)—(n—g+1)+1__ 25
n—j+1 Tn—j+1 n+j T n+tj
donc :
2] n+y l . 2]
n—j+1 k:n7j+1k/n+j
Or : 0 0
lim ‘7 =0 et lim J
n—>+oon—]—|—1 n—+oo N + )

D’aprés le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que :

n+j 1
nﬂlfoo< 2 E) =0

k=n—j+1

et ceci est vrai pour tout j > 1.

6. Dans cette question, on fixe un entierj 1.
1

(a) Montrer que 2ju;; = ; i H—] pour tout i # j.

» Soit i # j. On a :
1 1 (i+j)— (i —J) 25 . .
1—J 147 (t—75)+7) i2 — 52 bar delnItion de

(b) En déduire que pour tout entier n > 2j :

n n+j
3 1
27 i == = —.
J ZU 5J 2] / kf
1=1 k=n—j+1
» On a:
27 Z Ui = Z 2ju;; par linéarité
i=1 i=1
= ZQ]u” + 27 uH + Z 2Ju;
O i=j+1
—1 n
_ ]Z < 1 ) n Z ( 1 ) d’apres le résultat
Py 2 j /) _l_ ] i ) ,] ) + j ¢ la queS 10N pl“ece ente
Jj—1 J—1 n 1 n 1 S
= Z Z Z — — —— par linéarité.
i A= it T St
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7j—1 Jj—1 Jj—t
1 1 1
= g — == — d’aprés l'inversion de 'ordre de sommation k£ = j — 1,
e~ | — —k k
i=1 k=1 k=1
-1y 2i-1
— = — d’aprés le décalage d’indice k =1 + j,
1+ ~ k
=1 k=j+1
o1 H 1 o o
— = z d’aprés le décalage d’indice k =17 — j,
it =
"o X
E — = E — d’aprés le décalage d’indice k =i + j.
—~ i+ <k
i=7+1 k=2j+1

Il y a beaucoup d’autres maniéres de mener ces calculs de sommes. L’idée
principale est de faire apparaitre des sommes de termes de la forme % afin
d’obtenir [’expression finale aprés simplifications.

En reportant, on obtient :

1 = 1 1
2 wig==Y = D gt T A
=1 k=1 k=j+1 k=1 k=2j+1
n—j j—1 25—1 n+j
1 1 1 1 1 1
—( R E>_<2E+ . E+2_j_2_j>
k=1 k=1 k=j+1 k=2j+1
1 (E 1o s i (pu - %)
= - — - — — car n — uisque n
7 DY j > j (puisq j
k=j k=j+1
1 e | 1
_}+,E_<‘E+ZE+2_]'
k=j+1 k=j+1 k=n—j+1
n+j
3 1
=5 2 %
k=n—j+1

7. A Uaide des résultats précédents, exprimer la limite de Sn.p quand n — 400 en fonction de a, pour
tout entier p > 1, puis en déduire que :

. . 3
pEI—&I-loo (nl—lgri-loo Sn,p) o Za.

» Soit p > 1. Puisqu’on étudie la limite quand n — 400, on peut supposer que n > 2p et donc que
n > 2j pour tout entier j allant de 1 & p. Par conséquent, on a :

p n
Snp = Z u;; par définition de S, ,
j=1 i=1
P n
7=1 =1
P 1 3 n+j 1
= Z Z (Z — Z E) d’aprés le résultat de la question précédente
j=1 k=n—j+1
P p n+j
= ZZ lz — Z% ( Z %) par linéarité.
i1 52 k=i

=ap
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n+j
1
lim ( Z E) =0 d’apres le résultat de la question 5.

Donc :

Py EH
lim — Z z =0 par somme de limites.

k=n—j+1

Puisque p est fixé (pour linstant), on obtient une somme d’un nombre fini de
termes qui tendent tous vers 0, donc la somme tend bien vers 0. Bien sdr, ce
résultat serait faux si p =mn (car on obtiendrait un nombre infini de termes qui
tendent vers 0 ce qui est une forme indéterminée).

On en déduit que :

3
. 3 Sfiniti
dim Shp 10| par définition de a,

et ceci est vrai pour tout p > 1. Par conséquent :

p—+oo \ n—+oo p—+00

lim ( lim Sn,p) = Za car lim a, = a.

8. En remarquant que u;; = —uj,; pour tout couple (i,7) € N? et en utilisant le résultat précédent,
exprimer limy,_,  (lim,_, o Spnp) en fonction de o puis conclure.

» On a: 1 1
_uj’L:{]2l2 Sl]#l :{W81Z7éj

0 sij=1 . = u,;; par définition de u; ;.

Par conséquent :

P n
li lim S,,|= l li i définition de S,
Jim (o) = i, pJTmZZ%) par définition de

=1 i=1

p n
= lim lim E E —Uj; d’aprés la remarque ci-dessus
n—+o0o \ p—+o00 < 1 i1
=1 i=

P n
= lim lim — E E Uj i par linéarité
n—+oo \ p—+oo ’
j=1 i=1

= — lim lim Z Z (I d’apreés les opérations sur les limites

n——+oo \ p—>+o0 <

= — lim lim Z Z Ui car ¢ et j sont des variables muettes

n—+oo \ p—+oo £

= — lim lim Z Z (I par propriété des sommes doubles

n—+oo \ p—+oo £

n—-+00

=— lim ( lim Sp,n> par définition de S, ,,

= — lim < lim Sn,p> car n et p sont des variables muettes
p—+oo \ n——+oo

3 .
= —Za d’apres le résultat de la question précédente.
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Pour conclure, montrons que lim, . (lim, 400 Spp) # limy, i (im, 40 S, ). Par Pabsurde,
supposons que ces limites sont égales. D’apreés les résultats précédents, on en déduit que :
3 3

—-a=——«a donc a=0.

4 4

’N ‘oubliez pas de justifier que o # 0 pour pouvoir conclure.

Or « est la limite de la suite (an = %)n>1 qui est strictement croissante d’apres le résultat de

la question 2(a), donc qui est minorée par a; = 1% = 1. Par conséquent, o« = 0 > 1 ce qui est absurde.
On peut donc en conclure que :

9. Que vaut lim,,_, o Sy ¢

>
Si on écrit tous les termes w;; de la somme double S, ,, sous forme d’un tableau,
on obtient :
] =1 ] =2 ] =3 j=n—1| j=n
1 _1 I 1
! 1 0 3 8 1—(n—1)2 1—n?
— 1 1 T i
L= 3 0 5 I (n_1)2 T2
T I T T
1=3 8 5 0 9—(n—1)2 9—n2
o T i I T
i=n-—1 (n—=1)2-1 | (n—-1)2—-4 | (n—1)%2-9 | """~ 0 (n—1)2—n2
— T T T T
t=n n2—1 n2—4 n2—9 c n2—(n—1)2 0
On remarque que la termes au-dessus de la diagonale sont égaur auxr opposés
des termes sous la diagonale. En sommant tous les termes, on obtient donc
Spn = 0. On peut retrouver précisément ce résultat a 'aide de manipulations sur
les sommes.

On a pour tout n > 1 :

n

Snn = Z Zu” par définition de S,

j=1 i=1
n
= E (E Ui 5 + u”~|— E uw>
i=j+1
n j—1
= 5 g U j + E 5 u;; par linéarité.
7j=1 =1 J=11i=541
Or :
n j—1 n n
Ui = g Ui = g g u;; par propriété des sommes doubles
j=1 i=1 1<i<j<n i=1 j=i+1
n n
= E E uj; car ¢ et j sont des variables muettes
j=1 i=j+1
n n
) N 21 2 . s 2
= E E —u;; d’apres la remarque utilisée dans la question précédente
j=1 i=j+1
n n
= — E g u;; par linéarité.
j=1 i=j+1

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 83 sur 136 Sébastien Godillon



On a retrouvé que la somme des termes au-dessus de la diagonale est égale a
l’opposé de la somme des termes sous la diagonale.

En reportant, on obtient :

n j—1 n n n n n n
Vn 2 1, Sn,n = E E ui,j —+ E E ui,j = — E E UiJ’ —+ E E ui,j = O
7j=1 i=1 j=1i=75+1 7j=1i=j5+1 j=11i=5+1
On en déduit que :
lim S,, =0|
n—-+o0o

Exercice
arctan(n + 1)v/n + 2
1. Détermaner la limite de a,, = (n+1) i quand n — +00.
exp(n + 3)
» Par définition, la fonction arctangente est la bijection réciproque de tan :] 5%, Z[— R. On en déduit
que :

Vn =0, _TW < arctan(n + 1) < g

Donc la suite (arctan(n + 1)),>o est bornée. D’autre part :

=

VT2 aF3 ﬁ_l(W)

— ~ .
exp(n + 3) ened  notoo ehed e\ en

Or n'/? = o (e™) d’aprés le théoréme des croissances comparées donc :
n—-+0o0
. Vn+2 .1 (nl/?
lim ——— = lim —|— | =0.
n—+00 eXp(n + 3) n——+oo 3 en

Par conséquent, la suite (a,)n>0 est le produit d’une suite bornée et d’une suite qui converge vers 0.
D’aprés un corollaire du théoréme de limite par encadrement, on en déduit que (a,),>o converge vers

0:

lim a, =0|

n—-+0o
sin (1)

In (cos (%))

» Puisque lim, .. £ = 0, on a d’aprés 'équivalent usuel de la fonction sinus :
+oo p )

. (1) 1
sin | — ~ —.
n n—+oo 1

On pose cos (%) =1+ u, donc u, = cos (%) — 1. Puisque lim,, % = 0, on a d’aprés I'équivalent

usuel de la fonction cosinus :
2
1 —( ~1
un—cos(—>—1 ~ (") =

2. Déterminer un équivalent simple et la limite de b, = quand n — +00.

n——+oo 2 N 2712 '

En particulier, on en déduit que :

lim u, = lim — =0.
n—-+oo n—-+4oo 27’L2

Par conséquent, on a d’aprés ’équivalent usuel de la fonction logarithme :

1 —1
1 V)= tw) ~ w, o~ —
n (cos (n)) n(1+uy,) e U e tisw

Finalement, on a par quotient d’équivalents :

in (X 1
b —mG) 2 =[=2n] donc lim b,= lim —2n=[o0]

- In (COS (%)) n—-+00 2n12 n—-+00 n—-+00
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Probléme B

Enoncé et corrigé de V. Vong

1. On a
def norme(M,N)
S=0
for i in range(len(M))
S = S+M[i]*N[i]
return S
2. On a
def mini(M,B)
if B !'= []
P = B[O]
d = norme(M,P)
for i in range(1,len(B))
e = norme(M,B[i])
if d>e :
P = B[i]
d =-e
return d
else :
print ("B est vide")
return
3. On a

def distance(A,B)
if A !'=[] and B != []
d = mini(A[0],B)
for i in range(1,len(A))
e = mini(A[i],B)
if d>e :
d =e
return d
else :
print("1’une des deux listes est vide")
return

4. D étant la droite passant par A (1,0, 1) et dirigé par 77(——2,1,1),on,en,dédlnt qu’une représentation
paramétrique de D est donnée par

r=1-—2t
Yy = t outelR.
z=14+t

5. La fonction f étant un polynéme du second degré, elle est dérivable sur R et

Vit e R, f(t) = 12t + 2.
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On en déduit que : f’ est négative sur | — oo, —%] et que f’ est positive sur [—%, +ool.
Il en résulte que f est décroissante sur | — co, —¢] et croissante sur [—¢, +00|
5

Donc f admet un minimum global en —%. De plus, f (—%) = 2.

6. Soit N € D, de coordonnées (z,y, z). 1l existe donc tx € R tel que :
r=1-2ty,y=tyet z=1+1y.
Les coordonnées étant données dans un repére orthonormé, on a alors
HMNH (1= 2ty — 1>+ (tx +1)° + (1 + ty — 1)%.

Donc )
= At + 5 + 2ty + 1+ 1.

Donc

HWHQ =6ty + 2ty + 1= f(tn).

La démonstration étant valide pour tout N € D, on en déduit que

2
YN €D, 3ty €R, f (ty) = HMNH .

7. Soit N € D. D’aprés la question 6, il existe ty € R vérifiant

d’apres la question 5, est un minimum global de f. Donc

D’ou, en prenant la racine carrée :

On en déduit que

oy e, |11 = |2

Le point H (1 — 2ty,ty, 1 +ty) est alors un point de la droite D et a pour
%, %) De plus, d’apres la question 6, on sait que

-
En calculant, on a f (—%) = %. Donc H]\ﬁ]“z = 5. D’ou HJ\WIH = \/g

H étant un point de D, on en déduit que A ({M}, D) \/7 Or d’apreés la question 7, \/7 est un

8. Posons ty = —
coordonnées (%,

minorant des distances de HM 13 H lorsque N décrit D. Donc A({M},D) > \/; . On en conclut que

A({M},D) = \/g
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9.

10.

11.

Soient (x,y,z) € R? et (t,s5) € R?. Raisonnons par équivalence. En appliquant Ly < Lo + L et
L3 < L3+ Ly, on obtient :

r=1+1t+2s T =1+t+4+2s
y=0—t+s <= qrx+y=1+3s
z=2—1—s r+z=3+s

Appliquons Ly < Ly — 3L3. On a alors :

T =1+t+2s T =1+t+2s
r+y=143s = { 2x+y—3z2= -8
r+z2=3+s T+ z =3+s

On en déduit qu’une équation cartésienne du plan P est donnée par :

\—2x+y—3z+8:0.

Soit H(xy,ym, zy) un point de &. D’aprés la question 9, on a une équation cartésienne de P et un
vecteur normal a ce plan donné par 7(—2, 1,—3). On a donc I'équivalence :

(Hepetj\ﬁhP) — aAeR(—sz+yH—3zH+8=oetW:Aﬁ).

Soit A € R. On a

—293H—|—yH—3zH—|—8:()etMﬁ =\
<— —2xg+yy—3zp+8=0et (xyg —0,yg — 2,25 — 1) = (=2\,\, =3]).

Donc :

—2xH+yH—32H+8:OetMﬁ =\
— —2rg+yg—3zp+8=0cet (xg,ym,zn) = (=2, A +2,-3A+1).

Donc

%yt yn — 37w+ 8=0ct MH = AT
— —2(20)+A+2)=3(-32x+1)+8=0¢et (zg,ym,zn) = (-2, A+ 2,31+ 1)
= 4N+ T7=0¢et (xg,ym, zg) = (=20, 1+ 2, -3+ 1).

Donc

1 35
—2xy+yg —3zg+8=0¢et Mﬁ —\U — /\:—5 et (xy,ym,zy) = (175,5).

On en déduit que I'unique point H vérifiant les propriétés demandées a pour coordonnées

35
L2 2]
(33)
Montrons que pour tout point N de P, on a

2 2 2
s = ]+ )

Soit N € &. On a ) )
— —
[ = || + |

_ (Mﬁ+HN> : (MH+HN)

_ MH-MH+2MH -HN + HN-HN

2 \ 5 2
_ HMﬁH LoMH - HN + HHNH
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Or par constructiogi}e H, M ﬁ est orthogonal au plant P et H, N sont des points du plan P. On en
déduit que Mﬁ -HN = 0. D’ou

— 2 2 — 2
e PR ER
La démonstration étant valide pour tout N € P, on en conclut que

e R

VN € P,

12. D’apres la question 11, on en déduit que

— 2 2
VN € P, HMN > HMﬁ .
Donc
VN € P, MNH > HM?}H .
D —
Ainsi, ||M H est un minorant des normes des vecteurs HM N H lorsque N décrit le plan P. Donc

A({H},P) > HME H De plus, H est un élément de P. Donc HMﬁ est atteint en prenant N = H.

On a donc A ({M},P) = H]\W—[}H D’ou

A({M},P):\/(1—0)2+ G—z)ZJr <g—1)2=g.

13. (a) D; passe par les points A (2,1,2) et B(1,0,1). Donc un vecteur directeur de la droite est donnée

par AB (—1,—1,—1). Donc une représentation paramétrique de D; est donnée par

r=2—1
y=1—t outelR|
z =2t

(b) Soit M(x,y,z) un point de &. Raisonnons par équivalence :

2 1=
MeP NPy < THAY+at 0
r—y—z2—1 =0
En effectuant Ly < Lo + Ly, on obtient

2 1=
MeP NPy <— {x+ yrat 0

2v 4y =0
Donc
= -1
MePlﬂPQ@{Z +3x.
y = —2

On en déduit que D, admet comme représentation paramétrique

Tr = t
Yy = —2t outeR|
z=—1+3t
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14. Soit 7 (a, b, ¢) un vecteur non nul. Remarquons qu’un vecteur directeur de Dy est donné par uj (1,1, 1)

et qu'un vecteur directeur de Dy est donné par w3 (1,—2,3). Raisonnons par équivalence

ﬁorthognalapl et & Dy <— ﬁ-ﬁzOetﬁ-u_%:O.
En passant aux coordonnées, cette derniére proposition est équivalente au systéme

at+b+c =0
a—2b+3c=0"

En effectuant Ly < Lo — L1, le systéme est équivalent a

a+b+c=0

—3b+2c=0"
Ce qui est équivalent a

a+b+c=0

b zgc

Ce qui est équivalent a

wlot

{a:—c
bz%c

On en déduit qu'un vecteur normal & D; et & Dy est donné par

(=5,2,3).

15. Soient H (xg,yn, zg) un point de Dy et K (rk, Yk, zx) un point de Dy. 1l existe donc t € Ret s € R
vérifiant
Ty =2—1 T = S
yg =1 —1t et yg = —2s .
zg =2—1 zg = —143s

—
Le vecteur HK a donc pour coordonnées (s +t — 2, —2s +t¢ — 1,3s + ¢ — 3). Le vecteur 7 étant non

nul, HK et 70 sont liés si et seulement s'il existe A € R vérifiant HK = A\7. Soit A € R. Raisonnons
par équivalence. En passant aux coordonnées, on a

s+t—2 = —H\
HE = A7 = { —2s+¢—1=2)
3s++—3 =3\

Ce qui est équivalent au systeme
SA+ s+t =2
2\ —-2s+t=1
—3\+3s+t=3

En effectuant Ly <— Lo — Ly et Lg <— L3 — Ly, le systéme est équivalent a

BA+s+t=2
-7\ —3s = —1
—8\+2s5 =1

En effectuant L3 < L3 + Lo, on obtient le systéme équivalent

BA+s+t=2
—TA—3s = -1
—15A—s =0
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En effectuant Ly < Ly — 3L3, on obtient le systéme équivalent

BA+s+t=2
38\ = -1
—15A—s =0

En substituant, le systéme est alors équivalent a

_ 3
t_19
- 1
A= 38
s =15

38

Par équivalence, on en déduit que les points H et K ont pour coordonnées :

g2 15 (3 7]
197 19719 38" 38 38

s
Remarque : On peut également utiliser une autre approche : on sait que H K a pour coordonnées

(s+t—2,—2s+t—1,3s+t—3). De plus, ce vecteur est colinéaire a 7 si et seulement 'l est
orthogonal & uf (1,1,1) et & u} (1, —2,3). Ce qui est équivalent au systéme :

25+3t—6 =0
14s+2t—-9=0"

(2)0)- 0

En remarquant que le déterminant de la matrice est égale & —38 # 0 en multipliant par la matrice
inverse on obtient que la proposition est équivalente a

(f) - _% (2—14 2_3) (S>

—
16. Par définition A (Dq,D,) est la borne inférieure de I’ensemble A = {HMNH ,MeDet N e Dg}
donc un minorant de cet ensemble. Par construction, H est un élément de D; et K est un élément de
—
D,. Donc HH K H est un élément de A. On en conclut que

Ce qui est équivalent &

15 4 _ 33

On retrouve bien s = 22, o

‘@?HzAwnmy

17. Soient M un élément de Dy et N un élément de Dy. D’aprés la relation de Chasles, on a

2 s 5 512

HMN‘:HMH+HK+KNH.

Donc 2 . -
HMN :MMH+KM+HK

En développant, on obtient

= |+

2

Hm 2+2(MH‘+KN)~1LIK>+H1LIK>
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—
Or par construction de H et K, HK est orthogonal a Dy et a Dy. De plus, H et M étant d_es> points
de D; on en déduit que M ﬁ eﬂé A un vecteur dirgt_?ur de D;. Donc est \orthogonal a4 HK. De la
méme fagon, on en déduit que KN est orthogonal & HK. Ainsi, (M H+ KN )-H K = 0. Il en résulte

que
2
- H(Mﬁu??\f)

La démonstration étant valide pour tout point M de D; et tout point N de Dy, on a bien

2:"W+[_(7>\f

2

2
HMN + Hfﬁ(

2

2
VM € Dy, VN € Dy, ||/ N +HF17%

—
18. Montrons d’abord que HH K H est un minorant de ’ensemble A défini dans la question 16. Soient
M € Dy et N € Dy. D’apreés la question 17, on a

| = 0+
Par positivité d’'un carré, on en déduit que
| ]
Par positivité des normes, on en déduit que
HMJ\} > HHK .

On en conclut que Hﬁ( H est un minorant de A. Or par définition, A (D;,Ds) est le plus grand
minorant de A. Donc

A (D1, D) > HJW(H
Or dans la question 16, on a montré que Hﬁ(“ > A (Dy, D). On en déduit que A (Dy,Dy) = H}ﬁ(H

e
En calculant HH K||, on en conclut que

A (Dy,Dy) = V38|,

Remarque : Pour calculer

—
HK H, plutdt que d’utiliser les coordonnées de H et K, on peut aussi se
souvenir que 'on a HK = A7/ avec A = —5 et 7 (=5,2,3).

19. Par définition, 'isobarycentre G est 'unique point vérifiant
® -
S GM=T.
k=1
20. Soit N € &. On a
d(N) = ZHNMkH .
k=1

D’aprés la relation de Chasles, on a donc

2

(%) =Y |[¥C+ G,

En développant, on obtient donc

3

d(N) = (HJV@HQ +2NG - GM; + | G,
k=1

3l
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21. Soit N € &. D’apreés la question 20, on a

d(N) = i (Hﬁé

2 2
+oNG - GM, + HGMku )
Donc, par linéarité :

d(N) = Xn: HWHQ +2NG - (

GMk> +>||ea|
k=1 k=1
Or G est isobarycentre de My, ..., M,. Donc

2

d(N):iHﬁé

CaNG T4y e
k=1
D’ou )
d(N)=n Hﬁé” +d(@).

Orn HWHQ > 0. Donc
d(N)>d(G).

On a bien

VN € &,d(N)>d(G)]
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DS n°6 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice (informatique)

Dans tout cet exercice, les polynémes de R[X| sont modélisés en Python par la liste de leurs coefficients
dans I'ordre croissant des degrés. Par exemple, le polynome P = 3 — X + 2X3 + X* est modélisé par la
liste P=[3,-1,0,2,1]. La liste vide [] modélise le polynéme nul.

1. Ecrire une fonction deriver (P) qui prend en argument un polyndéme P, puis qui renvoie la liste des
coefficients du polynéme dérivé P’. Par exemple, deriver([3,-1,0,2,1]) renvoie [-1,0,6,4].

2. Ecrire une fonction evaluer(P,r) qui prend en arguments un polyndme P et un réel r, puis qui
renvoie la valeur de P(r). Par exemple, evaluer([3,-1,0,2,1],-2) renvoie 5.

def mystere(P,r):
L=P
3. On considére la fonction mystere ci-contre. =0
(a) Que renvoie mystere([-1,3,-4,4,-3,1]1,1)7 while evaluer(L,r)==0:
(b) Comment s’appelle ce que renvoie mystere (P,r) ? L=deriver(L)
n=n+1
return n

4. Dans cette question, on suppose que r € R est une racine de P € R[X]. On rappelle qu’il existe alors
Q € R[X] tel que P = (X —7)Q. On note P =320 _ ap X* et Q = 3070 b X*.

(a) Montrer que :
b1 =aq et Vke {d— 1,d—2,...,3,2,1}, bp_1 = ay, + rby.

(b) Ecrire une fonction factoriser_simple(P,r) qui prend en arguments le polynome P et le réel
r, puis qui renvoie la liste des coefficients du polynéme Q).

5. Dans cette question, on suppose que r € R est une racine d’ordre de multiplicité n > 1 de P € R[X].
A Taide de la fonction factoriser_simple, écrire une fonction factoriser_multiple(P,r,n) qui
renvoie la liste des coefficients du polynéme @ tel que P = (X — )" Q.
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Probléme A

Le but de ce probléme est d’étudier la fonction suivante :

3x _t

f:.rr—>f(:z:):/ %dt.

2x

2 2 . t
Dans tout I'énoncé, on pose la fonction g : ¢ — <.

1.

Dresser le tableau des variations de la fonction ¢ en indiquant les limites aux bornes de I’ensemble de
définition de g.

Montrer que f est définie sur R*. Indication : fixer = puis justifier que I'intégrale f(x) est bien définie
en distinguant les cas z > 0 et x < 0.
Pour cette question, on note G une primitive de g sur ]0, 4o00].

(a) Soit x > 0. Exprimer f(z) a l'aide de la fonction G.

(b) En déduire que f est dérivable sur |0, 4o00[ et que pour tout x > 0 :

En vous inspirant de la question précédente, montrer que f est dérivable sur R* et que I'expression
de f'(z) obtenue ci-dessus est valable pour tout = # 0.

Dresser le tableau des variations de f. Les limites aux bornes de I'ensemble de définition de f ne
sont pas demandées a cette question et font ’objet de questions suivantes. Le tableau pourra étre
complété a chaque limite trouvée.

2x

N

(a) Montrer que —e! < g(t) < 0 pour tout ¢ < —1, puis que 0 < f(z) < e** — €3* pour tout z < —

(b) En déduire la limite de f en —oc.

(a) Montrer que 1+t < e' < 1+t +¢? pour tout ¢ < In(2). Indication : étudier deux fonctions bien
choisies qu’on pourra appeler hy et hs.

En déduire un encadrement de f(x) pour tout x € }O, @], puis que lim, ,o+ f(x) =1In (%)

En vous inspirant de la question précédente, déterminer la limite & gauche de f en 0.

831 _621

Az

Dans cette question, on fixe A > 0. Montrer que In ( ) ~ 3z quand r — +00.

Montrer que :
3z 2x 3z 2x
—e et —e
< fle) L ——
3z S fla) < 2x

(c¢) Déduire des résultats précédents un équivalent de In(f(z)) quand x — +oo, puis la limite de f
en +o0.

Vo > 0,
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Probléme B : Etude d’un mélange de trois cartes

On considére un jeu de 3 cartes notées Cy, C1, Cy et disposées en un paquet sur une table.

On représente mathématiquement le paquet par une 3-liste sans répétition L = [Lg, L1, Ls] de Cy, C, Ca,
ou Lg est la carte située en haut de la pile, L; est la carte du milieu, et Lo est la carte située tout en
dessous de la pile. La position i d’une carte C}, dans L vérifie L; = C},. Par exemple, dans L = [Cy, Cy, C1],
la carte (] se trouve en position 2.

Dans la suite, 'univers 2 désigne ’ensemble des 3-listes sans répétition de Cy, Cy, Cs, qui correspond
donc a toutes les configurations possibles pour le paquet de trois cartes.

Pour tout k élément de [0,2], on appelle insertion a la position k dans L = [Lg, L1, Ls| 'opération
qui consiste a prendre la carte située au-dessus du paquet et a l'insérer entre Ly et Li,;. Une insertion
a la position 0 ne change pas 'ordre des cartes. Une insertion a la position 2 consiste a faire glisser la
carte située au-dessus du paquet pour la mettre sous le paquet. Par exemple, pour L = [Cy, Cy, Cs] aprés
insertion a la position 2, on obtient la liste [Cy, Co, C1].

Pour tout k € N, le battage a k insertions consiste a effectuer k insertions successives aléatoires, les
choix des positions des insertions étant mutuellement indépendants et tout choix suivant la distribution
uniforme sur [0, 2].

Dans la suite, on considére un paquet initialement trié qui est donc représenté par liste LI% = [Cy, Cy, Cy),
et pour tout k € N, LI¥ désigne la liste représentant le paquet obtenu aprés un battage a k insertions et
pour tout L € €, (L[k] = L) désigne 1’événement :

(LV“] = L) : "le paquet est dans la configuration L aprés un battage a k insertions."

1. Expliciter toutes les listes appartenant & €2.

2. Soit L = [Lyg, L1, Ls] une liste de Q. Déterminer toutes les listes que ’on peut obtenir a partir de L
en effectuant une unique insertion.

3. (Informatique) Ecrire une fonction insertion(L,i) prenant en argument une liste L et un entier
i et qui renvoie la liste obtenue en insérant L[0] & la position i. Par exemple, si L = [Lo, L1, Lo] et
i =1, la valeur de retour sera [Lq, Lo, Lo].

4. (Informatique) Ecrire une fonction battage(L,k) prenant en argument une liste L et un entier k et
qui renvoie une liste obtenue en appliquant k fois la fonction insertion a L le choix des positions
étant mutuellement indépendants et suivant une distribution uniforme sur I’ensemble des positions
possibles. On pourra utiliser la fonction randint (a,b), qui prend en arguments deux entiers a, b et
qui renvoie un entier aléatoire appartenant [a, b], celui-ci étant choisi de maniére uniforme.

5. On rappelle que initialement, on a LI’ = [Cy, C1, Cy].
(a) Calculer :

P (L[l] - [00)01702]) ) P (L[l} - [01700702]) ) P (L[l] - [Cla02700]) )
P (L[l] = [00)02701]) ) P (L[l} = [02700701]) ) P (L[l] = [CQaChCO]) .

(b) Puis calculer

P (LB = [Cy,Cy,Cy)), P (LB =[Cy,Cp, Co)), P (L = [Cy, Cy, Co))
P (L[Z] = [00702701]) ) P (L[Z} = [02700701]) ) P (L[Q] - [OQaCbOO]) :

6. Soient k > 2 et L = [Lyg, L1, Lo] une liste de 2. Montrer que
P (LMY = L) = P (LEH = L|LW = [Lo, Ly, Ly]) P (LM = [Lo, Ly, L))
+P (LEH = L|LW = [Ly, Ly, Ly]) P (LM = [Ly, Lo, L)) .

+P (LY = L|L¥ = [Ly, Lo, Lt]) P (L™ = [Ly, Lo, L1])

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 95 sur 136 Sébastien Godillon



7. Montrer par récurrence que pour tout k£ > 2, on a
P (L = [Cy, C1,Cy)) = P (L¥ = [C4, Cy, 0y)) = P (LW = [0y, 0y, Cy))
et
P (LW = [Cy, Cs, C1)) = P (LW = [Cy, Co, C1]) = P (LW = [Cy, Oy, Co)) -
8. Pour tout £ > 2, on note o, = P (L[k} = [Cy, CY, Cg]) et B, =P (L[k] = [Cp, Cy, Cl]).

2 1 1 2
(a) Montrer que pour tout k > 2, on a : a1 = 30 + §6k et Bpp1 = 30 + gﬂk

(b) (Informatique) Ecrire une fonction calcul_proba(k) qui prend en argument un entier k > 2 et
qui renvoie le couple (o, B).

(c¢) En posant A = % (? ;), montrer que pour tout k£ > 2, on a

A\ 4k—2 [ Q2
(ﬁk)‘A (5)
11

(d) On pose J = (1 1). Montrer que pour tout ¢ > 1, on a J* =271,

(e) Pour tout k > 1, écrire A* sous la forme ¢ Iy + dy.J, oil ¢ et dy sont des réels dépendant de k &
expliciter.

(f) En déduire une expression simple de oy, et () en fonction de k pour k > 3.
(g) Calculer limy_, | ay et limg oo B

9. Soient € > 0 et k € N. On dit que le battage a k insertions est une e-approximation de la probabilité
uniforme si

LeD
(a) Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe un entier kg > 2 tel que pour tout k > ko, le battage a k
insertions est une e-approximation de la probabilité uniforme.

(b) (Informatique) Ecrire une fonction epsilon_approx(epsilon) prenant en argument un réel
epsilon strictement positif et qui renvoie le plus petit entier ky > 2 tel que le battage a ko
insertions soit une epsilon approximation de la probabilité uniforme.

(c) Interpréter en terme de mélange de cartes le fait qu'un battage & k insertions soit une e-
approximation de la probabilité uniforme lorsque ¢ est trés petit.
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Corrigé du DS n° 6 de mathématiques
et d’informatique

Exercice (informatique)

Dans tout cet exercice, les polynémes de R[X| sont modélisés en Python par la liste de leurs coefficients
dans Uordre croissant des degrés. Par exemple, le polynome P =3 — X + 2X3 + X* est modélisé par la liste
P=[3,-1,0,2,1]. La lste vide []1 modélise le polynéme nul.

1. Ecrire une fonction deriver (P) qui prend en argument un polynéme P, puis qui renvoie la liste des

coefficients du polyndéme dérivé P'. Par exemple, deriver([3,-1,0,2,1]) renvoie [-1,0,6,4].

» Par exemple :

def deriver(P):
degre=len(P)-1
Pprime=[]
for k in range(1,degre+1):
Pprime.append (P [k] *k)
return Pprime

2. Ecrire une fonction evaluer (P,r) qui prend en arguments un polynome P et un réel r, puis qui
renvoie la valeur de P(r). Par exemple, evaluer([3,-1,0,2,1],-2) renvoie 5.

» Par exemple :

def evaluer(P,r):
degre=len(P)-1
valeur=0
for k in range(degre+1):
valeur=valeur+P [k] * (r**k)
return valeur

def mystere(P,r):
L=P
n=0
3. On considére la fonction mystere ci-contre. while evaluer(L,r)==0:
L=deriver (L)
n=n+1
return n

(a) Que renvoie mystere([-1,3,-4,4,-3,1],1) ¢
» La liste P=[-1,3,-4,4,-3,1] modélise le polynome P = —1 +3X —4X?% +4X3 — 3X* + X5,
La fonction mystere commence par initialiser une liste L=[-1,3,-4,4,-3,1] et un entier n=0.
D’apreés la question précédente, evaluer(L,r) renvoie la valeur :

P1)=—-1+4+3-444-3+1=0.

Puisque la condition de la boucle while est vérifiée, la fonction mystere modifie la liste L
pour lui attribuer la liste des coefficients de P’ = 3 — 8X + 12X? — 12X3 + 5X*, c’est-a-dire
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L=[3,-8,12,-12,5], et ’entier n pour lui attribuer la valeur n=0+1=1. Puis evaluer(L,r)
renvoie la valeur :
P'(1)=3-8+412—-12+5=0.

Puisque la condition de la boucle while est vérifiée, la fonction mystere modifie la liste L
pour lui attribuer la liste des coefficients de (P') = P” = —8 4+ 24X — 36X? + 20X3, c’est-a-
dire L=[-8,24,-36,20], et 'entier n pour lui attribuer la valeur n=1+1=2. Puis evaluer(L,r)
renvoie la valeur :

P"(1) = —8+24 — 36 +20 = 0.

Puisque la condition de la boucle while est vérifiée, la fonction mystere modifie la liste L pour lui
attribuer la liste des coefficients de (P”) = P®) = 24— 72X +60X?2, c’est-a-dire L=[24,-72,60],
et I’entier n pour lui attribuer la valeur n=2+1=3. Puis evaluer (L, r) renvoie la valeur :

PP (1) =24 —72+60 =12 # 0.

Puisque la condition de la boucle while n’est plus vérifiée, la fonction mystere renvoie ’entier
n, c¢’est-a-dire .
(b) Comment s’appelle ce que renvoie mystere(P,r) ¢

» On reconnait 'ordre de multiplicité d’une racine. Plus précisément, si r est une racine de P
alors mystere(P,r) renvoie son |ordre de multiplicité ‘, sinon mystere(P,r) renvoie 0.

4. Dans cette question, on suppose que r € R est une racine de P € R[X]. On rappelle qu’il existe alors

Q € R[X] tel que P = (X —7)Q. On note P =30_ ax X* et Q = S0} b X*.
(a) Montrer que :

bg—1 =aq et VkE{d—l,d—Q,...,g,Q,l}, b_1 = ay + rby.

» Puisque P = (X —7)Q, on a :

d d—1
Y a Xt =(X-r)) bX*
k=0 k=0
d—1 d—1
= Z kak+1 — Zrkak par linéarité
k=0 k=0

d d—1
= Z b1 X* — Zrkak par décalage d’indice
k=1 k=0

U

-1
=by 1 X+ (bk_l - rbk)Xk —rby par associativité et linéarité.
1

i

En identifiant les coefficients, on obtient :
ag = bd—h Vk € {1,2,...,d— 1}, arp = bp_1 —rb, et ag=rbg.

En particulier :

et (Vke{d—1,d—2,...,3,2,1}, by, = ax + rbs |

(b) Ecrire une fonction factoriser_simple(P,r) qui prend en arguments le polyndéme P et le réel
r, puis qui renvoie la liste des coefficients du polynome Q).

» Par exemple :
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def factoriser_simple(P,r):
degre=len(P)-1
Q=[0 for k in range(degre)]
Q[degre-1]=P[degre]
for k in range(degre-1,0,-1):
Q[k-1]1=P[k]+r*Q[k]
return Q

La difficulté est de parcourir la liste modélisant le polynome () dans le sens
mverse. En effet, d’apres le résultat de la question précédente, la liste des
coefficients de () est définie par une récurrence «descendantes. Il n’est donc
pas possible d’utiliser la commande append. Par contre, on peut utiliser
linstruction Q=[el+Q qui permet d’ajouter l’élément e a gauche de la liste Q.
Par exemple :

def factoriser_simple(P,r):
degre=len(P)-1
Q=[P [degre]]
bk=P [degre]
for i in range(1l,degre):
bk=P [degre-i]+r*bk
Q=[bk]+Q

return Q

5. Dans cette question, on suppose que r € R est une racine d’ordre de multiplicité n > 1 de P € R[X].
A laide de la fonction factoriser_simple, écrire une fonction factoriser_multiple(P,r,n) qui
renvoie la liste des coefficients du polynome @Q tel que P = (X —r)"Q.

» Par exemple :

def factoriser_multiple(P,r,n):
Q=P
for i in range(n):
Q=factoriser_simple(Q,r)
return Q

Probléme A

Le but de ce probléme est d’étudier la fonction suivante :

3x _t

f:$r—>f(x):/ —dt.

2x

- - . t
Dans tout I’énoncé, on pose la fonction g : t+— <.

1. Dresser le tableau des variations de la fonction g en indiquant les limites auzx bornes de l’ensemble de
définition de g.
» La fonction g est définie et dérivable sur R* comme quotient de fonctions dont le dénominateur ne
s’annule pas. On a :
. et — et et
Puisque e!/t? > 0 pour tout ¢t # 0, ¢'(t) est du méme signe que ¢t — 1. On en déduit le tableau des
variations de g :

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 99 sur 136 Sébastien Godillon



t —00 0 1 +00
t-1 - - 0 +
0 +00 +00
g(t)
— 50 e

car :

— limy, oo g(t) =limy, e/t =0/ —o00 =0,

— limy_,o- g(t) = limy_o- €'/t =1/07 = —o0,
— limy_,o+ g(t) = lim;_,o+ €'/t = 1/0" = 400,
—g(l)=e'/l=e,

— limy sy o0 g(t) = limy_,, o €'/t = +00 d’apres le théoréme des croissances comparées pour lever la
forme indéterminée du type +o0o/ + 0.

2. Montrer que f est définie sur R*. Indication : fizer x puis justifier que lintégrale f(x) est bien définie
en distinguant les cas © > 0 et x < 0.

>

Rappel : pour justifier qu’une intégrale fabg(t)dt est bien définie, il suffit de vérifier
que la fonction g est continue sur le segment |a,b]. Dans le cas ot a > b, il suffit

que g soit continue sur [b,a] car fabg(t)dt = — [ g(t)dt.

On fixe x € R* et on raisonne par disjonction de cas.

1 cas : > 0. Alors 0 < 2z < 3z donc la fonction g est continue sur le segment [2x, 3x] (d’apres le
tableau des variations de g car 0 ¢ [2z,3z]). On en déduit que l'intégrale f(z) = 22;90 g(t)dt est bien
définie.

2¢ cas : < 0. Alors 3z < 2z < 0 donc la fonction g est continue sur le segment [3x,2z| (d’aprés
le tableau des variations de g car 0 ¢ [3z,2z]). On en déduit que l'intégrale f(x) = fz?fg(t)dt =
- 323: g(t)dt est bien définie.

Conclusion. Dans tous les cas, U'intégrale f(z) est bien définie si # € R*. Par conséquent, la fonction
’ f est définie sur R*

3. Pour cette question, on note Gy une primitive de g sur |0, +00|.
(a) Soit x > 0. Exprimer f(x) a l'aide de la fonction G .
» Puisque 0 < 2z < 3z, G4 est une primitive de g sur le segment [2x,3z|. Par définition de
I'intégrale, on en déduit que :

3z
3z

fla) = [ttt = [G.(0] % =[G (Be) — G (20)].

xT

(b) En déduire que f est dérivable sur |0, +oo[ et que pour tout x >0 :

/ e —1 2z
r)=——¢€“".
Fa) ="
» La fonction G est dérivable sur |0, +o0c[ comme primitive de g. De plus, « — 2x et x — 3z sont
dérivables sur ]0, +o00[ comme fonctions usuelles. D’aprés le résultat de la question précédente,
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on en déduit que | f est dérivable sur |0, +oo[| comme différence et composées de fonctions
dérivables. On a :

Ve >0, f'(z)=3G"(3z)—2G" (2z) d’apres la formule de dérivation d’une composée
= 39(3x) — 2¢g(2z) car G4 est une primitive de g

X

e —1

—6233.
xXr

4. En vous inspirant de la question précédente, montrer que f est dérivable sur R* et que [’expression de
f'(x) obtenue ci-dessus est valable pour tout x # 0.
» Puisque g est continue sur U'intervalle | — oo, 0] (d’aprés le tableau des variations de g), g admet
des primitives sur | — oo, 0] d’aprés le théoréme fondamental de 1’analyse. On note G_ une primitive
de g sur | — 00, 0. Soit z < 0. Puisque 3x < 2z < 0, G_ est une primitive de g sur le segment [3z, 2x].
Par définition de I'intégrale, on a :

fla) = /2 "ot = — /3 ")t = —[G_(1)]* = —(G_(21) — G_(31)) = C_(3x) — C_(2x).

X X

On en déduit que | f est dérivable sur | — oo, 0[ | comme différence et composées de fonctions dérivables.

De plus :

Vo <0, f'(z)=3G"_(3xz)—2G" (2z) d’apres la formule de dérivation d’une composée
= 3¢9(3x) — 2g(2x) car G_ est une primitive de g

e’ —1
=|———¢e?®| en reprenant le calcul de la question précédente.
x

Finalement, en réunissant ce résultat avec celui de la question précédente, on a montré que
f est dérivable sur | — oo, 0[U]0, +o0[= R* | et que :

e —1

Vo #£0, f'(z)= e* |,

T

5. Dresser le tableau des variations de f. Les limites aux bornes de l’ensemble de définition de f ne sont
pas demandées a cette question et font [’objet de questions suivantes. Le tableau pourra étre complété
a chaque limite trouvée.
» Puisque €** > 0 pour tout = # 0, f’(z) est du méme signe que (e* — 1)/x. D’apreés les propriétés
de la fonction usuelle exp, on sait que e* —1 > 0 <= x > 0. On en déduit le tableau des variations

de f :
z —00 0 +00

et —1 — 0 +

T - 0 +

f'(x) + +
In(3/2) +00

()
0 In(3/2)
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6. (a) Montrer que —e" < g(t) < 0 pour tout t < —1, puis que 0 < f(z) < €** — €** pour tout x < —3.

» Soitt < —1.0n a:

1
< n < 0 d’aprés les propriétés de la fonction usuelle t — 1/t

||H
—

I
I
—

t

donc |—e' < < 0| en multipliant par e’ > 0.

ot
t

~—

=g(t)

Soit x < —%. Puisque 3x < 2z < 1, on a d’aprés le résultat précédent :
Vt € [3x,2z], —e' < g(t) <0.

Par croissance de I'intégrale sur le segment [3z, 2x], on en déduit que :

2x 2x 2z
/ —efdt < / g(t)dt < / 0dt
3z 3z 3x

_ 2z 4 2x
= etdt [O]

—J3z = =
3x

Attention a utilisation de la croissance de l'intégrale : il faut bien vérifier
que les bornes sont dans le sens croissant !

2z 2x
/ eldt > — / g(t)dt > 0.
3x 3z

— [et] zm:621_e3z = 2323 g(t)dt:f(x)

d’ott en multipliant par —1 :

Finalement, on a bien montré que :

(b) En déduire la limite de f en —oc.

» On a:

lim e** —e3* =0—-0=0.
T—r—00

Donc |lim,_,_+ f(x) = 0|en appliquant le théoréme de limite par encadrement d’apreés le résultat
de la question précédente.

7. (a) Montrer que 1 +t < et <1+t +t* pour tout t < 1In(2). Indication : étudier deuz fonctions bien
choisies qu’on pourra appeler hqy et hs.

» On pose :
hy:itrse —(1+1t) et hy:tw— (1+t+1%) —é

Montrons que les fonctions hy et hy sont positives sur I =] — oo, In(2)]. Elles sont dérivables sur
I comme somme de fonctions usuelles. De plus :

Vi <In(2), A(t)=¢e" —1 et hy(t)=1+2t—¢"

D’aprés les propriétés de la fonction usuelle exp, on sait que ¢! —1 >0 <= t > 0. On en
déduit le tableau des variations de h; :
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t —00 0 In(2)
Ry (t) - 0 +
+00 1—1In(2)
ha(t)
0

— 'limt_>_oo hi(t) =limy, e — (1+t) =0— (1 —00) = +o0,
— h(0)=e" — (1+0) =0,
— hi(In(2)) = @ — (1 +1n(2)) = 1 — In(2).

En particulier, on en déduit que hy est positive sur I donc que 1+t < €' pour tout ¢ < In(2).
La fonction hf : t — 1+ 2t — €' est dérivable sur I comme somme de fonctions usuelles. On a :

Vt <In(2), hyt)=2—¢"

D’aprés les propriétés de la fonction usuelle exp, on sait que 2 —e* > 0 <= t < In(2). On en
déduit le tableau des variations de hj :

t —00 0 In(2)
hy(t) + 0
2In(2) — 1
Ry (t) /0/
—00
car :
— limy, o hh(t) =limy, 142t —€e'=1—00— 0= —o0,
— hy(In(2)) = 1 +2In(2) — e*® = 21In(2) — 1,
— hy(0)=1+0—-¢e"=0.
On en déduit le tableau des variations de hs :
t —00 0 In(2)
Ry(t) — 0 +
+00 In(2) +1n(2)? — 1

ho(t)

car :

— limy oo ho(t) = limg o (1 4+t +¢%) —et = (—00)? — 0 = 400,
H_/

2

~t
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— he(0)=(14+0+0)—€"=0,

— ho(In(2)) = (1 +1In(2) + In(2)?) — e™® = In(2) + In(2)% — 1.

En particulier, on en déduit que hy est positive sur I donc que e! < 1+t +1t2 pour tout ¢t < In(2).
Finalement, on a bien montré que :

VE<In(2), 1+t<e <1+t+¢%

[ —

(b) En déduire un encadrement de f(x) pour tout x € |0, 1n§2)] , puis que lim, o+ f(x) =In (%)

» Soit = € }O, ln:(f)] Puisque 0 < 2z < 3z < In(2), on a d’apreés le résultat de la question

précédente :
Vt€[27,3x]), 1+t<e <1+t+1°
1
t

1
donc Vit € [2z, 3], i +1<

Par croissance de I'intégrale sur le segment [2z, 3x], on en déduit que :

3x 1 3x 3z 1
/ (—+1>dt</ g(t)dtg/ (—+1+t>dt.
2x 13 2x 2x 13
—_——

=f(z)

/231 (% - 1) dt = [In(t) + 1]

i = (In(3z) + 3z) — (In(2z) + 22)

3z
zln(%>+x:ln(%)+x

3z

3z 1 t2
et / <—+1+t>dt:{1n(t)+t+—}
2z 13 2 2x

92 42
= (ln(Sm) + 3z + %) - (1n(21‘) + 2z + %)

2
= (@) to+ o

On a donc trouvé encadrement suivant :

va e 0,22, 1n(§)+x<f(a:)<1n(g)+x+5§.

Or:
lim In(3)+2z=1In(2) et lim In(2 5% 1 (
Jim o (3) e =tn(3) et lm () o+ 5o =In(3).

Donc ‘ lim, o+ f(z) =1In (%) en appliquant le théoréme de limite par encadrement.

(c) En vous inspirant de la question précédente, déterminer la limite a gauche de f en 0.
» Soit x < 0. Puisque 3z < 2z < 0 < In(2), on a d’aprés le résultat de la question 7(a) :

Vt € [3z,22], 1+t<e <1+t+1¢
1 et 1 .
donc Vt € [3z, 2z, 2—1—12 n >¥+1+t en divisant par t < 0.
——
=g(t)
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8. (a)

Par croissance de l'intégrale sur le segment [3x,2z], on en déduit que :

2x 1 2x 2z 1
/ <—+1)dt>/ g(t)dt}/ <—+1+t>dt
3z 13 3x 3z i

Encore une fois : attention a bien vérifier que les bornes sont dans le sens
croissant pour appliquer la croissance de ['intégrale.

d’ott en multipliant par —1 :

2x 1 2z 2x 1
—/ <—+1)dt<—/ g(t)dtg—/ (—+1+t)dt.
N 3z 13 , o 3z , N 3z 13 ,

-~ -~

=[or (3+1)dt =37 g(t)dt=f () — 27 (L 414)dt

En reprenant les calculs de la question précédente, on obtient ’encadrement suivant :

2

Ve <0, (3)to< f@) <hn(d) ot

. 3 . 3 51’2 3
lim ln(§)+x: lim ln(§)+x—|——:1n(§).

z—0~ z—0~ 2

Donc |lim, ,o- f(z) =1In (%) en appliquant le théoréme de limite par encadrement.

631 7621

Az

Dans cette question, on fire X > 0. Montrer que In ( > ~ 3x quand x — +00.

» On a pour tout x suffisamment grand :

n(2) w ()

3T 3T
=3z
—

~In (*)+In(1—e”) —In(A\z)

B 3T

14 In(l—e™) ln()\a;).

3w 3z
On a: -
hrf n(Az) = (0 d’aprés le théoréme des croissances comparées.
T—+00 x

D’autre part, lim, ;o —e * =0 d’otIn (1 — e ) ~ —e~* quand x — +oo d’aprés un équivalent
usuel. On en déduit que :
In(l1—e7) —e @

lim ———= = lim
Tr——+00 3% r—+00 33}

=0 d’apres le théoréme des croissances comparées.

Finalement, on obtient :

1n 63:1:_62:6 .
lim M: lim (1+hﬂ<1 ¢ )—ln()\x))zlJrO—O:l.

00 3x T—+00 3x 3z

On en déduit que |In (631\; 621> ~ 3z | quand x — 4o00.
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(b)

(¢)

Montrer que :

e —
——— < <—F—
Va > 0, e f(z) 5

» Soit z > 0. Puisque 0 < 2z < 3z, on a pour tout t € [2x,3z] :

1 1 1
— < — < — d’aprés les propriétés de la fonction usuelle ¢ +— 1/t
3r ~t " 2z
6t 6t t
donc — < — < — en multipliant par e’ > 0.
3x t x
~—

3z et 3z 3z et
—dt < H)dt < —dt.
/21 3¢ /2 9(t) \/M 20
———

Or:

3zt 3x 2x 3zt 3x 2x
1 z 1 — _

J X T i

20 O 3z v 3x 9y 2% 2

X

Finalement, on a bien montré que :

3z 2z 3z 2z
e’ —e€ e’ —e€
Yz >0, Téf(m)é—

Déduire des résultats précédents un équivalent de In(f(x)) quand x — 400, puis la limite de f
en +o0.
» D’apreés le résultat de la question précédente, on a pour tout x suffisamment grand :

€3z _ e2z e3$ _ 62:5
In (3—) <In(f(z)) <In (2—) car la fonction In est strictement croissante
x x

b (25) _wge) ()

donc 3 S 7, S e en divisant par 3z > 0.
Or:
e3z_e2z 831—621
1' 1n< 3z ) 1 ln( 3z ) 1 d; N 1 , ]_t td 1 t 8( )
W T A T T r r ion .
e 3 ,m o aprés le résultat de la question 8(a

In(f(z)) 1

3z =

En appliquant le théoréme de la limite par encadrement, on en déduit que lim,_,

et donc que |In (f(x)) ~ 3z| quand # — +o0. Par conséquent :

lim In(f(z)) = lim 3z =400 etdonc lim f(z)= lim V@) =gt =

T—+00 r—r-+00 T—+00 T—+00

par composée de limites.
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Probléme B

Enoncé et corrigé de V. Vong

1. On a

Q = {[COJ Cl? CZ]? [C(]? 027 Cl]; [Cla CO7 02]7 [017 027 CO]J [027 CO? Cl]? [027 C’17 CO]} .

2. Soit L = [Lg, L1, Ls] une liste de ). La liste étant de taille 3, on peut effectuer une insertion en
position 0, 1, ou 2.
— Aprés insertion en position 0, on obtient [Lg, L1, Ls],
— aprés insertion en position 1, on obtient [L, Lo, Lo,
— aprés insertion en position 2, on obtient [Lq, Lg, Lo

Alinsi, aprés une unique insertion les permutations que 1’on peut obtenir & partir de L sont exactement

[L07 Lla L2]7 [Lb L07 L2]7 [Lla L27 LU] .

3. Voici le code demandé :

def insertion(L,i)
if 0<= i <len(L)
for j in range(i)
L[j1,L[j+1] = L[j+1]1,L[j]
return L
return L

4. Voici la fonction demandée :

import random as rd
def battage(L,k)
for 1 in range(k)
i = rd.randint(0,2)
insertion(L,1i)
return L

5. On rappelle que initialement, on a LI’ = [Cy, C1, Cy].
(a) D’apres la question 2, les listes que 1’on peut obtenir & partir de [Cy, C1, Cs] sont : [Cy, C1, Csl, [C1, Co, Cs
Le choix de la position étant fait en suivant une distribution uniforme, on en déduit que

P (LM = [Cy,C1,Cs)) = P (LM = [C1, Co, Co]) = P (LM = [CY, Gy, C) = é

Les autres permutations ne pouvant pas étre obtenues a l'issue d’une unique insertion a partir
de [Cy, C4, Cy), on en déduit que

P (LM = [Co, Cy, C1)) = P (LM = [Cy, Co, C1]) = P (LM = [Cy, €1, Cy)) = 0.

(b) Remarquons que pour tout L = [Lg, L1, L], les permutations pouvant donner L aprés une unique
insertion sont [Lg, L1, Ls|, [L1, Lo, Ls|, [L2, Lo, L1]. De plus, la famille (L[l] = L) Leq formant un
systéme complet d’événements. On en déduit que

P (LP = [Co, C1, Cal) = P (L = [Co, C1, o], LM = [Co, €y, G
+P (LP] = [00701702]7[/[1] = [01700’02])

+P (L[2] - [00701702]7-[/[1} - [02700701])
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L’événement LY = [Cy, Cy, 4] étant impossible et en appliquant la formule des probabilités
composées, on obtient

P (LB =[Gy, Cy, Cy)) = P (LP = [Cy, C1, Co]|ILM = [Cy, Cy, Co]) P (LW = [Cy, C, Cs])

—|—P (L[Q] - [C{),Cl, Cg]lL[l] = [Cl, CQ,CQ]) P (L[l] = [01,00, CQ])

Le choix de I'insertion suivant une distribution uniforme, on a

1
P (L = [Co, C1, G| LM = [Co, O, Gl) = P (L) = [Co, Co, GJILY = [C1, Co, G]) =
Donc, en remplacant par les valeurs calculées

P (L[z] = [OOaCbO?]) =

W =
Wl
Wl =
W =
NoXI V)

En raisonnant de maniéres similaires, on obtient :

P (LB =[Cy,Cy, Co)) = P (L = [Cy, Cy, Cs), LM = [C1, Co, Cs))
+P (L = [Cy, Cy, Co], LM = [Cy, C, Cs))
+P (L[2] = [017007 CQ]aL[l] = [OQa 01700]) .
SRS MR
2
9
De méme,

P (L[Q] - [Cl,CQ, Co]) =P (L[2] - [01,02, Co], L[l] - [Cl, 02,00])
+P (L[Q] = [017 027 CO]J L[l] = [007 Cl7 CQ])
+P (L = [Cy, Oy, Co], LY = [Cy, C, Cy)) -
blededeo
2
9
De la méme fagon,

P (L = [Cy, Gy, C1]) = P (LB = [Cy, Oy, 1], LY = [Co, Oy, C1))
+P (LB = [Cy, Cy, Cy], LM = [C5, Cy, C1))
+P (L[Q] = [C(], CQ, Cl], L[l] = [Cl, C(), 02]) .

=0+0+3-1

Q=

De méme, on obtient

P (LE =[Cy, Gy, C]) = %,P (L¥ = [Co, O, Cy)) = %
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6. Soient k > 2 et L = [Ly, L1, L] une liste de 2. Remarquons que les permutations pouvant donner L
aprés une unique insertion sont [Lg, L1, Lo|, [L1, Lo, La], [L2, Lo, L1]. De plus, la famille (LW = L)
formant un systéme complet d’événements. On en déduit que

LeQ

P (L1 = 1) = P (LU = L, LW = [y, Ly, L))
P (L = 1,18 = 11,1, )
4P (L[k—H] =L, LM = [La, Lo, L))

k étant supérieur a 2, les événements (L[k] =K ) sont de probabilités non nulles pour tout K € €.
Donc, en appliquant la formule des probabilités composées, on trouve

P (LMY = L) = P (LEH = LILW = [Lo, Ly, Ly]) P (LM = [Ly, Ly, L))

+P (LEH = L|LW = [Ly, Ly, Lo]) P (LM = [Ly, Lo, L)) |

+P (LEH = L|LW = [Ly, Ly, L)) P (LW = [Ly, Lo, L1])

7. Pour tout k > 2, on pose

P (L[k} - [007 Clu 02]) = P (L[k} = [017 007 CQ]) = P (L[k] - [C’la 02) CO])
H(k): et :
P (L[k} = [007 CQ; Cl]) = P (L[k} = [027 CO) Cl]) = P (L[k] - [027 Cl) CO])

Démontrons H par récurrence.
— Initialisation : d’aprés la question 5.a, on a H(2) vraie.

— Hérédité : soit k > 2. Supposons que H (k) est vraie. Montrons que H(k + 1) est vraie. On note
ap =P (L[k] = [Cy, C1, 02) et B, = P (L[k} = [Cy, CY, Co]) D’aprés la question 6, on a :

P (L[k+1] - [007 Cl7 CQ) =P (L[k+1] - [C()v 017 CQHL[k] - [C07 017 CQ]) P (L[k] - [007 Cl) 02])
+P (L[k+1] - [007 017 CQ‘L[H - [Cla CO) CQ]) P (L[k} - [017 COa 02]) .
+P (LY = [Cy, Cy, Co| LM = [Cy, Gy, C1]) P (LM = [Cy, Co, C4))

En remplagant par les valeurs, et d’aprés H (k) on obtient :

1 1 1
P (L[kH] = [y, C1, 02]) = oy + so + - Bk
3 3 3
Donc P (LY = [Cy, €y, Cs)) = 2o, + 3 5x. En raisonnant de maniére similaire pour les autres
permutations, on obtient :
[k+1] 2 1 [k+1] 2 1
P (L = [01700702]) = gOék + §5k7P (L = [01702700]) = 50% + gﬁk-

et
1 2
P (LI = [Cy, Co, Cu]) = P (L) =[G, Co, C1]) = P (L) = [Ca, Cu, Cul) o + 56

H(Ek + 1) est donc bien vérifiée.
— Conclusion : pour tout k > 2, H(k) est vraie.

8. Pour tout £ > 2, on note a, = P (L[k’} = [Co, CY, CQ]) et B, =P (LW = [Cp, Cy, Cl]).
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(a) Soit k > 2. En considérant respectivement P (L**1 = [Cy, Cy, Cy)), P (L = [Co, C1, Cs)) et
d’aprés la question 6, on a

P (L[k+1] - [00701702]) =P (L[k+1] = [COaChCQHL[k] = [COaChCQ]) P (L[k] = [COaChCQ])
+P (LI = [Co, Cy, Gl LW = [Cy, Co, Ca]) P (LW = [y, Co, G

—|—P (L[k+1] = [Co, Cl,CQHL[k] - [02, 00,01]) P (L[k] - [02, C(),Ol])

et
P (LM = [Cy, Gy, C1]) = P (LI = [Cy, Cy, C1]|LI = [Cy, Cs, C1]) P (LM = [Co, Co, C1))

—|—P (LUH—H = [Co, Cg, Cl]|L[k] - [CQ, Co, Cl]) P (L[k] - [02, C[), Cl]) .

+P (L[k+1] = [C(]a 027CI]|L[k] = [Cla 00702]) P (L[k] = [Cla 00702])

En remplacant par les valeurs, on obtient :

2 1 2 1
Q41 = §Oék + gﬁlmﬁkﬂ = gﬁk + gak :

(b) Voici la fonction demandée :

def calcul_proba(k)

alpha = 2/9

beta = 1/9

for i in range(2,k) :
a = (2/3)*alpha + (1/3)*beta
b = (2/3)*beta + (1/3)*alpha
alpha = a
beta = b

return (alpha,beta)

P (5) =2 (3)
() =2 (%)

— Heérédité : soit k > 2. Supposons que P(k) vraie. Montrons que P(k + 1) est vraie. On a :

2 1 1 2
Qg1 = gOék + gﬁka Br+1 = §Oék + gﬁk-

Ce qui se réécrit a I'aide de la matrice A :
Ok+1 g
=A :
(5k+1) (ﬁk)
k41 k—2 [ @2
=A-A .
(ﬁkﬂ) <52>

Donc | K1) = Ak+1-2 (92 P(k + 1) est donc vraie.
Br+1 Do

(c) Pour tout k > 2, on pose

Montrons P par récurrence.

— Initialisation : on a bien

D’aprés P(k), on en déduit que
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— Conclusion : pour tout k > 2, P(k) est vraie.

21
En posant A = % (1 2), montrer que pour tout k£ > 2, on a

() =2 ()

P):J =271

(d) Pour tout ¢ > 1, on pose

Démontrons P par récurrence.
— Initialisation : on a 2'~!'J = J. Donc P (1) est vraie.

— Hérédité : soit ¢ > 1. Supposons que P () est vraie. Montrons que P (£ + 1) est vrale.
D’aprés P ({), on a
Jé-i-l — 2Z—lj T

Or J? =2J. Donc J = 2YJ. P (£ + 1) est vraie.

— Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on en déduit que pour tout £ > 2, J* = 26-1J.

11
11

(e) Soit k>1.0n a

On pose J = ( ) Montrer que pour tout £ > 1, on a J* = 271,

AP = (% (IQ+J)>k.

15 et J commutant, on en déduit d’aprés la formule du binéme :

k 1 : k L rk—{
AF = o > PER R
=0

D’apres la question 8d, on en déduit que

Donc )
1 k 1
AF = | I 20 =J
D’ou
1 (38 —1)
k _
A = <12 + 5 J
Donc
1 (3" —1)
k _
A¥ = §IQ + 5 3k J|
On a donc 'expression demandée, en posant ¢, = %, dy, = 3;;

(f) Soit k> 3. On a donc

() == (%)

D’apres la question 8.e, on en déduit que

1 32 1
() = (st ) (3)
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Donc, en remplacant par les valeurs et en simplifiant :
Q) 1 3]671 +1
Br) 2.3 \31t-1)"

3k_1+1 3k:—1_1
S B =
2-3 2-3

D’ou

ap =

Pour tout k£ > 3, en factorisant par 3*~! et en simplifiant, on a
g

Or 0 < 3 < 1. Donc limy_, 1 57 = 0. D’ou

. 1 . 1
Jim, ox = 1 A=

9. Soient € > 0 et k € N. On dit que le battage a k insertions est une e-approximation de la probabilité
uniforme si

LeQ

(a) Soit € > 0. On a, d’apreés les questions précédentes :

D

LeQ

1 1 1
P(M=1r)- 6’ = 3lay, — 6' + 3|8 — 6"

Donc, en remplagant ay, 85 par leur expressions, on obtient

2

LeQ

1 2

il = g

1
6

P(LM = 1) - o] =3l + 31 -

3k1

La limite de 2 3% €tant 0 lorsque k tend vers 400, on en déduit qu’il existe un rang ko > 2 tel que
pour tout k > ky, on a0 < 2 3 < E.

(b) On écrit une version qui ne suppose pas avoir trouvé une formule pour ay, 5.

def epsilon_approx(epsilon)
kO =
L = calcul_proba(kO0)
while 3*(abs(L[0]-1/6)+abs(L[1]-1/6)) > epsilon :

kO = kO + 1
L = calcul_proba(k0)
return kO

(¢) Pour e proche de 0, en effectuant suffisamment de mélange de cartes, les différentes configurations
possibles sont presque équiprobables.
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DS n°7 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures a distance

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme des bornes atteintes. Pour rappel :

Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

On fixe donc une fonction f continue sur un segment [a, b] dans tout I’exercice. On cherche & montrer que
f est majorée sur [a,b] (question 1) et que la borne supérieure de f est atteinte sur [a, b] (question 2).

1. Par I’absurde, on suppose que f n’est pas majorée sur [a,b] et on définit deux suites par la récurrence

suivante :

(an, 2£2) si f n'est pas majorée sur [a,, 250

(%, bn) sinon.

(ao, bg) = (CL, b) et Vn < N, (an+1, bn+1) = {

(a) Montrer que les suites (a,)nen €t (bn)nen sont adjacentes.

(b) Pour tout n € N, justifier que f n’est pas majorée sur [a,, b,] puis en déduire I'existence d’un
réel ¢, € [an, by| tel que f(c,) = n.

(¢) Conclure en étudiant la limite de f(¢,) quand n — +oc.

2. Dans cette question, on admet le résultat de la question 1, c’est-a-dire que toute fonction continue
sur [a, b] est majorée. On note M; la borne supérieure de f sur [a,b]. Par 'absurde, on suppose que
M, n’est pas atteinte et on définit la fonction g : z — 1/(M; — f(z)).

(a) Justifier I'existence d'un réel My > 0 tel que Va € [a,b], g(z) < Mo.
(b) Conclure.

3. Que peut-on dire en considérant la fonction — f 7
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Exercice 2
On effectue n > 2 lancers consécutifs d’une piéce déséquilibrée dont la probabilité de donner «pile» est
notée p €]0,1[. Le but de Iexercice est de trouver les valeurs de p pour lesquelles la probabilité f,(p)
d’obtenir au moins deux piles durant ces n lancers est supérieure a 1/2.

Pour les questions d’informatique, on utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel
aux fonctions des questions précédentes méme si elles n’ont pas été écrites.

1. [Informatique| On rappelle que la commande random() de la bibliothéque random renvoie un
nombre réel aléatoire compris entre 0 et 1.

(a) Ecrire une fonction piece(proba) qui simule la piéce déséquilibrée, c’est-a-dire qui prend en
argument le réel p puis qui renvoie Pile’ avec probabilité p et >Face’ sinon.

b) Ecrire une fonction lancers(nbLancers,proba) qui prend en arguments l'entier n et le réel p
p g
puis qui renvoie le nombre de piles obtenus en simulant n lancers de la piéce déséquilibrée.

(c) Ecrire une fonction probaEmpirique(nbLancers,proba,nbSimul) qui simule nbSimul fois 'ex-
périence puis qui renvoie la fréquence de I’événement «obtenir au moins deux pilesy.

2. Pour tout entier ¢ > 2, on note d; la probabilité de I’événement «obtenir pour la deuxiéme fois un
pile au z-iéme lancer».

(a) Calculer dy et d3. Montrer que dy = 3p*(1 — p)?.
(b) Déterminer d; en fonction de U'entier ¢ > 2 et du réel p.
(c) En déduire que f,(p) = p*> S r—; k(1 — p)L.
3. Dans cette question, on pose la fonction g : x — ZZ;% k.
(a) Pour tout z €]0, 1], exprimer g(z) sans le symbole .
(b) En déduire, pour tout = €]0, 1], une expression de > 7| kz*~! sans le symbole .

(c) Déduire des résultats précédents que :
fap) =1=(1=p)" =np(1—p)"".

4. (a) A l'aide du résultat de la question précédente, dresser le tableau des variations de la fonction f,,
sur |0, 1] en précisant les limites en 0 et en 1.

(b) En déduire qu’il existe une valeur minimale p,, €]0, 1] telle que, pour tout p €|p,, 1], la probabilité
d’obtenir au moins deux piles durant les n lancers est supérieure a 1/2.

5. [Informatique] On souhaite calculer une valeur approchée de p, a I'aide d’un algorithme de dicho-
tomie.

(a) Ecrire une fonction dichotomiel (nbLancers,nbIter) qui partage nbIter fois I'intervalle [0, 1]
a 'aide de la méthode de dichotomie puis qui renvoie une valeur approchée de p,, par exces.

(b) Ecrire une fonction dichotomie2(nbLancers,precision) qui prend en argument une précision
€ = precision > 0 puis qui renvoie une valeur approchée de p, par excés a € pres.
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Corrigé du DS n°7 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme des bornes atteintes. Pour rappel :

Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

On fize donc une fonction f continue sur un segment [a,b] dans tout l’exercice. On cherche a montrer que
f est majorée sur [a,b] (question 1) et que la borne supérieure de f est atteinte sur [a,b] (question 2).

1. Par l'absurde, on suppose que f n’est pas majorée sur [a,b] et on définit deux suites par la récurrence
suwvante :

a ,m st f n’est pas majorée sur |a ,m
(ag,bo) = (a,b) et Yn €N, (ans1,bps1) = { ((JLL%%?[)”; sinon. o

(a) Montrer que les suites (ap)nen €t (by)nen Sont adjacentes.
»

1l faut reconnaitre la définition des deux suites de la méthode de dichotomie
et donc reproduire une démonstration similaire.

On a pour tout n € N :

intbs — g, si f nest pas majorée sur [a,, 3% ]

_ an+bn 3
2 S1non.

e
e

bn+1 — Gp41

si f n’est pas majorée sur [an, %}
sinon.

bn—an

5 dans tous les cas.

Ainsi, (b, — a,)nen est une suite géométrique de raison % et de premier terme by — ag = b — a,

par conséquent :
1\" b—oa
vneN, b, —a, =(b— -] = .
n a, = (b—a) <2> o

En particulier, on en déduit que :

lim b, —a, =0| car lim 2" = +oo.
n——+oo n——+oo

D’autre part, on a pour tout n € N :

a, — a, si f n’est pas majorée sur [an, %]
Qpy1 — Ap = an+b .
mPn — qy, sinon.

_ 0 si f n’est pas majorée sur [an, %}
I’"_Ta” sinon.

b— b—
> 0 dans tous les cas car >3 = 58 > (),

B % — b, si f n’est pas majorée sur [an, %}
et bn+1 —b, =
b, — b,

sinon.

a—b . , c an+b
_ n2 n gj f n’est pas majoree sur [an7 n2 n:|
0 sinon.

< 0 dans tous les cas car % = — (l’;—n‘l) < 0.
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On en déduit que | (an)nen est croissante | et | (b,)nen est décroissante | Finalement, on a bien

montré que les suites | (@, )nen €t (bn)nen sont adjacentes |.

(b) Pour tout n € N, justifier que f n’est pas majorée sur [a,,b,] puis en déduire 'existence d’un
réel ¢, € [ay,by] tel que f(c,) = n.
» Montrons par récurrence que f n’est pas majorée sur [a,, b,| pour tout n € N.
Initialisation. Pour n = 0, f n’est pas majorée sur [ag, by] = [a, b] par hypothése de ’énoncé.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que f n’est pas majorée sur [a,,b,]. On a :

[an, 23] si f n'est pas majorée sur [a,, 250 ]

[%, bn} sinon.

[an+1» bn+1] = {

Or [an, by) = [ay, 2422] U [224 p,] donc, si f est majorée sur [a,, 5] alors f n’est pas
majorée sur [an41,bpr1] = |22 b,] (car f n’est pas majorée sur [a,, by,]). Dans tous les cas,

on en déduit que f n’est pas majorée sur [ap,1,bpi1]-

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on a montré pour tout n € N que’ f n’est pas majorée

sur [a,, b,]|. Par conséquent :

non(3IM € R, Vz € [an, by, f(z) < M)
donc VM € R, 3z € [ay, b,], f(z) > M.

En particulier pour M = n, on en déduit l'existence de | ¢, € [a,, b,] tel que f(c,) > n|.

(c) Conclure en étudiant la limite de f(c,) quand n — +oc.
» Puisque f(¢,) = n pour tout n € N, on a d’apreés le théoréme de limite par comparaison :

lim f(c,) = +oo.

n—-+0o

Attention, le raisonnement n’est pas fini ! Lisez attentivement [’énoncé : nous
devons conclure un raisonnement par [’absurde pour prouver que f est majorée
sur [a,b], donc obtenir une absurdité.

De plus, on sait que ¢, € [a,, b,], donc que a,, < ¢, < b, pour tout n € N. Or les suites (a, )nen €t
(bn)nen sont adjacentes d’aprés le résultat de la question 1(a). Donc ces deux suites convergent vers
la méme limite d’aprés le théoréme des suites adjacentes. On note ¢ = lim,, , 1 a, = lim,,_, o, b,.
D’aprés le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que la suite (¢, )nen converge aussi
vers (. Puisque f est continue en ¢ € [a, b], on obtient :

f0)y= lim f(c,) =+o0

n—-+o0o

ce qui est absurde (car f est définie sur [a, b] donc en particulier en ¢ € [a, b]). Finalement, on a

démontré par 'absurde que | f est majorée sur [a, b]|.

Attention, la continuité de f est nécessaire pour conclure! Cette justification
doit apparaitre explicitement dans votre copie.

2. Dans cette question, on admet le résultat de la question 1, c’est-a-dire que toute fonction continue
sur [a,b] est majorée. On note My la borne supérieure de f sur |a,b]. Par [’absurde, on suppose que
M, n’est pas atteinte et on définit la fonction g : x — 1/(M; — f(z)).

(a) Justifier Uexistence d’un réel My > 0 tel que Vx € [a,b], g(x) < Ms.
» D’aprés le résultat de la question 1, il suffit de justifier que g est continue sur [a, b]. Or f est
strictement inférieur a M; sur [a, b] par hypothése de I’énoncé, donc :

Vo € [a,b], My — f(z) > 0.
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Ainsi, g est continue sur [a,b] comme l'inverse d'une différence de fonctions continues (car f est
continue sur [a, b]) qui ne s’annule pas. D’aprés le résultat de la question 1, on en déduit que g est

majorée sur [a, b]. On pose | My un majorant de g sur [a,b]|. Alors car g est strictement

positive sur [a,b] (comme l'inverse d’une fonction strictement positive) et par définition du
majorant :

\V/ZE € [CL, b]a g([L’) < M2 -

N’oubliez pas de justifier que My > 0! Cette propriété est essentielle pour la
question sutvante.

(b) Conclure.
» On a pour tout = € [a,b)] :

1
donc Ml—f(a:)>ﬁ car My — f(xz) >0
2

1
donc f(z) < My — s

On en déduit que M; — MLQ est un majorant de f sur [a,b]. Or M est la borne supérieure de

f sur [a,b], donc le plus petit des majorants. Ceci est absurde puisque M; — MLQ < M; (car
MQ > 0)

‘L’a’r’gument My > 0 est donc bien nécessaire pour conclure. ‘

Finalement, on a démontré par 'absurde que |la borne supérieure de f est atteinte sur [a,b] |

3. Que peut-on dire en considérant la fonction —f ¢
» La fonction —f est continue sur [a, b] comme opposée d'une fonction continue sur [a,b]. D’apreés le

résultat de la question 1, on en déduit que — f est majorée sur [a, b], donc que | f est minorée sur [a, b] |.

D’aprés le résultat de la question 2, on en déduit que la borne supérieure de — f est atteinte sur [a, b],

donc que |la borne inférieure de f est atteinte sur [a,b] | Finalement, on bien démontré le théoréme

des bornes : | f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes |.

Exercice 2
On effectue n > 2 lancers consécutifs d’une piece déséquilibrée dont la probabilité de donner «piley est notée
p €]0,1]. Le but de ’exercice est de trouver les valeurs de p pour lesquelles la probabilité f,(p) d’obtenir au
moins deuz piles durant ces n lancers est supérieure a 1/2.

Pour les questions d’informatique, on utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel aux
fonctions des questions précédentes méme si elles n’ont pas été écrites.

1. [Informatique| On rappelle que la commande random() de la bibliothéque random renvoie un nombre
réel aléatoire compris entre O et 1.
(a) Ecrire une fonction piece(proba) qui simule la piece déséquilibrée, ¢’est-a-dire qui prend en
argument le réel p puis qui renvote *Pile’ avec probabilité p et *Face’ sinon.
» Par exemple :

import random
def piece(proba):
x=random.random()
if x<proba:
return ’Pile’
else:
return ’False’
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(b) Ecrire une fonction lancers (nbLancers,proba) qui prend en arguments lentier n et le réel p
puis qui renvoie le nombre de piles obtenus en simulant n lancers de la piece déséquilibreée.

» Par exemple :

def lancers(nbLancers,proba):
nbPiles=0
for i in range(nbLancers):
if piece(proba)==’Pile’:
nbPiles=nbPiles+1
return nbPiles

(c) Ecrire une fonction probaEmpirique(nblLancers,proba,nbSimul) qui simule nbSimul fois
l’expérience puis qui renvoie la fréquence de [’événement «obtenir au moins deux piless.

» Par exemple :

def probaEmpirique(nbLancers,proba,nbSimul):
nbApparition=0
for i in range(nbSimul):
if lancers(nblLancers,proba)>=2:
nbApparition=nbApparition+1
return nbApparition/nbSimul

2. Pour tout entier i > 2, on note d; la probabilité de I’événement «obtenir pour la deuzieme fois un pile
au t-ieme lancery.
(a) Calculer dy et d3. Montrer que dy = 3p*(1 — p)?.
» Pour tout entier j > 1, on note P; I'événement «obtenir pile au j-iéme lancer». On a P(P;) = p
d’aprés I’énoncé. De plus, puisque le résultat de chaque lancer est indépendant des autres, les
événements P, P, ..., P, sont mutuellement indépendants.
dsy est la probabilité de I’événement «obtenir deux piles aux deux premiers lancers». Donc :

dg == P(Pl N PQ)
= P(P,)P(P,) par indépendance

[

ds est la probabilité de I’événement «obtenir un pile et un face aux deux premiers lancers, puis
un pile au troisiéme lancer». Donc :

ds=P((PNPNP)U(PNPNE;))
=P (P1 NPy N Pg) +P (Fl NFPN P3) car P, et P, sont incompatibles
P(p)P (E) P(P;)+P (Fl) P (P,) P (P;) par indépendance mutuelle
=p(l—p)p+ (1 —p)p*
=12p*(1 —p)|.
De méme, on a :
dy=P((PNPNPNP)U(PNPRNPNP)U(PINPNP;NE))
=P(PANPBNPBNPR)+P(PANPRNPNP)+P(PINEBNPNE)
car les trois événements sont deux a deux incompatibles
=P (P)P (P) (P3) P (Py) + P (P) P (Py) P (P3) P (Py) + P (P) P () P (Py) P (Py)
par indépendance mutuelle
=p(1=p)’p+ (1= p)p(l = p)p + (1 - p)*p*
=3p°(1 - p)*|
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(b) Déterminer d; en fonction de l’entier i > 2 et du réel p.
» Soit i > 2. On raisonne comme a la question précédente. d; est la probabilité de 1’événement
«obtenir un seul pile durant les 7 — 1 premiers lancers, puis un pile au i-iéme lancer». Donc :

1—1 .
d; = X P x (1—p)~ 1 x D
1 ~—~ —— ~—
proba du 1°" pile  proba d’obtenir face  proba du 2° pile
choix du 1°* pile parmi aux lancers restants au i-iéme lancer

les ¢ — 1 premiers lancers

=i —Dp*(1—p)?|

(¢) En déduire que f,(p) = p*>Sr—1 k(1 — p)F1.
» Pour tout entier ¢ > 2, on note D; I’événement «obtenir pour la deuxiéme fois un pile au
i-iéme lancer». On a P(D;) = d; = (i —1)p?(1 —p)"=2 d’apreés le résultat de la question précédente.
De plus, les événements Dy, Ds, ..., D, sont deux a deux incompatibles.
fn(p) est la probabilité de 'événement «obtenir au moins deux piles durant les n lancers». Donc :

fn(p)ZP(D2UD3U~~UDn):P(ODZ)

n

= Z P(D;) carles n — 1 événements sont deux a deux incompatibles
i=2
n

= Z(z —1)p*(1 —p)"™? d’aprés le résultat de la question précédente

=2
n—1
= Z kp*(1 — p)* ' aTaide du décalage d’indice k=i — 1
k=1
n—1
=|p? Z k(1 —p)*'| par linéarité.
k=1

3. Dans cette question, on pose la fonction g : x +— ZZ;% ",

(a) Pour tout x €]0, 1], exprimer g(x) sans le symbole .
» Soit x €]0, 1[. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison x # 1.
Donc :

i
L

()= Sah =izt o
9\¥) = N 1—=x 1=z |

B
Il
—

(b) En déduire, pour tout x €]0, 1], une expression de Z;} kak=1 sans le symbole .
» La fonction g est dérivable sur |0, 1] comme fonction polynomiale (ou, d’aprés le résultat de
la question précédente, comme quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne
s’annule pas). Soit x €]0,1[. On a par définition de la fonction g :

n—1
d(zF)
/ — k k—1 =~k k*l.
g (z) Z T car —— x
k=1
De plus, on a d’aprés le résultat de la question précédente :
/() (1—nz" (1 —-2)—(x—2™)(-1) 1—naz" ' —z+na"+x—2a"
x) = —
! (1—a) (1—a)

On en déduit que :

nzl pkl 1—2" —na" (1 —x)
N (1—x)? '
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(c) Déduire des résultats précédents que :
fap) =1—=(1=p)" = np(1—p)" "

» On a:

n—1
fulp) =p? Z k(1 —p)*=t  d’aprés le résultat de la question 2(c)
k=1

1= (1 =p)"—n(l—p)" (1 —-(1—-p)) dapreés le résultat de la question
(1-(1-=p))? précédente en posant x = 1 —p €]0,1]
1—(1—p)"—n(d—p)"'p
e
=|1—-(1—p)" —np(l —p)"*| aprés simplifications.

4. (a) A Uagide du résultat de la question précédente, dresser le tableau des variations de la fonction f,
sur 10, 1[ en précisant les limites en 0 et en 1.

» D’aprés le résultat de la question précédente, la fonction f,, est définie et dérivable sur |0, 1]
comme fonction polynomiale. De plus :

Vp €]0,1[, fulp) =0~ (=1)n(l —p)" ' —=n (11 —p)" +p(=1)(n - (1 -p)"7?)
=n(l—p)""" —n(l—p)" " +ap(n —1)(1 —p)"~
=n(n—1)p(1—p)" 2> 0.

>2

>
carn >2 carp€|0,1]

On en déduit que la fonction f,, est strictement croissante sur 'intervalle |0, 1[ (d’aprés le principe
de Lagrange). D’ou le tableau des variations de f, :

p 0 Pn 1

1

/

M= =

fn(D) /

0

car .

lim f,(p) = lim (1 — (1 — p)" — 1—p)"1)=1-1-0=0,
lim fu(p) = lim (1= (1—p)"—n _p_(1-p)"")

—1 —0 —1
lim f,(p) =lim (1-(1—=p)"—n p 1-p)"')=1-0-0=1
p—1 p—1 | N | e’

—0 —1 —0

(b) En déduire qu’il existe une valeur minimale p,, €0, 1] telle que, pour tout p €|p,, 1|, la probabilité
d’obtenir au moins deux piles durant les n lancers est supérieure a 1/2.
» On cherche un réel p, €]0,1[ tel que f,(p) > % pour tout p > p,. Or f, est continue et
strictement croissante sur U'intervalle |0, 1] (d’aprés le résultat de la question précédente). Donc

fn 1]0,1[—]0, 1] est bijective, d’apres le théoréme de la bijection. En particulier, 1 admet un

unique antécédent. On pose |p, 'antécédent de % par f, | D’aprés le tableau des variations de

fn obtenu a la question précédente, on a bien f,(p) > % pour tout p > p,.
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Vérifiez bien toutes les hypothéses lorsque vous appliquez un théoréme (ici le
théoréme de la bijection) pour montrer que vous maitrisez votre cours.

5. [Informatique| On souhaite calculer une valeur approchée de p, a l'aide d’un algorithme de dicho-
tomue.
(a) Ecrire une fonction dichotomiel (nbLancers,nbIter) qui partage nbIter fois l'intervalle [0, 1]
a l'aide de la méthode de dichotomie puis qui renvoie une valeur approchée de p, par exces.
» Pour approcher p,, a I'aide de la méthode de dichotomie, on définit par récurrence deux suites
de la fagon suivante :

. +b
, a; si fn (“—) >

ap = 0 et Vie N, i1 = a;+b; .- 2
o=t sinon,

D=

s, (255 >

2
b; sinon.

D=

bo=1 et ViGN, bi-i-l:{

A chaque étape i € N, I'intervalle [a;, b;] est partagé en deux et on conserve la moitié [a;;1, biy1]
qui contient p,. Alors les suites (a;)ien et (b;)ien sont adjacentes et convergent vers p,. En
particulier, pour un nombre de partage 7 suffisamment grand, b; est une valeur approchée de p,
par exces. Une fonction Python renvoyant b; est par exemple :

def dichotomiel(nbLancers,nblter):
a=0
b=1
for i in range(nbIter):
c=(atb)/2
image=1-(1-c)**nbLancers-nbLancers*c*(1l-c)**(nbLancers-1)
if image>1/2:
b=c
else:
a=c
return b

(b) Ecrire une fonction dichotomie2(nbLancers,precision) qui prend en arqument une précision
€ = precision > 0 puis qui renvoie une valeur approchée de p, par exces a € pres.
» On cherche le nombre de partage ¢ nécessaire pour que b; — p, < €. Puisque a; < p, < b;, il
suffit que b; — a; < . Or, d’aprés la méthode de dichotomie :

1y 1
ViGN, bi—ai:(bo—ao) (-) = —.

Il suffit donc de choisir un nombre de partage ¢ suffisamment grand pour que % < e. Alors

b; — p, < € donc b; sera bien une valeur approchée de p,, par excés a € prés. Une fonction Python
calculant ce nombre de partage i et renvoyant b; est par exemple :

def dichotomie2(nblLancers,precision):
nbIter=0
while 1/2**nbIter>precision:
nbIter=nbIter+1
return dichotomiel(nbLancers,nblter)
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DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
On considére 'application suivante :

[ R =R (2,y,2) = (—2 — 2y + 22, —x + 2, —2x — 2y + 32).

Pour tout A € R, on pose F = {(z,y,2) € R? | f(z,y,2) = Mz, y,2)}.
1. Soit A € R. Justifier que F) est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer les valeurs de A € R pour lesquelles F) # {ﬁ}

3. Déterminer une base et la dimension de F pour chaque valeur de A obtenue a la question précédente.

Probléme 1

Pour tout k£ € N, on considére le polynéme :

(=D*
4k—1

P,=4— (1—X)*.

1. Montrer que i et —i sont racines de P, € C[X] et en déduire qu'il existe un polynéme Q) € R[X] tel

que P, = (1+ X?)Qy.
1 kopl oAk 1k
(=" [ 2™ —x)
/0 Qr(x)de =7 — =l M e dz

2. Montrer que :
! 1
7r—/ Qr(x)dz| < T
0

et en déduire que :

k(1 — z)*dz.

~

3. A l'aide d’intégrations par parties, démontrer que :

weN, [ a1 —apd O

et en déduire que :

W_/Q ' (um)”

FI-k+ 1)1

4. Déterminer () et en déduire une approximation de 7 par une fraction. On donnera une majoration
de l'erreur commise.

5. [Informatique] On utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel aux fonctions des
questions précédentes méme si elles n’ont pas été écrites.

(a) Ecrire une fonction polyQ qui prend en arguments l'entier k et un réel z puis qui renvoie la
valeur de Qx(z).

(b) Ecrire une fonction sommeRiemann qui prend en arguments 'entier k et un entier n > 1, puis qui
renvoie la valeur de la n-iéme somme de Riemann & gauche de la fonction x — Q(z) sur [0, 1].
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Exercice 2

On considére la fonction suivante : .

In(sin(z) + 1)
Calculer le développement limité & l'ordre 3 en 0 de la fonction f. Puis justifier que f est prolongeable
par continuité en 0 et que la courbe représentative de son prolongement par continuité en 0, qu’on notera

encore f, admet une tangente au point d’abscisse 0. Enfin, étudier la position relative de cette tangente par
rapport a la courbe représentative de f au voisinage du point d’abscisse 0.

Probléme 2

Dans tout ce probléme, on fixe n € N et on considére une urne contenant des boules sur chacune desquelles
est inscrit un numéro de 0 & n, de telle facon que chaque numéro k est inscrit sur exactement (Z) boules.
On pioche simultanément p boules et on note S la somme des numéros inscrits sur les boules piochées.

frx—

1. [Questions préliminaires]
(a) Quel est le nombre total de boules dans 'urne ?
(b) Montrer que >__;k(}) = n2""" (on pourra distinguer le cas n = 0).

2. [Informatique] On utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel aux fonctions des
questions précédentes méme si elles n’ont pas été écrites.

(a) Ecrire des fonctions fact (k) et binom(k,n) qui renvoient les valeurs de k! et (Z) respectivement.

(b) Ecrire une fonction urne qui prend en argument l'entier n et qui renvoie une liste des numéros
inscrits sur les boules dans 'urne. Par exemple, urne (3) renvoie [0,1,1,1,2,2,2,3].

(c) Ecrire une fonction tirage qui prend en arguments les entiers n et p puis qui simule 'expérience
et renvoie une liste des numéros inscrits sur les boules piochées. On rappelle que la fonction
random.randint (a,b) de la bibliothéque random renvoie un entier choisi au hasard entre a et
b compris, et que I'instruction L.remove(a) enléve une fois la valeur a de la liste L.

(d) Ecrire une fonction simul qui prend en arguments les entiers n et p ainsi qu’un entier nbSimul,
puis qui renvoie la moyenne statistique de S aprés avoir simulé nbSimul fois I’expérience.

3. [Cas particuliers] En reconnaissant des lois usuelles, déterminer 1’espérance et la variance de S
dans les deux cas suivants :

(&) p=1,
(b) p=2".
Dans la suite du probléme, on suppose que 1 < p < 2" et on propose de démontrer que E(S) = % par deux
méthodes différentes.
4. [1*¢ méthode] On note X} le nombre de boules piochées sur lesquelles est inscrit le numéro k.
(a) Quelle est la loi de X 7 On précisera les parameétres.
(b) A Taide d'une somme, exprimer S en fonction des variables aléatoires Xj.
(c¢) Conclure.

5. [2® méthode] Pour chaque numéro i € {0,1,2,...,n}, on numérote les boules sur lesquelles est
inscrit le numéro ¢ et on note B;; la j-iéme de ces boules. Ainsi j € {1,2,3,..., (?)} On note Y ; la
variable aléatoire égale a 1 si B; ; a été piochée et égale a 0 sinon.

(a) Quelle est la loi de Y; ;7 On précisera les paramétres.
(b) A l'aide d'une somme double, exprimer S en fonction des variables aléatoires Y; ;.

(c¢) Conclure.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
On consideére application suivante :

[ R =R (2,y,2) = (—2 — 2y + 22, —x + 2, —2x — 2y + 32).

Pour tout A € R, on pose F\ = {(z,y,z) € R | f(x,y,2) = Nx,y,2)}.
1. Soit A € R. Justifier que F) est un sous-espace vectoriel de R3.

» On a f(0,0,0) = (0,0,0) = X\(0,0,0) donc T e F. On fixe un scalaire i € R et deux vecteurs
(z1,y1,21) € Fx et (72,99, 22) € F\. Montrons que (1, Y1, 21) + (T2, Y2, 22) € Fx. On pose :

(z,y,2) = w21, Y1, 21) + (T2, Y2, 22) = (Wﬁl + Tg, py1 + Y2, 21 + 22).
—_—— ——— —

=x =y =z

Alors :

fl@,y,2) =(—2x—2y+2z,—x+ 2z, -2z — 2y + 3z)

=(— (pxy + 22) — 2(y1 + y2) + 2(pz1 + 22), —(pay + 22) + (n21 + 22),

— 2wy + 22) — 2(uyr + y2) + 3(puz1 + 22))
:,u( —x1— 21 + 22, —11 + 21, 221 — 2y1 + 3z1)
+ (= 22 — 2yo + 229, —T2 + 22, =275 — 2y5 + 322)

=pf(x1,y1,21) + f(22, Y2, 22)
:,u( x1,Y1, 21 ) + Mo, y2,22)  car (x1,y1,21) € Fy et (z2,y2,22) € F)
:A(M T1, Y1, 21) (1’272/2,22))
Mz, y, 2).

On en déduit que p(xy, y1, 21) + (22, Yo, 22) € Fy pour tout scalaire u € R et tous vecteurs (x1,y1, 21) €

F) et (z2,ys, 20) € F\. Par conséquent, | F est bien un sous-espace vectoriel de R?|.

2. Déterminer les valeurs de A € R pour lesquelles F # {6)}

» On a :
—xr—2y+2z =\ —1-X-2 2 x 0
f(z,y,2) = Nzx,y,2) <= —r4z=)\y — -1 =X 1 y|=10
—2x —2y+3z =Xz -2 —=23-A z 0

On reconnait un systéme hnéair_e) homogéne de trois équations a trois inconnues. On cherche les
valeurs de A € R pour lesquelles 0 = (0,0,0) n’est pas 'unique solution, donc pour lesquelles le rang
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n’est pas maximal. On a :

—1-X-2 2 L, < Lo
rang -1 =X 1 Lo 1[4
-2 =23-=A
-2 1
=rang | -1 -\ -2 2 Lo+ Ly — (1+ )Ly
-2 —23—-)\/) L3 L3—2I4

-1 ot a=-24+1+XNA=-2+X1+X
=rang [ 0 a b = (A—=1)(A+2) car 1 est une racine évidente
0 —24201—A/) et b=2—(1+A) =1—A

—A 1
0 (1=XN)(-2-XA)1-2\
0 —2(1-X)) 1-2A

=rang

1cas: 1 —A=0 < A= 1. Alors :

—1-Xx-2 2 —1]-11
rang -1 =X 1 = rang 0 00]=1
-2 —23-) 0 00

2°cas: 1 —A#0 <= A #1. Alors:

—1—-X-2 2
rang -1 =X 1
-2 —-23-2A

-\ 1
=rang [ 0 (1—=MN)(-2—-XN) 1=\ | Ly« Ly/(1—=})
0 —2(1—)\) 1—A Lg(—Lg/(l—)\)

=rang 0 —2—A1| Ly Ls
0 -2 1 L3 < L2

=rang 0 1
0

—2-A1 L3(-2L3—(2+)\)L2

1
=rang | 0 1 ol c¢c=2—(24+X)=—-\
c

On en déduit que le rang du systélrne_> est égal a 2 si A =0 et a 3 sinon.
Conclusion. Par conséquent, Fy # { 0 } si et seulement si |\ € {0,1} |

En cette fin d’année, il faut savoir faire ce type de calcul de rang avec un parameétre
vite et sans erreurs. N’hésitez pas a poser vos calculs intermédiaires comme ceux
pour a, b et ¢ (les calculs de téte sont chronophages et sources d’erreurs) et pensez
a utiliser ce que nous avons appris sur les polynémes pour aller plus vite (racine
évidente, factorisation, etc.).

3. Déterminer une base et la dimension de F\ pour chaque valeur de A obtenue a la question précédente.
» Puisque le systéeme linéaire est homogéne, on a en reprenant les calculs de la question précédente :

—1 —A 1 x 0
flz,y,2) = Mzx,y,2) < 0 (1=X(-2=-X) 1=\ yl =10
0 21—\ 1-x/)\: 0
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eSi A\ = 1. Alors on obtient la représentation paramétrique suivante de F} :

—-1-11 T 0 rT=-y+z
flay,2)=(xyz2) <= | 0 00]|y|=[0] <= Svy=y , (y,2) € R?
0O 00 z 0 zZ =2z

On en déduit que F; = Vect((—1,1,0),(1,0,1)). Or (—1,1,0) et (1,0, 1) ne sont pas colinéaires, par
conséquent |les vecteurs (—1,1,0) et (1,0, 1) forment une base de F; qui est donc de dimension 2|.

eSi A\ = 0. Alors on obtient la représentation paramétrique suivante de Fj :

-1 01 T 0 T =2z
f(x,y,Z):(0,0,0) — 0 =21 Yy == 0 < yzz/Q,zER
0 00 z 0 z2 =2z
On en déduit que Fy = Vect ((1,3,1)). Or (1,3,1) # 6), par conséquent |le vecteur (1,3,1)

’forme une base de F qui est donc de dimension 1 ‘

Probléme 1

Pour tout k € N, on considére le polynome :

(_1)k 4k 4k

1. Montrer que i et —i sont racines de P, € C[X] et en déduire qu’il existe un polynome Qy € R[X] tel
que P, = (1+ X?)Qy.
» D’apreés la formule du binoéme de Newton, on a :

(1—0)' =1+4(=i) +6(—=i)> +4(=)° + (=)' =1—-4i—6+4i+1=—4.

Donc :

=(—1)kak
4k
=4 — (-DF(-1)F x
R , 4k—1
:(71)216:1 k—(k—
—qk—(k—1)—4
=4—-4=0.

Donc |7 est racine de P, ‘ De méme :

Py(=1) =P (i) = Ps(i) =0=0 car P, € R[X].

1l est nécessaire de préciser que Py est a coefficients réels pour justifier que

P.(Z) = Pi(z). Cette propriété est fausse pour les polynéomes a coefficients
complezes !

Donc ‘z est racine de Py ‘ Par conséquent, P, est factorisable par (X — i) et par (X + i) donc par
(X —i)(X +14) = X? + 1. Puisque P, et X? + 1 sont des polynomes a coefficients réels, on en déduit
bien l'existence de | Qy € R[X] tel que P, = (1 + X?)Qy |
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2. Montrer que :

1 k 1 4k 4k
(=" [27( -1
/0 Qr(z)dr =7 — ) e dx

et en déduire que :

» On a
1 1 Pk; (l‘)
Qr(x)dx = / o 5dr  d’aprés le résultat de la question précédente
0 0 x
= Ll 4 — (_l)kx4k(1 —2)* ) dz par définition de P,
o 1422 41 k
1 kooplodk 4k
d —1 1-—
= 4/0 N _:;2 — (4k_)1 /0 * i—i— xf) dx par linéarité de l'intégrale.
Or on a :

1
d
/0 1 +xx2 — [arctan(:c)}(l] = arctan(1) — arctan(0) = % —0= %

1 k1 o4k 1k
(—1) (1 — )
/O Qu(w)dr =7 = 5= e dz

1 kooplodk 4k 1 4k 4k
(—1) (1 — ) 1 (1 —x)
7T—/0 Qr(zr)dx| = ‘ =\ T2 dz| = r=ay T2 dz|.

1,416‘ (1_1.)4]6
1+x2

Par conséquent :

On en déduit que :

Or la fonction x — est positive sur [0, 1] donc :

4k 4k
(1l —=x
/ gdx > 0 par positivité de l'intégrale.
0

1+ 22
1 /1 x4k‘<1 _ :C)4k‘d
= T.
4k=1 [ 14+ 22

T — /01 Qr(x)dx

De plus, 1+ 2? > 1 pour tout x € [0,1] donc :
Ak (] _ )4k Ak (] _ )4k
vz € [0,1], : f—l— f) = ( : 2) = 2% (1 —2)*  car 2*(1 —2)* > 0.
x

Par monotonie de I'intégrale, on en déduit que :
1 1 Lo .
7r—/0 Qr(x)dz| < 4k_1/0 v (1 — 2)*dx |,

3. A laide d’intégrations par parties, démontrer que :

Par conséquent :

wenN, [ (- (p!)"
€N, —~ =
R R =
et en déduire que :
4k
oo [ o] <
4k L8k + 1)
» Soit p € N. On pose :
u i x— aP ot donc u:xl—>f:11
vie— (1 —x)P v iz —p(l —x)P

Les fonctions u et v sont bien de classe € sur [0, 1] comme fonctions polynomiales.
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N’oubliez pas de vérifier les hypothéses des théoremes que vous appliquez. Pour
intégration par parties, les deux fonctions auziliaires doivent étre de classe €.

On obtient donc en intégrant par parties :

/01 2P(1 — z)Pdx = /01 o' (x)v(x)dz

Pl » L eptl 1y

= 11—z — —p(l—=2) " )dx

[p+1( )L /op+1( o1 =2))

=0

1p+1 p+1 p 1
- (1-1)P— (1-0)?+ —/ P11 — 2)P"'dr  par linéarité

p+leM— p+1 p+1J

1

= % P11 — 2)P .

p 0

pt+2
p+2

De méme, puisque les fonctions = +— et z — (1 —x)P~! sont de classe € sur [0, 1], on obtient en

intégrant par parties :

1 1
/ 2P(1 — x)Pdx = P P11 — )P e

0 p+1Jo
1

e (I - Tty

- p(p—1) ' p+2(1 _ . \p—2
_(p+1)(p+2)/0x S

En itérant ce raisonnement, on obtient :

/O:L’p(l—:c)pdx:< pp—1)(p—2) >/0 P31 — 2)P P de

p+1)(p+2)(p+3

_ p(p - 1)(19 - 2) s (p —(p— 1)) /1 prrp(l - :C)pfpdx

(p+1)p+2)p+3)...(p+p)

~ plp—-1(p—-2)...1 L gy
‘<p+1><p+2><p+3>...<2p>/o d

p! r2ptl 1
- @ {Qp—i— 110
p!

B (p!)2 12p+1 02p+1
—(2p)! (2p—|— 1 2p+ 1)
(p)”
(2p)!(2p + 1)
(p)’
2p+ 1)

En particulier, pour p = 4k on a :

/196%(1_@%: (ak))”  _ ((k))°

(2(4k)+1)!  (Bk+ 1)1
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En réinjectant cette expression dans le résultat de la question précédente, on en déduit bien que :

((4k)!)°

< —FF— |
48k + 1)

T— /01 Qr(x)dx

4. Déterminer ()1 et en déduire une approximation de m par une fraction. On donnera une majoration
de l’erreur commise.

» On a par définition de P; :

(=1
Pi=4-"73 X1 -X)'=4+X'(1-X)%

Or on a d’apreés la formule du biné6me de Newton :
(1=X)'=14+4(-X)+6(—X)2+4(-X)P P+ (=X)" =1 —4X +6X? —4X> + X*.

Donc :
P=44X*—4X°4+6X% —4X7 + X8,

En particulier, deg(P;) = 8. D’aprés le résultat de la question 1, on sait que le polynome @1 € R[X]
est tel que P, = (1 4+ X?)Q;. Par conséquent :

8 = deg(P1) = deg((1 + X*)Q1) = deg(1 + X?) + deg(Q1) = 2 + deg(Q1).
On en déduit que deg(Q)1) = 6, et donc Q) est de la forme :
Q1 =ag+ a1 X + aoX? + a3 X3 4+ ay X + a5 X° + ag X"
ou (ag, a1, as, az, as, as, ag) € R7 sont les coefficients réels de Q1. On a :

44 X' —4X° +6X° —4XT 4+ XB
=P
=14+ X*)Q,
=1+ X?)(ao + a1 X + ax X? + a3 X® + ay X* + a5 X° + agX")
=ag + a1 X + (ag + az) X* + (ay + a3) X + (az + as) X*
+ (a3 + as) X® + (ag + ag) X° + a5 X7 + agX®.

Par identification des coefficients, on en déduit que :

( ag = 4
a; =0 (ap =4
CLO+CL2:0 a1=0
a1+a3:() CL2:—4
as+ay =1 donc as = 0
as +as = —4 as =5
as+ag =6 as = —4
CL5:—4 \CLG*].
L CLGZ]_

Finalement :

Q1 =4—-4X?4+5X*—4X°+ X6

D’aprés le résultat de la question précédente, on a pour k£ =1 :

(4)"  @2x3x4)x(2x3x4) 1 11
A8+1) 2x3x4x5x6xTx8x9 5xTx2x9 10x63 630

<

T — /01 Q1(z)dx
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De plus :
1 1
/ Q1(z)dx = / (4 — 42” + 52 — 42° + 2%) dw
0 0

fL'g 1'5 $6 ZL‘7 !
S P LAY SR R
{ rTAg Ty Tt T 7}0

4 2 1 84-28421-1443 66 22
3 3 7 21 21 7
Par conséquent, on a montré que :
22 1
T——| < —=.
7 630

22
7

1

est une approximation de 7 a &35

On en déduit que preés |.

5. [Informatique| On utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel auz fonctions des
questions précédentes méme si elles n’ont pas été écrites.

(a) Ecrire une fonction polyQ qui prend en arguments Uentier k et un réel x puis qui renvoie la

valeur de Qi ().
» Par exemple :

def polyQ(k,x):
P=4-((-1)*xk) / (4**(k-1))* (xx*x (4xk) ) * ((1-x) ** (4xk))
return P/ (1+x**2)

(b) Ecrire une fonction sommeRiemann qui prend en arguments lentier k et un entier n > 1, puis
qui renvoie la valeur de la n-iéme somme de Riemann & gauche de la fonction x — Qp(x) sur
[0,1].

» Par exemple :

def sommeRiemann(k,n):
S=0
for i in range(n):
S=S+polyQ(k,i/n)
return S/n

Exercice 2

On considére la fonction suivante :
x

In(sin(z) + 1)
Calculer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de la fonction f. Puis justifier que f est prolongeable
par continuité en O et que la courbe représentative de son prolongement par continuité en 0, qu’on notera
encore f, admet une tangente au point d’abscisse 0. Enfin, étudier la position relative de cette tangente par
rapport a la courbe représentative de f au voisinage du point d’abscisse 0.

>

frox—

Puisque In(sin(x) + 1) ~ sin(x) ~ = quand x — 0, le DL du dénominateur peut se
factoriser par un facteur x qui va se simplifier avec le numérateur. Cette simplification
fait perdre un ordre au DL du dénominateur. Pour obtenir un DL final d’ordre 3, il
faut donc commencer avec un DL a ["ordre 4.

On a d’apres les développements limités usuels :

78 , R B ,
sm(x):x—g—i-xgo(x) et ln(l—i-h):h—?—l—g—z—i-hgo(h).
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Puisque h = sin(z) tend vers 0 quand x — 0, on obtient par composition de développements limités :

3 1 3\? 1 3\% 1 3\ 4
In(1 + sin(x)) = (m—%) —5(:E—:%) +§<x—%) ~ 1 (x—%) +x9>0(x4)
1

z—0
2 11
_ v I I R P 4
=z 2+( 6+3) +<6 4>a: + o ()
2 3 .
A TR T RIS
Donc :
f(x) z x 1 1
r) = ; - z2 z3 z4 - T x2 x3 -
(sin(w) +1) -5 +F -5+ o (1) 1-§+% -5+ o (¢3) 1+h
en posanth:—g+x—62—f—3+ 00(x3) qui tend vers 0 quand x — 0. Or on a I’équivalent usuel :
T—>
S AV £ JE (h?)
1+h h—0
Par conséquent :
r 2 2P v 22 2P\’ z 22 P\°
IR T T T 3
i) <2+6 12>+( R 12) (2+6 12) +,9 )
A x? 28 3
=1—-(-=4=-= S Rad [P 3
(2+6 12>+<4 12) ( 8) % (%)
x 1 1 1 1 1
=14+ = S M 2 [ T 3 3
+2+( 6 4>x+(12 6+8)x+xgo<x)

_ ryr T 3
PR TRR

En particulier, f admet le développement limité a 1’ordre 0 en 0 suivant :

fl@)=1+ o (1).

z—0

Donc | f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1|. De méme, f admet le développement
limité a l'ordre 1 en 0 suivant :

f@) =145+ o ().

Donc le prolongement par continuité de f en 0 est dérivable en 0 (avec f'(0) = 1) et

représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0 d’équation y = 1+ 7| De plus :

T .IZ 1’3 2

3 X
_ )y = P ~ — >0.
f(z) <1+2> 12+24+z30(‘”)ﬁo 1z =Y

On en déduit que |la tangente d’équation y = 1+ 5 est en-dessous de la courbe représentative de f au

voisinage du point d’abscisse 0 ‘
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Probléme 2

Dans tout ce probleme, on fire n € N et on considére une urne contenant des boules sur chacune desquelles
)b
oules.

est inscrit un numéro de 0 a n, de telle facon que chaque numéro k est inscrit sur exactement (k)
On pioche simultanément p boules et on note S la somme des numéros inscrits sur les boules piochées.

1. [Questions préliminaires/
(a) Quel est le nombre total de boules dans 'urne ¢
» D’apres I'énoncé, le nombre total de boules dans 'urne est égal a :

Z (Z) = Z (Z) 1k = (14 1)" = d’aprés la formule du binéme de Newton.

(b) Montrer que > _ok(}) =n2""" (on pourra distinguer le cas n = 0).

» 1" cas: n =0. Alors :
0 0
Zk(k) :o(()) =0 et 0x2'=0.

0
k=0

2¢ cas : n # 0. Alors :

Z k") = 0 " + k(" par associativité
k 0 k
_ k=1
" nfn-—1 .
=0+ ZkE< ) d’aprés la formule du pion carn > let k > 1
1
1

par linéarité

— n2'rL—1

Conclusion. Dans tous les cas, on a bien montré que :

- k ") = n2" 1
>k,
k=0

2. [Informatique| On utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel aux fonctions des
questions précédentes méme si elles n’ont pas été écrites.
(a) Ecrire des fonctions fact (k) et binom(k,n) qui renvoient les valeurs de k! et (:) respectivement.
» Par exemple :

def fact(k):
f=1
for i in range(1,k+1):
f=f*i
return f
def binom(k,n):
coeff=fact(n)/(fact(k)*fact(n-k))
return int(coeff)
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(b) Ecrire une fonction urne qui prend en argument l'entier n et qui renvoie une liste des numéros
wscrits sur les boules dans l'urne. Par exemple, urne(3) renvoie [0,1,1,1,2,2,2,3].

» Par exemple :

def urne(n):
L=[]
for k in range(n+1):
for i in range(binom(k,n)):
L=L+[k]
return L

(c) Ecrire une fonction tirage qui prend en arquments les entiers n et p puis qui simule Uexpérience
et renvoie une liste des numéros inscrits sur les boules piochées. On rappelle que la fonction
random.randint (a,b) de la bibliothéque random renvoie un entier choisi au hasard entre a et
b compris, et que l’instruction L.remove(a) enléeve une fois la valeur a de la liste L.

» Par exemple :

import random as rd
def tirage(n,p):
Lurne=urne(n)
Lpioche=[]
for i in range(p):
hasard=rd.randint (0,len(Lurne)-1)
boule=Lurne [hasard]
Lurne.remove (boule)
Lpioche=Lpioche+[boule]
return Lpioche

(d) Ecrire une fonction simul qui prend en arguments les entiers n et p ainsi qu’un entier nbSimul,
puis qui renvoie la moyenne statistique de S aprés avoir simulé nbSimul fois ’expérience.

» Par exemple :

def simul(n,p,nbSimul):
moyenne=0
for i in range(nbSimul):
L=tirage(n,p)
S=0
for j in range(p):
S=S+L[j]
moyenne=moyenne+s
moyenne=moyenne/nbSimul

return moyenne

3. [Cas particuliers| En reconnaissant des lois usuelles, déterminer ’espérance et la variance de S
dans les deux cas suivants :
(a) p=1,
» Le cas p = 1 correspond au cas ol on pioche qu’une seule boule et donc S est égale au
numeéro inscrit sur la seule boule piochée. Puisque chaque boule est équiprobable, on a d’apres
la probabilité uniforme :

P(S = k) = nb de boules sur lesquelles est inscrit le numéro & @ _(n) (1 F ] """
- nb total de boules Coon k) \2 '

2

On reconnait une loi binomiale : | S — Z# (n, %) i
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Lisez attentivement [’énoncé : n’oubliez pas de reconnaitre une loi usuelle
comme demandé !

On en déduit que :

(b) p=2".
» Le cas p = 2" correspond au cas ol on pioche toutes les boules et donc S est égale & la somme
de tous les numéros inscrits sur les boules dans 1'urne :
S =0 x (nb de boules sur lesquelles est inscrit le numéro 0)
+ 1 x (nb de boules sur lesquelles est inscrit le numéro 1)

+ 2 x (nb de boules sur lesquelles est inscrit le numéro 2)

+n x (nb de boules sur lesquelles est inscrit le numéro n)

2+

=n2""!  d’aprés le résultat de la question 1(b).

On reconnait une loi certaine : . On en déduit que :
B(S) = et V(5) =[0]

Dans la suite du probleme, on suppose que 1 < p < 2" et on propose de démontrer que E(S) = =¥ par deux
méthodes différentes.
4. [1m¢ méthode] On note Xy, le nombre de boules piochées sur lesquelles est inscrit le numéro k.
(a) Quelle est la loi de Xy 2 On précisera les parametres.

» X} est égale au nombre de succeés (piocher une boule sur laquelle est inscrit le numéro k)
d’un tirage sans remise de p boules parmi 2". On reconnait une loi hypergéométrique. D’aprés la
probabilité uniforme, la probabilité de succes au 1 tirage est égale a :

nb de boules sur lesquelles est inscrit le numéro & )

nb total de boules n

Xeo (gn,p, Q) |

Par conséquent :

271

(b) A lagide d'une somme, exprimer S en fonction des variables aléatoires X,
» En raisonnant comme a la question 3(b), on a :

S =0 x (nb de boules piochées sur lesquelles est inscrit le numéro 0)
+ 1 x (nb de boules piochées sur lesquelles est inscrit le numéro 1)

+ 2 x (nb de boules piochées sur lesquelles est inscrit le numéro 2)

+n x (nb de boules piochées sur lesquelles est inscrit le numéro n)

15l
k=0
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(c) Conclure.
» D’aprés le résultat de la question 4(a), on a :

Par conséquent :

Z kX k) d’apreés le résultat de la question précédente

EE(X}) par linéarité de I'espérance

Il
™
|~
/\3
~___
~
2
o)
=
o)
)]
o
=
o
wn
[an
=
29
el
o,
o
&
Q
o
)
n
.
O
B
=
£

5. [2¢ méthode] Pour chaque numéro i € {0,1,2,...,n}, on numérote les boules sur lesquelles est
inscrit le numéro i et on note B;; la j-iéme de ces boules. Ainsi j € {1,2,3,..., (7;)} On note Y; ; la
variable aléatoire égale a 1 si B;; a €té piochée et égale a O sinon.

(a) Quelle est la loi de Y;; 7 On précisera les paramétres.

» Y, ; est égale a 0 ou 1. On reconnait une loi de Bernoulli. Puisque chaque boule est équiprobable,
on a d’apreés la probabilité uniforme :

) nb de boules piochées  p
P(Y;,=1)=P her la boule B; ;) = = —.
(Yis ) (piocher la boule B;;) nb total de boules 2n

Par conséquent :

(3]

(b) A Uaide d’une somme double, exprimer S en fonction des variables aléatoires Yy ;.

» En raisonnant comme a la question 4(b), on a :

S=1> ") vl

i=0 j=1

BCPST1A lycée Hoche 2020-2021 135 sur 136 Sébastien Godillon



(c) Conclure.
» On a:

E(S)=E iY; d’aprés le résultat de la question précédente

E(Y; ;) par linéarité de 'espérance

= Z ZQ% d’aprés le résultat de la question 5(a)

n\.p
Z_
: 1) 27
1=0
P - N L
= — 7 ar linéarité
on Zi:o (z) P

—an”_l d’apreés le résultat de la question 1(b)

np
5 |
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