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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1 )

On considére la fonction f : z +—

T Déterminer les ensembles suivants :

& ={f(z)|zel-5-2} et &={xeR]| flz)e[34]}.
Probléme 1

On considére les deux ensembles suivants :
E={(a,b)eR*|a+b=1} et F={la|+[b| | (a,b) € E}.

Le but de ce probléme est de déterminer I’ensemble F'.

. Montrer que 1 € F' et que 0 ¢ F.

—_

2. Montrer que 2 € F et que % ¢ F.

3. Trouver un autre exemple d’élément appartenant & F' et justifier votre réponse.

4. Justifier que F' est minoré.

5. (a) Soit un réel # > 1. Trouver un couple (a,b) € E tel que a <0 < bet x = |al + |b].
) En déduire qu’un intervalle de R & déterminer est inclus dans F'.

(b
(¢) F est-il majoré? Justifier.
(a

S8

) Soit (a,b) € R%. Prouver I'implication : |a| + [b| <1 = a+b< 1.
(b) En déduire que F' C [1, +o0].
7. Conclure.

Exercice 2
Déterminer la partie entiére du réel o = /11 + 2v/5 en justifiant votre réponse.
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Exercice 3
Résoudre les équations et les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

(E1) In (22 4+ 3) = 2In(z) + In(3)
(E2) 2> +6x+5|<z+5

(E3) Px - mJ —4

2
T —2x+m .
(Ey) ——7 <m en fonction du paramétre m € R
x —

(E5) 22 +2m(z+1) =3 en fonction du paramétre m € R
Probléme 2

On considére les deux réels suivants :

p=\T+5V2 et v=1/T7—-5V2

Le but de ce probléme est de simplifier les expressions de p et v.
1. (a) Calculer pv et p® + 13,
(b) Développer (u + v)3.
2. On pose A = pu+ v et P(z) = 2 4+ 3z — 14 pour tout réel z.
(a) Déduire des questions précédentes que P(\) = 0.

(b) Veérifier que P(2) = 0 (on dit que 2 est racine évidente) puis trouver trois réels a, b et ¢ tels que :
Ve € R, P(z)=(z—2)(az®+ bz +c).

(¢) Résoudre I'équation P(x) = 0 d’inconnue = € R et en déduire la valeur de .
3. On pose Q(x) = (z — p)(x — v) pour tout réel z.

(a) Soit z € R. Simplifier I'expression de Q(z) a 'aide des résultats précédents.

(b) En déduire que p et v sont solutions de 'équation 22 — 2z — 1 = 0 d’inconnue = € R.
4. Conclure.

Exercice 4
On considére la suite (u,),>o définie par

up =0, uy=1 et Vn =0, U2 = dupi1 — Ouy,.

Montrer qu'il existe (a, b, c) € R3 tel que pour tout entier n > 0, u, = a X b" + "

BCPST1A lycée Hoche 2021-2022 4 sur 123 Sébastien Godillon



Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1 ,

. Déterminer les ensembles suivants :

On considére la fonction f . x +—

& ={fx) |z€]-5-2[} e &={zecR]| f(z)e 3,4}

» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—1} comme quotient de fonctions polynomiales dont le
dénominateur ne s’annule pas. On a :

2z(z+1)— (2*+3)x1 22 +2x—3

vreR\{-1}, [l(x)= (x + 1) CEE

On reconnait au numérateur un polynéme du second degré de discriminant A = 22 — 4 x (=3) = 16 > 0.
Donc le numérateur s’annule en (—2 ++/16)/2 = 1 et en (—2 — v/16)/2 = —3. De plus, il est strictement
négatif sur | — 3, 1[ et strictement positif sur | — oo, —3[U|1, +oo|. Puisque (z + 1)? > 0 pour tout = # —1,
on en déduit le tableau des variations de f.

x —00  —H -3 —2 -1 2—-+v5 0 1 3 2445 to©
f(x) + 0 - - 0 +
6 +00 +00
4 4/
f(z) . ; \ '/
3 3
-7 -7
/ N AN /
—00 —00 2
car :
lim f(z) = lim x+%——oo f(—S)—w—E——ﬁ lim f(x) = lim x2+3——oo
T——00 =] % N =341 -2 r——1- a1 41
x+32 1243 4 . . 2P +3
lim f(z) = lim 1+%—+oo JO)=777=5=2 Jm flz) = lim ——r = oo
—5)? 2 —2)2
On a f(—5) = (_55)—++13 = _—i = —Tet f(—2) = (_2)—++13 = —ll = —7. On déduit du tableau des
variations de f que :
& ={f(z)|ze -5 -2} =|]-7-6]|

Soyez précis avec les bornes des intervalles : —7 est exclus car |—5, —2[ est un intervalle
ouvert mais —6 est inclus car —3 €] — 5, —2[.

Pour déterminer &5, on résout les deux équations suivantes :

.« f@) =3 e T3

o =3 < 22+3=3@z+1) & 2(x-3)=0 < (zr=00uz=3).
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2?+ 3
o f(z)=4 < 1

On obtient une équation du second degré de discriminant A = (—4)? — 4 x (—1) = 20 > 0 qui admet
pour solutions x = (4 + \/%)/2 =4+ 2\/5)/2 =2++v5etz=2-1/5.

On déduit du tableau des variations de f que :

=4 <= 2*+3=4(z+1) < 2*—4d2—-1=0.

&={zeR| fx) 3,4} = }2—\/6,0} U [3,2+\/3[.

Probléme 1

On considere les deux ensembles suivants :
E={(a,b)eR*|a+b=1} et F={la]+|b| | (a,b) € E}.

Le but de ce probleme est de déterminer [’ensemble F'.
1. Montrer que 1 € F et que 0 ¢ F.
» Ona(l,0)e Ecar 1+0=1,donc|1l=[1|4+ 0] € F|

N’importe quel autre exemple de couple (a,b) € R* tel quea > 0,b >0 eta+b=1

permet de conclure que 1 € F. Par exemple (0,1) ou (3,3) ou (3,3).

Par I’absurde, on suppose que 0 € F'. Par définition de F', on sait qu'il existe un couple (a,b) € E tel
que 0 = |a| 4 |b|. Puisque |a| + || est une somme de deux valeurs absolues positives, on en déduit que
la| = |b] = 0 et donc que a = b = 0. Ainsi a + b = 0 ce qui est absurde car (a,b) € E. Par conséquent,
0¢F|

2. Montrer que 2 € F et que 5 ¢ F.
» Pour montrer que 2 € F', on cherche un couple (a,b) € E tel que |a| + |b| = 2. On raisonne par
analyse-syntheése.
Analyse. On veut que (a,b) € E, donc que a + b =1 et que |a| + |b| = 2. C’est absurde si a et b sont
positifs (car a + b = |a| + |b| dans ce cas). Si a est positif et b est négatif, on a :

la| +|b| =a+ (=b) = a —b.

On veut donc que a +b =1 et a —b = 2. On résout ces deux équations par substitution. La premiére
donne b = 1 — a et on reporte cette expression dans la deuxiéme :

3
a—b=2<=a—(1-a)=2 <= 2a—1=2 < a=g.

De plus,sia =2 alorsb=1-a=1-3 = —1.
Syntheése. On pose (a,b) = (2, —3). On vérifie bien que (2,—1) € F car a+b =3 — 3 = 1. De plus,

2
-+ o= 3]+ |3 = + 1 =2 donc[2 € 7],

- A / 13 :
Bien sir, le couple (—3,5) permet aussi de conclure.

Par I’absurde, on suppose que % € F. Par définition de F', on sait qu’il existe un couple (a,b) € E tel
que 1 = |a| + |b|. Puisque (a,b) € E, on sait aussi que a + b = 1. D’aprés I'inégalité triangulaire, on
2 g g
en déduit que :
la+b|<la|+[b] donc1< ] cequiest absurde.
S~~~ ~——
=1 =1/2

Par conséquent, |+ ¢ F'|.
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3. Trouver un autre exemple d’élément appartenant a F' et justifier votre réponse.
» Ona (3,-2)€ Ecar3+ (—2)=1,donc |5b=|3|+|—2| € F|

Attention de ne pas prendre un exemple de couple (a,b) € E avec a et b positifs,
sinon on retrouve que |al + |b| = a+b =1 est un élément de F'.

4. Justifier que F est minoré.
» Pour tout couple (a,b) € R? on a |a| + |b] = 0 car les valeurs absolues sont positives. On en déduit
que 0 est un minorant de F'. Par conséquent, ‘F est mlnore‘

5. (a) Soit un réel x = 1. Trouver un couple (a,b) € E tel que a <0< b et x = |a| + [b].
» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche un couple (a,b) € E tel que a < 0,b > 0et x = |a|+1]b]. On a: |a| = —a et
|b| = b. On veut donc que a+b =1 (car (a,b) € E) et © = —a+b. On résout ces deux équations
par substitution. La premiére donne b = 1 — a et on reporte cette expression dans la deuxiéme :

1—

—a+b=2 <= —a+(l—a)=0 <= 1-2a=2 < a= 2x.

N _ _ -z _ 14z
De plus, sia =5 alors b=1—a=1— 132 = 2.
Syntheése. On pose | (a,b) = (5%, 12) | Vérifions que (a,b) € E, a <0 < b et z = |a| + [b]. On
a:

11— 1 2
a+b= 2x+ —12—332521 donc (a,b) € E

Onsait quexz > 1. Doncl —x<0etl+z> OParconsequenta—ngOetbzl—“”)On
a bien vérifié que a < 0 < b.

N’oubliez pas de vérifier que a < 0 < b. C’est la seule propriété qui ne découle
par directement des calculs fait en analyse.

Enfin, puisque a < 0et b >0, on a :

lal + o ) 1—:17+1+x —14+z+14+2 22
a = —Q = — = = — = 7.
2 2 2 2

(55, 5%

5, —5) | vérifie bien toutes les conditions de I’énoncé.

Finalement, le couple |(a,b) =

(b) En déduire qu’un intervalle de R a déterminer est inclus dans F.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on a trouvé un couple (a,b) € E tel que
x = |a| + |b|. Par définition de F', on en déduit que = € F. Et ceci est vrai pour tout réel z > 1.
Autrement dit, on a montré que :

Vo € [1,+oo[, x € F.

On en déduit bien que |[1, +o00[C F'|.

(c) F est-il majoré ? Justifier.
» Par I'absurde, on suppose que F' est majoré. Alors il existe un majorant M € R de F'. D’aprés
le résultat de la question précédente, on en déduit que M est aussi un majorant de [1, +oo[, ce
qui est absurde car 'intervalle [1, +oo[ n’est pas majoré. Donc ‘F n’est pas majoré ‘

6. (a) Soit (a,b) € R?. Prouver limplication : |a| +1b] <1 = a+0b< 1.
» On suppose que |a| + |b| < 1. On a d’aprés l'inégalité triangulaire :

|+ 0] < [a] + 1b].

On en déduit que |a+b| < 1 par transitivité. Or a+b < |a+ b| par propriété de la valeur absolue.
Donc a + b < 1 par transitivité. Finalement, on a bien montré que :

la| +1b| <1 = a+b< 1.
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Linégalité triangulaire permet d’aller beaucoup plus vite qu’une preuve par
disjonction de cas. Pensez a utiliser votre cours pour gagner du temps.

(b) En déduire que F C [1,+00].
» On fixe x € F. Par définition de F', on sait qu’il existe un couple (a,b) € E tel que x = |a|+ |b|.
Puisque (a,b) € E, on sait que a +b = 1. Or on a montré a la question précédente que :

la| + b <1 = a+b< 1.
Par contraposition, on a donc :
a+b>1 = o]+ >1.

Puisque a 4+ b =1, on a en particulier que a + b > 1. Par conséquent, = = |a| + || > 1. Ainsi, on
a montré que :
Ve e F, x € [1,400[.

On en déduit bien que | F' C [1, +o00] |

7. Conclure.
» D’aprés les résultats des questions 5(b) et 6(b), on a montré par double inclusion que :

F =11,400]|

Exercice 2
Déterminer la partie entiére du réel o = V11 +2v5 en Justifiant votre réponse.

» Par définition de la partie entiére, on cherche I'entier n € Z tel que n < a < n + 1. On raisonne par
analyse-syntheése.

Trouver les parties entieéres de /11 et V5 ne suffit pas. En effet, on a :

VI < VAT < [VIT| +1 et |VB] <VB< |VB|+1
donc {\/ﬁJJrQL\/gJ<\/ﬁ+2\/5<{\/ﬁj+1+2{\/gj+2.

=n :7’L+'57£7’L+1

1l faut donc chercher des encadrements de la forme :
n <Vl <ng+e et ns < V5 < No + &9

tels que ny + 2no =n et nqy + &1 + 2ng + 269 = n + 1. Puisqu’on veut 1 + 265 =1, il

suffit par exemple de chercher des encadrements tels que €1 = €5 = %

Analyse. On cherche un encadrement de V11 de la forme :

1
ny < V1l <n1+§ donc 3n; <3v11 < 3ny + 1.

Puisque la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +o00[, on veut que :

(3n1)% < (3\/ﬁ)2 < (3n1 + 1)2

N——
=9x11=99
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Or 92 = 81 < 99 < 100 = 102. Il suffit donc de prendre 3n; = 9, c’est-a-dire n; = 3. De méme, on cherche
un encadrement de /5 de la forme :

1 2
my < VB <my+3 dome 3my<3V5<3mp+1 dome (3ny)? < (3\/5) < (3ny +1)2.

——
=9x5=45

Or 62 = 36 < 45 < 49 = 72. 1l suffit donc de prendre 3ny = 6, c’est-a-dire ny = 2.
Synthése. Puisque 81 < 99 < 100, on a d’aprés la stricte croissance de la fonction racine carrée :

10 1
9 < 3v1l <10 donc 3<\/11<§:3+§.

De méme, puisque 36 < 45 < 49, on a :

7 1
6<3\/g<7 donc 2<\/§<§:2+§

Par conséquent :

1 1
342x2<VI1+2v5< (3+2)+2x(2+2]).
— 3 3

7 ~ ~ _
=7+1=8

Ainsi, on a montré que 7 < o < 8. On en déduit que | || = 7|

Exercice 3
Résoudre les équations et les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

(E1) In(2z+3) = 2In(z) + In(3)
» Puisque la fonction In est définie sur |0, +oo[, I'équation (E;) est bien définie pour :

3
<2x+3>0 <— x>—§> et >0

donc pour z €]0,400[. On a :

(E1) <= In(2z+ 3) =2In(z) + In(3)
< In (295 + 3) =1In (3:2 X 3) d’aprés les propriétés de la fonction In
<= 22 +3=32> en passant a la fonction exp
— 31 —22-3=0.

On reconnait une équation du second degré de discriminant A = (—2)? — 4 x 3 x (=3) = 40 > 0 qui

admet pour solutions z = (24+/40)/6 = (2+2+/10)/6 = (1++/10)/3 et = (1—+/10)/3. Or v/10 > 1
(car 10 > 1 et la fonction racine carrée est strictement croissante), donc (1 — +/10)/3 ¢]0, +o0|.
Finalement, ["unique solution de (E;) est :

1++10
3 .

(El) < Tr =

(E2) |#*+6x+5|<x+5
» L’inéquation (F5) est bien définie pour tout 2 € R. A gauche de I'inéquation, on reconnait la valeur
absolue d’un polynéme du second degré de discriminant A = 6% —4 x 1 x 5 = 16 > 0 qui admet pour
racines z; = (—6 +v/16)/2 = —1 et x5 = (—6 — v/16)/2 = —5. On obtient donc le tableau des signes
suivant :
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x —00 -5 —1 400

22+ 6x +5 + 0 — 0 +

On raisonne par disjonction de cas.
e 1% cas: x € — 00, —5]U[—1,+00[. Alors 22 + 62+ 5 > 0, donc |z? + 62 + 5| = 2? + 62 + 5. Par
conséquent :

(By) &= 2°+6z+5<x+5

= 22 +52 <0
<= z(x+5) <0
On a le tableau des signes suivant :
x —00 -5 —1 0 +00
x4+ 5 - 0+ - +
r(x + 5) + 0 - - 0 +

On en déduit que dans le cas ou = €] — 0o, —=5] U [—1, +-o0] :
(Ey) <— xe€{-5}U[-1,0].
e 2°cas:z € [-5,—1]. Alors 22+ 62 +5 < 0, donc |2? +6x + 5| = —(2? + 62 +5). Par conséquent :

(By) < —(2*+62+5)<x+5
— 22+ Tr+10>0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A =72 —4 x 1 x 10 =9 > 0 qui
admet pour racines (—7++/9)/2 = —2 et (=7 —1/9)/2 = —5. On a le tableau des signes suivant :

x —00 -5 -2 -1 400

x24Tz + 10 + 0 - 0 + +

On en déduit que dans le cas ou = € [—5, —1] :
(Ey) <= xze{-5}U[-2,—1].

e Conclusion. Finalement, ’ensemble des solutions de (E3) est :

{=srul-Lo)u ({5} u[-2,—1]) = {5} U[-2,0]]

() Px Yy 5J —4
» Puisque la fonction racine carrée est définie sur [0, 400, ’équation (F3) est bien définie pour
3r—520 < z > g D’apreés la définition de la partie entiére, on a :

(Bs) <= 4<20-V3r-5<5 = (YBr-5<2—4et yBr—5>2-5)

1*¢ inéquation 2¢ inéquation
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Attention avant d’élever au carré pour simplifier la racine : il faut d’abord isoler
la racine d’un coté de l'inéquation (sinon elle ne se simplifie pas) puis vérifier
que 'autre coté de l'inéquation est positif pour pouvoir utiliser la croissance de la
fonction carrée sur [0, 400].

e 1™ inéquation. On a: 2x —4 > 0 <= z > 2. On raisonne par disjonction de cas.
— 1°cas : x € [2,400[. Alors :

V32 —5<2r —4 <=3z —5< (22 —4)?
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +oo|
> 3z — 5 < 4a” — 16z + 16
> 42° — 19z + 21 > 0.

On reconnait un polynome du second degré de discriminant A = (—19)2—4x4x21 =25 > 0

N’hésitez pas a poser vos calculs au brouillon et utiliser les identités
remarquables pour gagner du temps :

197 = (20 — 1)? = 400 — 40 + 1 = 361

et 4x4x21=16(20+1) =320+ 16 = 336

qui admet pour racines (19 ++/25)/8 = 3 et (19 —/25)/8 = 7/4. On a le tableau des signes

suivant :
T —00 g % 2 3 +00
4% — 192 + 21 + + 0 — — 0 +

On en déduit que dans le cas ot = € [2, +o0] :
V3r—5<2r —4 <= x € [3,+o0].

— 2°cas: T € [g, 2[. Alors la 1™ inéquation n’est jamais vérifiée car v/3z —5 > 0 et 20 —4 < 0.

— Conclusion de la 1™ inéquation. On en déduit que :

V3r—5< 2 —4 <= z € [3,+o0[Ud =|[3, +oo]|.

e 2¢inéquation. Ona:2x —52>0 < x> g On raisonne par disjonction de cas.

— 1°"cas : x € [g,+oo[. Alors :

V3z —5>20 -5 <=3z —5> (2z — 5)*
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +-00|
> 3z — 5> 4a® — 20z + 25
< 42” — 23z + 30 < 0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (—23)2—4x4x30 =49 > 0
2.

(_
qui admet pour racines (23 + 1/49)/8 = 15/4 et (23 — v/49)/8 = 2. On a le tableau des
signes suivant :

i —00

wlot
[\
ot
o5
¢

4a% — 23z + 30 + + 0 - - 0 +
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(E4)

On en déduit que dans le cas ou x € [g, +oo[ :
V3r—5>2r -5 < z e[ 8]
— 2 cas:x € [g, g [ Alors la 2¢ inéquation est toujours vérifiée car v/3z —5 > 0 et 20 —5 < 0.
— Conclusion de la 2¢ inéquation. On en déduit que :

V3r—5>2r -5 < z€ |3, 2[U[32

—
Il
—
wlot
=&
—

e Conclusion. Finalement, ’ensemble des solutions de (E3) est :

3, +ooln [3, 2 =[[3. 2]

22— 2z +m
z—1
» L’inéquation (Fy) est bien définie pour # —1#0 <= x# 1. On a :

<m en fonction du parameétre m € R

(Ey) <~ 7 —m <0
22 — -1
x r+m—m(x )<0
r—1
2 (2 2
z*—(2+m)r + m .
r—1

Au numérateur, on reconnait un polynéme du second degré de discriminant :
A=(=24m)°—4x1x2m=(m+2)?—8m=m?+4m+4—8m =m?—4m+4 = (m —2)°.

On raisonne par disjonction de cas.
e 1cas: A =0 <= m=2. Alors:

2 _4x+4 —2)2
(E)) <~ w<0 — u<0.
rz—1 rz—1
Dans ce cas, on a le tableau des signes suivant :
x —00 1 2 +00
(x — 2)2 + + 0 +
z—1 —~ 0 + +
-2 - - 0 -

On en déduit que dans le cas oum =2 :
(E4) — ] — 00, ]-[

e 2°cas: A >0 <= m # 2. Alors le numérateur admet pour racines :

24+4m+vVA  24m+|m—2| . 24+m—|m—2|
— = (] IQZ .
2 2 2

e 1% sous-cas : m > 2. Alors m — 2 > 0 donc |m — 2| = m — 2. Par conséquent :

T

24m+m—2 2m . 24m—(m-—2) 4 5
et = — =m e To = = - = .
2 2 2 2 2

Dans ce cas, on a le tableau des signes suivants :

T
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T —00 1 2 m +00

2% — (24 m)z + 2m + + 0 - 0 +

x -1 - 0 + + +

2 —(24+m)z42m
z—1

On en déduit que dans le cas ot m > 2 :

(Ey) <= ]— 00,1[U]2,m].

e 2° sous-cas : m < 2. Alors m — 2 < 0 donc |m — 2| = —(m — 2) = —m + 2. Par conséquent :
24m—-m+2 4 24m—(—m+2) 2m
T = =—-—=2 et x9= = —=m.
2 2 2 2

La racine m peut-étre situé a gauche ou a droite de 1 dans le tableau des signes.

e 1° sous-sous-cas : m < 1. Dans ce cas, on a le tableau des signes suivants :

x —00 m 1 2 400
2 — (2+m)x +2m + 0 - -0 +
r — 1 - - 0 + +
1;2—(21-T1):c+2m o 0 + _ 0 +

On en déduit que dans le casoum < 1 :
(Ey) <] —o00,m[U]L,2][.

e 2° sous-sous-cas : m > 1. Dans ce cas, on a le tableau des signes suivants :

T —00 1 m 2 +0o0

22— (2+m)x +2m + + 0 - 0 +

r—1 - 0+ + -

2 —(2+m)z+2m
z—1

On en déduit que dans le cas ou m €]1,2] :
(Ey) <= ]—o00,1[Ulm,?2[.

e 3° sous-sous-cas : m = 1. Dans ce cas, on a le tableau des signes suivants :

T —00 1 2 +00
22— (24+m)x +2m + 0 - 0 +
r —1 - 0 + +

22— (24+m)x+2m
z—1
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On en déduit que dans le casoum =1 :
(Ey) <] —o00,1[U]1,2].

e Conclusion. Finalement, ’ensemble des solutions de (FEy) est :

| —oo,m[U]1,2[sim < 1
| — o0, 1[UJ1,2[ sim =1
] — ool[ Im,2[sil<m<2|

| —o0,1[  sim=2
| — ool[ 12,m[si2<m

La résolution de cette inéquation n’est pas si compliquée, elle demande juste
une bonne organisation. N’oubliez pas de cas, de sous-cas ou de sous-sous-cas.
Utilisez des tableaux de signes pour clarifier les raisonnements. N’oubliez pas la
conclusion.

(Es) 22 +2m(xz+1) =3  en fonction du parameétre m € R
» L’équation est bien définie pour tout x € R. On a :

(B5) <= 2* +2mx + (2m —3) = 0.
On reconnait une équation du second degré de discriminant :

A=(2m)?—4x1x(2m—3)=4m? —8m + 12 = 4(m* — 2m + 3).

Pensez a simplifier vos expressions. Le discrimant de 4m? — 8m + 12 est beaucoup
plus compliqué o calculer que celui de m* — 2m + 3 alors que ces deux expressions
ont méme signe.

On reconnait un polynome du second degré de discriminant A’ = (=2)2 —4 x 1 x 3= -8 < 0. On en
déduit que A > 0 pour toutes les valeurs de m. Par conséquent :

-2 4(m?2 — 2 3
e m—l—\/(m m—ir):_m+ T — 9 1 3

(E5) <= 2

ou r=|-m—vm?2—2m-+3

Probléme 2

On considere les deux réels sutvants :

p=\7+5V2 et v=1/7T—-5V2.

Le but de ce probleme est de simplifier les expressions de i et v.
1. (a) Calculer pv et p® + v3.
» On a d’apres les propriétés de la racine cubique :

e
- §/<7+5\/§) (7-5v2)

- (5\/5)2
= /19— 50
V_

(car (—1)* = —1).

BCPST1A lycée Hoche 2021-2022 14 sur 123 Sébastien Godillon




Et :
1P = <\3/7+5¢§)3+ <§”/7—5\/§)3 = (7+5v2) + (7-5v2) = [14]

(b) Développer (1 + v)>.
» On a d’apreés les propriétés de la puissance :
(n+v)?=(p+v)?x(u+v)
= (1 +2mw +17) (n+v)
= 13 4+ 20y + o + v + 22 + 13
= 1+ 3y + 3 + VP,

On apprendra bientot a développer ce type d’expression beaucoup plus ra-
pidement (4 Uaide de la formule du binéme de Newton et du triangle de
Pascal).

En utilisant les résultats de la question précédente, on peut simplifier :

(n+v)® =p’ + 0%+ 3uv(p+v) = |14 = 3(u+v))|

2. On pose A= p+ v et P(z) = 2+ 3z — 14 pour tout réel x.
(a) Déduire des questions précédentes que P(\) = 0.
» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

N=(p+v)?=14-3u+v)=14 -3\

Par conséquent :
PN =X 43\ —14=14—-3\+3)\— 14 =]0]

(b) Vérifier que P(2) =0 (on dit que 2 est racine évidente) puis trouver trois réels a, b et c¢ tels que :
Ve eR, P(z)=(z—2)(az®+ bz +c).
» On a:
P(2)=2°+3x2-14=8+6—14=]0]

Pour trouver a, b et ¢, on raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche (a,b,c) € R? tels que pour tout réel z :

P(z) = (z — 2)(az® + bz + )
= ax® + ba? + cx — 2az* — 2bx — 2c
=az’ + (b — 2a)2* + (c — 2b)x — 2c.
Or on sait que :
P(z) = 2° +3x — 14 = 12° 4+ 02° + 3z — 14.

Par conséquent, il suffit que :

a=1 a=1
b—2a=0 donc b=2a=2
c—2b=3 c=3+20=T7
—2¢c = —14 c=1"1.

Synthése. On pose | (a,b,c) = (1,2,7) | En reprenant les calculs effectués en analyse, on vérifie

bien que :
Ve eR, P(z)=(z—2)(2"+2z+7).
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(c) Résoudre l’équation P(x) =0 d’inconnue x € R et en déduire la valeur de \.

» On a d’apreés le résultat de la question précédente :

Plx)=0 < (z—2)(2*+22+7) =0
< (z—2=0 ou 2°+22+7=0) (par intégrité).

On reconnait une équation du second degré de discriminant A = 22 —4 x 1 = —24 < 0 qui
n’admet donc pas de solutions. Par conséquent :

Plz)=0 <= z=2.

Ainsi, 2 est la seule solution de I’équation P(z) = 0. Or on a montré a la question 2(a) que \ est
une solution de I'équation P(z) = 0. On en déduit que [\ = 2],
3. On pose Q(x) = (v — p)(x — v) pour tout réel x.
(a) Soit x € R. Simplifier Uezpression de Q(z) a l'aide des résultats précédents.
» On a:

Qr) = (v —p)(z —v)
=2’ — (u+v)z+
et

= d’aprés les résultats des questions précédentes.

(b) En déduire que p et v sont solutions de 'équation x* — 2x — 1 =0 d’inconnue x € R.

» On a:

Q) =0 <= (z—p)lxz—v)=0
— (z—p=0 ou z—v=0) (parintégrite)
= (ZE:/L ou :L':u).
Ainsi, p et v sont les solutions de 1'équation Q(x) = 0. Puisque Q(x) = 2% — 2z — 1 d’apreés le
résultat de la question précédente, on en déduit bien que ‘/L et v sont solutions de l’équation‘
(42— 22 —1=0]
4. Conclure.

» L’équation 22 — 2z — 1 = 0 est du second degré, de discriminant A = (—=2)2 -4 x 1 x (—=1) =8 > 0.
Elle admet donc deux solutions :

2 8 2+2v2

D’aprés le résultat de la question précédente, on sait que (i, v) = (21, z2) ou bien (p, v) = (xg, ;). Or
W= {’/7+5\/§> {’/7—5\/52 vetz =14+v2>1—+2=ux, On en déduit que (u,v) = (1, 29).

Finalement, on a montré que :

u:\3/7—|—5\/§:1+\/§ et V:\3/7—5\/§:1—\/§.

Exercice 4
On consideére la suite (uy,)n>o0 définie par

up =0, ur=1 et Yn =0, upio = Dy — 6u,.
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Montrer qu’il existe (a,b,c) € R? tel que pour tout entier n >0, u, = a x b" + c".
» On cherche (a,b,c) € R? tel que :

Vn >0, u, =axb"+ "

On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On veut pour n =0 :

O=wuy=axbt+c"=a+1 donc a=-—1.
De méme, on veut pour n =1 :
l=uy=axb +c'=—-b+c¢ donc c=b+1.
De plus, la relation de récurrence donne pour n =0 :
Uy = du; —b6ug=5x1—6x0=05.
On veut donc pour n =2 :

S5=uy=axb+ct=-b"+b+1)*=2b+1 donc b=2.

Synthése. On pose |a = —1,b=2¢et ¢ =3 ‘ Montrons que u, = a X b" 4+ ¢ = —2" + 3" pour tout entier
n > 0. On raisonne par récurrence double.
Initialisation. On a :

043 = 141=0=wuy et —2'43'=-243=1=1u,

donc le résultat est vrai aux rangs n =0 et n = 1.
Hérédité. On suppose que u, = —2" + 3" et u,; = —2"" + 3" pour un rang n > 0 fixé. Alors :

Upi2 = DUpyq — 6u, d’apres la relation de récurrence de 1’énoncé
=5(—2""" 43" —6(—2"+3") d’apres les hypotheses de récurrence
=5(—2x2"4+3x3")+6x2"—-6x3"
=—-10x2"4+15x3"+6 x2" -6 x 3"
=—4x2"+9x3"
=22 x2"+3*x 3"
= —ont2 4 3nt?
Par conséquent, si le résultat est vrai aux rangs n et n+ 1 alors il est vrai au rang n + 2. Et cette implication

est vraie pour tout rang n > 0.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence double, on en déduit que

‘Vn}(}, u, = —2" + 3" |

Finalement, on a bien trouvé | (a,b,c) = (—1,2,3) | tel que pour tout entier n > 0, u,, = a x b" + ¢".
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DS n° 2 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Résoudre les équations trigonométriques suivantes d’inconnue 6 € R.
cos(f) sin(d) 1
E = -
(B) ==+ = =5
(E5) cos(570) = cos(270) en factorisant par 'angle moitié

1
(E3) cos(30) sin(6) + 2 cos(f) sin®(9) = 7 e linéarisant

Probléme 1

Le but de ce probléme est de démontrer que :

1—
Vo €] —1,1], arccos(x) = 2arctan ( a:) :
1+

1—
Pour cela, on fixe un réel z €] — 1, 1] et on pose # = 2 arctan (1/ T x)
x

1—1¢
14t
. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

1. Etudier les variations de la fonction f : t — sur son ensemble de définition.

2

3. Déduire des questions précédentes que 6 est un réel bien défini appartenant a [0, 7.
4. Exprimer cos(#) en fonction de tan(6/2).
5)

. Conclure en rappelant la définition de arccos(x).

Exercice 2

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C en écrivant les solutions sous forme algébrique.
Z+1

141z

(E5) 24222 +4=0

(Be) [1+2+8i|=[4+2+Ti

(Ey) =2-3i
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Probléme 2

Le but de ce probléme est d’étudier la suite (ay,)nen définie par :

4a,,
a, — 2

CLO:4 et ‘v’nGN, Ap+1 =

Les trois parties sont indépendantes.

Partie I - Calculs et validité de la définition

1.

[Informatique] Ecrire en Python une fonction suite qui prend en argument un entier naturel n et
qui renvoie le réel a,,.

Calculer aq, as et as.

Trouver deux réels ¢ et d tels que Vn € N, a,.1 =c+

a, — 2
Montrer que a,, > 4 pour tout entier naturel n et en déduire que (a,),en est bien définie.

Partie II - Monotonie et bornes

Dans cette partie, on pose la fonction f : x +—

P N o

dx
x—2
Etudier les variations de f sur son ensemble de définition.

Déterminer le signe de f(x) — z pour tout réel x dans I’ensemble de définition de f.
A laide des questions précédentes, représenter graphiquement les premiers termes de (@n)nen-

On conjecture que la suite (ag)k>o est croissante, minorée par 4, majorée par 6, et que la suite
(agk+1)k=0 est décroissante, minorée par 6, majorée par 8. Démontrer ces conjectures.

[Informatique|] On suppose avoir écrit en Python une fonction suite qui prend en argument un
entier naturel n et qui renvoie le réel a,. Expliquer ce que renvoie la fonction suivante.

def mystere(epsilon):
n=0
while suite(n+1)-suite(n)>epsilon:
n=n+2
return n/2

Partie III - Terme général et limite

1
Dans cette partie, on pose b, = — pour tout entier naturel n.
a

10.

11.
12.
13.

14.
15.

n
[Informatique|] On suppose avoir écrit en Python une fonction suite qui prend en argument un
entier naturel n et qui renvoie le réel a,. Ecrire en Python une fonction test qui prend en argument
un entier naturel n et qui renvoie ’égal & zéro’ si a, =0 et non nul’ sinon.

Prouver que s’il existe un entier naturel n tel que a,, = 0 alors Vp > 0, a,_, = 0.

En déduire que la suite (b, ),en est bien définie.

1 b,
Montrer que Vn € N, b,,1 = 19

Exprimer b,, en fonction de n € N.

En déduire une expression de a,, en fonction de n € N puis la valeur de lim,,_,  ay,.

Exercice 3
On considére la suite (u,),>; définie par :

up=us =1 et Yn>=1, upro=4(upr1 — 2uy,).

Déterminer une expression de u,, en fonction de n > 1.
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Corrigé du DS n° 2 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1

Résoudre les équations trigonométriques suivantes d’inconnue 6 € R.
cos(f) sin(f) 1
E + = -
(B1) —3 1 5

» On commence par simplifier U'expression  cos(0) 4  sin(f) en cherchant deux réels r et ¢ tels que :

%COS(Q) + isin(@) =rcos (0 + ¢).

D’aprés la formule d’addition du cosinus, on a :

rcos (0 + ¢) = r(cos(8) cos(p) — sin(f) sin(p)) = rcos(p) cos(d) + ( — rsin(p)) sin(6).
=1/3 =1/4

Il suffit donc que rcos(yp) = 1/3 et rsin(p) = —1/4. On a d’aprés la formule de Pythagore :

(r Cos(gp))2 + (r sir1(<,0))2 = r2(§082(g0) +sin®(p) ) =1°

e}
par conséquent :
) 12+ 1\? L, 11649 25
rT = — _— = — —_— = g .
3 4 9 16 9x16 32x42
Il suffit donc de poser :
N
V122 127
On en déduit que :
1 4 i 1 3
cos(yp) = 3= et sin(p) = = TF

Puisque cos(p) = 4/5, on a d’aprés le cercle trigonométrique :
4 4
dk € Z, ¢ = arccos R +2km ou ¢ = —arccos 5 + 2km.

Puisque sin(¢) = —3/5 < 0, on en déduit qu’il suffit de poser :

4
= | — arccos — .
14 5

Finalement, on a aprés simplification :

cos(f) ~sin(f) 1 5 oy L
3 + 1 " <— Ecos (O—arccos(g)) =z
<= oS (8 — arccos (%)) = ;—?
D’aprés le cercle trigonométrique, on a :
any 12 6 — arccos (4) = arccos (1—2) + 2km
cos (0 — arccos (5)) ~ 95 = Jk ez, (ou 0 — arcgos (%) = — aQrer:cos (%) + 2km |-
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Finalement, I’ensemble des solutions est :

o)+ ) ok : ) ok | keZ
arccos 5 arccos o5 7T, arccos 5 arccos o ™ .

(Ey) cos(570) = cos(270) en factorisant par l'angle moitié
» On a:

cos(570) = cos(270) <= cos(576) — cos(276) = 0.

Or cos(576) — cos(276) est la partie réelle de €™ — €27, On simplifie cette expression & I’aide d'une
factorisation par I’angle moitié. On a :

570+ 270 846

— = 426.
2 2
Donc :
61579 - 61270 — 61429 (6157971429 - 6127971429)
— 67,4209 (61150 o 6—2150)

= e"22isin(150) d’aprés les formules d’Euler
= (cos(426) + isin(426))2i sin(156)
= —2sin(426) sin(150) +i 2 cos(420) sin(150) .

partie réelle partie imaginaire

Par conséquent :
cos(570) — cos(276) = Re (" — ™) = —2sin(420) sin(156).
On en déduit que :

cos(570) = cos(270)
<= — 2sin(420)sin(150) =0
<= sin(420) =0 ou sin(150) =0 par intégrité
< dkeZ, 420 =kr ou 150 =kn d’apres le cercle trigonométrique

B km km

<:>E|k€Z, Q—E ou 0:1—5

Finalement, ’ensemble des solutions est :
km km
— — Z ¢ |.
{42’ 15 ‘ be }

1
(E3) cos(30) sin(6) + 2 cos(f) sin®(0) = 7 linéarisant

» On commence par lindariser 1'expression cos(36)sin(#) + 2 cos(f) sin®() a l'aide des formules
d’Euler :

cos(30) sin(f) 4 2 cos(f) sin®()

i30 4 o—i30 cit _ o—if i 4+ o0 olf _ o—if 3
= . +2 .
2 21 2 21

L. —i i —i 2 i —i i —i0)3
:E(e?’e—i-e 36) (ee—e 9)+—16i(60+6 0)(69—6 9) .
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(eio . e—ie)?’ _ (ew . e—i9)2 (6i9 . 6—1’9)
_ (ei29 _24 67129) (eia B efie)
— B30 _9gi0 | =0 _ i | 9= _ —i30

— 6@39 o 36z6 + 36—10 o 6_139.

Nous apprendrons bientdt a calculer ce genre d’expression plus rapidement a [’aide
de la formule du binéme de Newton.

Par conséquent :
cos(36) sin(#) + 2 cos(6) sin®(0)

:% (6i39 4 e—i36‘) (eiG _ 6—2’0) . é (eiﬁ 4 6—1'0) (6i36' o 36i0 + Se_w _ €_i39)

— 8_ <2 (6149 o 6129 + 67120 o 67249) o (6140 . 36129 + 3 67129 + 6129 -3 + 367129 . 67140) )
i
1 ) )
=% (6140 — 6_146) aprés simplifications
i
1
= §2i sin(40) d’apres les formules d’Euler
i
sin(46)

4
On en déduit que :
1
cos(30) sin(6) + 2 cos(f) sin®(0) = 1
sin(40) 1
4 4
<= sin(40) =1
—dkeZ, 40= g + 2km  d’apres le cercle trigonométrique

m  2km
<—dkeZ, 0=—-+—.
€& 8 * 4
Finalement, ’ensemble des solutions est :

T  kr

Probléme 1

Le but de ce probleme est de démontrer que :

1—
Vo €] —1,1], arccos(xz) = 2arctan ( T x) :
T

1—
Pour cela, on five un réel x €] — 1,1] et on pose § = 2 arctan ( T :1:)
\ x

sur son ensemble de définition.

1. Etudier les variations de la fonction f : t — 1
» Onal+t=0 <= t=—1. Donc la fonction f est définie et dérivable sur R\ {—1} comme
quotient de deux polyndémes dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus :

“Dx(1+8)—-(1-t)x1 —2
veeR\{-1}, f() e T <0
On en déduit le tableau des variations de f :
22 sur 123 Sébastien Godillon
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Donc |la fonction f est strictement décroissante sur | — oo, —1[ et sur | — 1, +00[|.

Attention : la fonction f n’est pas strictement décroissante sur R\ {—1}. Le
principe de Lagrange (donnant la monotonie d’une fonction en fonction du signe
de sa dérivée) est valable seulement sur des intervalles. L’ensemble R\ {—1} n'est
pas un intervalle (c’est une union de deux intervalles).

2. Calculer les limites de f auz bornes de son ensemble de définition.

» On a:
—0—-1=-1
L 1
lm f()= lm ~—' — lm . xt_ =[~-1]
—_—— ~ 1
forme indéterminée = \ ,
—04+1=1
De méme :
1
. ot o
-+1
t
De plus :
—1—(—1)=2 —1-(-1)=2
1—t 1—1t
li t)= lim — = t i t)= lim —— = :
Jm S = Jm —g— =loee] et i f0) = lim,
~ ~
1+(—1)—=0- 14(—1)+=0+
On peut donc compléter le tableau des variations de f :
t —00 —1 400
f'(t) - -
—1 +00
o | T T
—00 —1

3. Déduire des questions précédentes que 0 est un réel bien défini appartenant a [0, 7[.

» On sait que § = 2arctan (\/f(a:)> Puique x €] — 1,1], on place la valeur t = 1 dans le tableau
des variations de f. On a f(1) = 0 donc :
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t —00 -1 1 +00
f(t) - -
—1 400
f(t) \ \0\
—00 -1

Puisque z €] — 1, 1], on en déduit que f(x) € [0,4+o00[. Par conséquent \/ f(z) est bien définie. Par

définition, arctan ( f (x)) est I'unique angle appartenant a | — 2, %

[ dont la tangente est égale a

202
/ f(x). D’aprés le cercle trigonométrique, on en déduit que arctan (x/f(x)> € [0, 5[ car \/f(z) > 0.
Ainsi :

0 < arctan( f(x)) < g donc 2 x (0 < 2arctan (Vf(x)) <2x g
=0 ~~

=0 =T

.

Finalement, on a bien montré que |0 est bien défini| (car f(z) > 0) et que |0 € [0, x|,

4. Exprimer cos(0) en fonction de tan(0/2).
» On a:

cos(f) = cos (2%) = 2 cos® (g) — 1 d’apres la formule de duplication du cosinus.

De plus, on a :

.2 (0 2 (0 2 (0
| 2 0y _ 1 Sl (%) _ cos (§) +sin”® (%) _ 1
PRSI e TT we® e
donc : .
cos® () =

1+ tan? (%)

En reportant dans I’expression de cos(f), on obtient :

_ 2 (0 1 — 2
cos(e):Q%_lz 2— (1 +tan 9(2)) _ tan
1+ tan® (%) 1+ tan? (%) 1 + tan? (

)|
)

[ SIS IS

5. Conclure en rappelant la définition de arccos(z).

» Par définition, | arccos(z) est I'unique angle appartenant a [0, 7] dont le cosinus est égal 4 z | A la

question 3, on a montré que ¢ € [0, 7[ donc en particulier 6 € [0, 7]. Ainsi, il suffit de montrer que
cos(f) = x pour en déduire que § = arccos(x). Or on a :

1-— 1—
tan (g) = tan (arctan ( 1T a:)) car § = 2 arctan < 1T x)
T x

1—x
= par définition de ’arctangente.
1+

1l—2x 11—z
we = (Vi) = 15

Donec :
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En réinjectant cette expression dans le résultat de la question précédente, on obtient :

1—tan2(g
COS”):ﬁ
1l
K

1 - (1 -
_ El i 1’3 " El xg en multipliant le numérateur et le dénominateur par 1 + x
€T — X
2x

2

=X.

Par conséquent, on a montré que cos(f) = = et que 0 € [0,7] a la question 3. Par définition de

’arccosinus, on en déduit que 6 = arccos(x). Finalement, puisque § = 2 arctan (, /i—i), on a démontré
que :

1—
arccos(z) = 2 arctan ( x) :
I+

Exercice 2
Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C en écrivant les solutions sous forme algébrique.

z41
E =2—3i
(B) 157 '
» On a
1ZJZZ:2—3¢ = ati=(1+i)(2-3)
=2—3i+2iz+32
— 24+i1=2-3i+ (3+2i)z
— z—(342i)z2=2—-3i—1
= (—2-2i)z=2—4i
2 —4i
<— Z:—Q—;i car —2 — 21 # 0.
Or :
2—4i  (2—4i)(—2+2)) —4+4i+8i+8 4+12i 1+3i
—2-2i (=2-2)(=2+2)  (=2)2+(-22 8 2
:zx%;|z|2

N =
+
][9]
-~

Finalement, on obtient une unique solution égale a

(Bs) 2442224+ 4=0
» On pose w = z2. Alors :

422 44=0 = w+2w+4=0.
On reconnait une équation du second degré a coefficients réels. Son discriminant est égal a :
A=2"—4x1x4=-12<0.

L’équation admet donc deux solutions complexes conjuguées qui sont égales & :

—2+0V12 —2+442V3

5 5 = —14+iV3 et wy=—1—iV3.

w1
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Ainsi 22 = w; ou z? = w,. Pour résoudre ces équations, on écrit w; et wy sous forme exponentielle.

On a:

2
jun] = |1+ V3| = \/(—1)2 +(v3) =2
On cherche un argument 0 € R de wy; = —1 + i3 qui vérifie w; = 2¢% donc :

—1+1iv3 = 2(cos(d) +isin(h)) = 2cos(h) +i2sin(f) .
=1 -3

On veut donc que cos(f) = —% et sin(f) = \/75 D’apreés le cercle trigonométrique, il suffit par exemple
de choisir 0§ = %” Ainsi, on a :

wy = 2673 ot wy = Wy = 2i27/3 = 2e127/3,

Puisque z = 0 n’est pas solution des équations z? = w; et 2o = w» (car wy # 0 et wy # 0), on peut
aussi écrire z sous forme exponentielle : 2 = re ot r = |z| et € R est un argument de z. Ainsi on
a:

2 =w = (rew)z — 2¢'27/3

s 7,26220 — 26127r/3

= =2
3k € Z, 20 = 2 + 2kw

r=+2 carr >0
— {Hk:eZ, 6=7=+kn.

On obtient une infinité d’arguments possibles, mais d’apreés le cercle trigonométrique on obtient
seulement deux solutions complexes différentes :

22 =w — (z =123 ou z= \/§ei(”/3+ﬂ)>.

Puis on écrit ces deux solutions sous forme algébrique :

V2e'™/3 = \/§(cos (%) + 4 8in (%)) =2 (% —H%g) = 72 —l—i‘/Té
et V2e!T/3H = /2 (cos (%”) + 4sin (4?”)) = —\/75 — i‘/Té.
On procede de méme avec la deuxiéme équation :
2= wy = (7”(3"9)2 = 2¢~i2m/3
r=v2
— {erZ, = —T+kn
—s (Z — V23 ou s = \/iei(—n/?ﬂm))
<— (z = \/5(008 (—%) + 7sin (—%)) = ‘/75 —i76 ou z= %ﬁ —i—z"/Té).

Finalement, on obtient un ensemble de quatre solutions :

V2 VB N VB VI VB V2 G
{7+277_7_ZT>T_277_7+Z_}'
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(Bs) |1+ z+8i| = |4+ 2z +Ti
» On écrit 'inconnue sous forme algébrique : z = a 4 ib ol a est la partie réelle de z et b sa partie
imaginaire. Alors :

1+ 248 =44+ 2+7i| < |[1+a+ib+8i| = |4+ a+ib+ T

— |1+a)+i(b+8)|=|4+a)+ib+7)|

= V1 +a)?2+(b+8)2=/(4+a)2+ (b+T7)?

& 1+2a+a>+b*+16b+ 64 = 16 + 8a + a® + b* + 14b + 49
en élevant chaque membre au carré

<= 2a+ 16D+ 65 = 8a + 14b + 65
en simplifiant par a® + b

<= 16b — 14b =8a — 2a <= 2b = 6a <= b= 3a.

Finalement, on obtient une infinité de solutions. L’ensemble des solutions est :

{z=a+ieC|b=3a}|

On peut également écrire [’ensemble des solutions a l'aide du parametre a :

{a+ibeC|b=3a}={a+i3a|acR}.

Probléme 2

Le but de ce probléme est d’étudier la suite (a,)nen définie par :

4a,,
a, — 2

ap=4 et YneN, a1 =
Les trois parties sont indépendantes.

Partie I - Calculs et validité de la définition

1. [Informatique] Ecrire en Python une fonction suite qui prend en argument un entier naturel n et
qui renvote le réel a,,.

» Par exemple :

def suite(n):
a=4
for i in range(n):
a=4xa/(a-2)
return a
2. Calculer ay, ay et as.
» On a:
4ag 4x4 16 4a,q 4x8 32 16
alz = :—:8’ 0/2: = = — = —
ap—2 4-—2 2 ap—2 8—2 6 3

4 4 x 16 4 4 2
et as3 = 2 _ 3—6/3—6 —3—.

a;—2 ¥ _2710/3 10 5
Donc7 a2:13—6 et agz%.

3
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3. Trouver deux réels c et d tels que Vn € N, a,1 = c+ 5
ap —

» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche deux réels ¢ et d tels que :

d
a, — 2

VneN, a1 =c+

On fixe n € N. On veut donc que :

N d cla, —2)+d  ca,+ (d—2c)
A1 = C = = :
1 a, — 2 a, — 2 a, — 2

Or on sait que :
4a,,

Up41 = .
a, — 2

Il suffit donc que c=4 et qued —2c=0 < d=2c=28.
Synthése. On pose \c = 4\ et \d =8 \ En reprenant les calculs de I’analyse, on a bien montré que :

d 8
VneN, a,p1 =c+ =4+ .
ap — 2 ap — 2

4. Montrer que a, > 4 pour tout entier naturel n et en déduire que (ay,)nen est bien définie.
» On raisonne par récurrence. On pose 'assertion P, : «a, > 4» pour tout n € N.
Initialisation. Pour n = 0, on a ag = 4 donc en particulier ay > 4. On a bien vérifié que Py est vraie.
Heérédité. On fixe n € N et on suppose que P, est vraie, donc que a,, > 4. Montrons que P, est
vraie, donc que a, = 4. D’apres le résultat de la question précédente, on a :

8

ntl =4+ .
Qn+1 @ —2

8

an—2

Or a, > 4 d’aprés I’hypotheése de récurrence. On en déduit que est positif et donc que :

Apy1 = 4+

On a bien montré que P, est vraie. Finalement, on a démontré que Vn € N, P, — P,.1.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que P, est vraie pour tout n € N, donc
que :

‘VneN, an, 24‘.

En particulier, on en déduit que a, — 2 # 0 (car a, — 2 > 2) pour tout n € N. Donc le dénomi-
nateur de la relation de récurrence définissant la suite (a,),en ne s’annule jamais. Par conséquent,

(@n)nen est bien définie |.

Partie 11 - Monotonie et bornes
4dx
x—2
5. Etudier les variations de f sur son ensemble de définition.

» Onazx—2=0 <= x=2. Donc la fonction f est définie et dérivable sur R\ {2} comme quotient
de deux polynoémes dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus :

Dans cette partie, on pose la fonction f: x —

veeR\(2), flo)= USRS 2o

On en déduit le tableau des variations de f :

BCPST1A lycée Hoche 2021-2022 28 sur 123 Sébastien Godillon



Donc |la fonction f est strictement décroissante sur | — 0o, 2[ et sur |2, +00[|.

Attention : la fonction f n’est pas strictement décroissante sur R\{2}. Le principe
de Lagrange (donnant la monotonie d’une fonction en fonction du signe de sa
dérivée) est valable seulement sur des intervalles. L’ensemble R\ {2} n’est pas
un intervalle (c’est une union de deux intervalles).

6. Déterminer le signe de f(x) — x pour tout réel x dans l’ensemble de définition de f.
» Soit z € R\ {2}. On a :

) — o = 4z _x:4x—x(:v—2) :—x2+6x:$(6—$)'
T —2 x—2 T —2 T —2

x —00 0 2 6 +00
x — 0 + + +
6—a - - + 0 -
x—2 — - 0 + +
flx)—x + 0 - + 0 -

Donc |la courbe représentative de f est au-dessus de la droite d’équation y = = sur | — 0o, 0]U]2, 6]

et | en-dessous sur [0, 2[U[6, +oo[|.

7. A Uaide des questions précédentes, représenter graphiquement les premiers termes de (@n)nen-
» D’aprés la définition de la suite (ay,)nen, on a :

4a,
a, — 2

VneN, a1 =

= f(an)-

On peut donc représenter graphiquement les premiers termes de (a,)n,en & 'aide de la courbe
représentative de la fonction f et de la droite d’équation y = x.
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8. On conjecture que la suite (aox)r=o0 est croissante, minorée par 4, majorée par 6, et que la suite
(aok+1)k=0 est décroissante, minorée par 6, majorée par 8. Démontrer ces conjectures.

» On raisonne par récurrence. Pour tout k£ > 0, on pose 'assertion :

P(k) : «4 < ag < ag@er1) < 6 < ag(ep1)+1 < dopr < 8.

Ecrivez une assertion qui contient toutes les propriétés que vous devez démontrer
afin d’éviter de perdre du temps a rédiger plusieurs récurrences.

Initialisation. Pour k£ = 0, on a d’apres les résultats de la gestion 2 :
16 32
azxo = ag = 4, Az(0+1) = G2 = 37 az(041)+1 = ag = E et asxoy1 = a1 = 8.
Or4 <1 (car4x3=12<16), ¥ <6 (car 3x6=18>16),6 < 2 (car 5 x 6 =30 > 32) et 2 <8
(car 5 x 8 =40 > 32). On en déduit bien que :
d<ag<a <6<az3<a <8

Donc P(0) est vérifiée.
Hérédité. On fixe & > 0 et on suppose que P(k) est vraie. Montrons que P(k + 1) est vraie. D’aprés
I'hypothése de récurrence P(k), on sait que :

4 < agk < A1) < 6 < agpy1y41 < dapgr < 8.
—— ———

=a2k+2 a2k+3
Et on veut montrer P(k + 1), c’est-a-dire :
4 < agry1) < Aky141) < 6 < Gopp140)4+1 < A2(kr1)41 < 8.
—— N —_———  —
=02k 42 =02k+44 A2k 45 =02k +3

D’apres le tableau des variation de la f dressé a la question 5, on sait que f est décroissante sur [4, 8].
En appliquant f a I'hypothése de récurrence P(k), on en déduit que :

f(4) = flan) = flams) 2 [(6) = flasmss) 2 flama) = f(8)
A e e N e e Ve ~~

=8 =agk+1 =a2k+3 =6 a2k+4 a2k+2 =16/3>4
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En réordonnant ces inégalités, on a :
4 < agkyo < Gopga < 6 < g3 < agpgr < 8.
En appliquant une nouvelle fois f (qui est décroissante sur [4, 8]), on obtient :
f(4) = flagki2) = flaokia) = f(6) > flaomys) = flaomir) = f(8)
~ Y Y Y T ~~
=8 =a2k+3 =a2k+5 =6 a2k 44 a2k+2 =16/3>4

En réordonnant ces inégalités, on a :
4 < agkro < Gopra < 6 < agpgs < agpe3 < 8.

Ainsi, on a bien montré que P(k + 1) est vraie. Finalement, on a prouvé que P(k) — P(k+ 1)
pour tout k£ > 0.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que P(k) est vraie pour tout k& > 0,
c’est-a-dire que :

VEk >0, 4<aw < aypyr) <6< agpyyr1 < dargr < 8.

Par conséquent, on a démontré que |la suite (ag;)r>o est croissante, minorée par 4, majorée par 6

et que |la suite (agy1)k=0 est décroissante, minorée par 6, majorée par 8 |.

9. [Informatique] On suppose avoir écrit en Python une fonction suite qui prend en argument un
entier naturel n et qui renvoie le réel a,. Fxpliquer ce que renvoie la fonction suivante.

def mystere(epsilon):
n=0
while suite(n+1)-suite(n)>epsilon:
n=n+2
return n/2

» La variable n dans la fonction mystere décrit les entiers naturels pairs. Apres la boucle while,

elle sera égale au plus petit entier naturel pair n tel que a,4; — a, < epsilon. La fonction suite

renvoie alors 5. Si on note n = 2k, la fonction renvoie donc § = k qui est égal au plus petit

2
entier naturel tel que aggy1 — agr < epsilon. D’aprés le résultat de la question précédente, on
sait que la suite (agxi1)k>0 est minorée par 6 et que la suite (agx)r=0 est majorée par 6. Donc

aspy1 — Gor représente la distance entre les termes agy, et agrr1 (car ag, < ageyp). Finalement,

étant donnée un réel epsilon, ‘la fonction mystere renvoie le plus petit entier naturel k tel que la

distance entre ag; et agr11 soit plus petite que epsilon ‘

D’aprés la représentation graphique obtenue a la question 7, la suite (a,)nen semble
tendre vers 6, donc les termes agy et asi1 semblent se rapprocher l'un de l'autre
lorsque k augmente. La fonction mystere sert a confirmer cette impression : pour
chaque valeur arbitrairement petite de epsilon > 0, la fonction mystere trouvera
un rang k a partir duquel les termes asy et asy1 sont a une distance inférieure a
epsilon.

Partie III - Terme général et limite

1
Dans cette partie, on pose b, = — pour tout entier naturel n.
an,

10. [Informatique] On suppose avoir écrit en Python une fonction suite qui prend en argument un
entier naturel n et qui renvoie le réel a,. Ecrire en Python une fonction test qui prend en arqument
un entier naturel n et qui renvoie ’égal a zéro’ sia, =0 et >non nul’ sinon.

» Par exemple :
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def test(n):
if suite(n)==0:
return ’égal a zéro’
else:
return ’non nul’

11. Prouver que sl existe un entier naturel n tel que a, = 0 alors Vp = 0, a,—, = 0.

» On suppose qu’il existe n € N tel que a,, = 0. On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour p =0, on a a,_¢ = a,, = 0 d’aprés 'hypothese. Donc le résultat est vérifié pour
p=0.
Hérédité. On fixe p > 0 et on suppose que a,,_, = 0. Montrons que le résultat est vrai au rang p + 1,
c’est-a-dire que ap—(p41) = 0. On a ap_(p41) = an—p—1 et d’apres la relation de récurrence définissant
la suite (a,)nen :

Upp—141 = M donc  4a,_p—1 =0 x (ay—p—1 —2) =0.

N~———  Op—p-1—

=an—p=0
On en déduit que a,,—,—1 = 0. On a bien montré que le résultat est vrai au rang p + 1 lorsqu’il est
vrai au rang p, et cette implication est vraie pour tout p > 0.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que :

Vp=0, app,=0]|

12. En déduire que la suite (b,)nen est bien définie.
» On déduit du résultat de la question précédente pour p = n que : a,_, = 0. Ce qui est absurde car
Gn_n = ag = 4. Par conséquent, on a montré par ’absurde que ’hypothése «dn € N, a,, = 0» est
fausse et donc que la négation «Vn € N, a, # 0» est vraie. On en déduit que b, = 1/a,, est bien

défini pour tout n € N et donc que |la suite (b, )nen est bien définie |.

1 b,
13. Montrer que ¥Yn € N, b,11 = 1 9
» On fixen € N. On a :
1
bpi1 = par définition de la suite (by,)nen
Ap41
1
= —,— d’aprés la relation de récurrence de la suite (@n)nen
an—2
Gy — 2
- da,
5o — 2 1 .
=2 car b, = — par définition donc a, = —
E n n
1—2b, . ) 3 .
= en multipliant le numérateur et le dénominateur par b,
RS
4 2]

14. Exprimer b, en fonction den € N.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on reconnait une suite arithmético-géométrique. On
commence par résoudre I’équation caractéristique associée :

1 a La_l 1.2 1
=Ty T AT T T AT 3T
——
=3a/2
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Ensuite on pose la suite auxiliaire (un =b,—a=>b, —

6)n€N. On a pour tout n € N :

1
Ups1 = bpy1 — g bar définition de la suite auxiliaire (u,)nen

1 b 1 3-2 b, 1 by 1<b 1)

4 2 6 12 2 12 2 2

6

1
= —5Un par définition de la suite auxiliaire (u;,),en.

On reconnait une suite géométrique de raison —1/2. On en déduit que :

1 n
VneN, wu,=ug <——) )

2
Or :
b 1 1 1 1 1 3-2 1
Un = —_——_ = — Y —_ = = — —- = —— = —
076 4 6 4 6 12 12
Donc :
1 1 1\"
bn__: n— o\ &
Vn € N, 5 U 12( 2)
et finalement :
1 \" 1
VTLEN, bn_ﬁ(_é) —|—6

15. En déduire une expression de a,, en fonction de n € N puis la valeur de lim,,_,  a,.
» D’aprés le résultat de la question précédente, on a pour tout n € N :

1 1 12
e e

Puisque —% €] —1,1], on a lim,_,; « (—%)n =0 et donc :

12
i n=——=~06]|
n—1>r-i{looa 0+2

Exercice 3
On considére la suite (u,)n>1 définie par :

U1 = Uy = 1 et Vn 2 1, Upt2 = 4(Un+1 — 2un)

Déterminer une expression de u,, en fonction den > 1.
» On a:
V=1, upio = 4(upr1 — 2uy) = dup — Suy,.

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On commence par résoudre I’équation caractéristique
associée :
P =4¢—8 <= ¢*—4¢+8=0.

On reconnait une équation du second degré a coefficients réels. Son discriminant est égal a :
A=(-4)?-4x1x8=-16<0.
L’équation admet donc deux solutions complexes conjuguées qui sont égales a :

_4+iV16
===

T =242 et g=7=2-—2i.
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On écrit ces solutions sous forme exponentielle. On a :
| = |2+2i| = V22 + 22 = VB =2V2.
On cherche un argument 6 € R de ¢, = 2 + 2i qui vérifie ¢; = 2v/2¢? donc :

242 = 2\/5( cos(f) + isin(f)) = \2\/5(:08(0)1 +i\2\/§sin(6’)j.

=5 =2
On veut donc que cos(f) = % = \/Li = 72 et sin(f) = ‘/75 D’aprés le cercle trigonométrique, il suffit par

exemple de choisir § = 7. Ainsi, on a :

¢ = 226/t et =7 = 2/ 2ein/4 = 24/2e =1/,

D’aprés le théoréme sur la forme du terme général d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dans le cas ou
A < 0, on sait qu'il existe deux constantes (A, B) € R? telles que :

Yn>1, w,= <2\/§>n1 (ACOS (n—=1)%) 4+ Bsin ((n—1)%) >

Attention a lordre des quantificateurs! A et B sont deux constantes, c’est-a-dire deux
réels qui ne dépendent pas du rang n.

Pour trouver les constantes A et B, on utilise les premiers termes de la suite.
Pourn=1.0Onawu =1et:

uy = (2\/§>H (Acos ((1-1)5) +Bsin (1= 1)F) ) = 4.
R M =0

On en déduit que A = 1.
Pourn=2 Onawuy=1c¢t:

w = (2v2) (cos (2 13) +Bsin (2~ D)%) ) = 2v2 (2 + B2) =21+ B).

=22 - ::/%/2 :\75/2

On en déduit que 1 =2+ 2B donc B = —1/2.
Conclusion. Finalement, on obtient :

Yn=1, u,= (2\@)711 <COS ((n — 1)%) —
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Soit n € N. Simplifier les sommes :

L So= > (=i 2T,= > ij 3 U= > (i)zk—%.

1<i<j<n 1<ij<n 0<j<k<n

Exercice 2
Pour tout n € N, on pose S, = Z (—1)k Ek® et on cherche & simplifier cette expression.
1<k<2n

1. (INFO) Ecrire une fonction Python somme(n) prenant en argument un entier naturel n et qui renvoie
la valeur de S,,.

2. Soit n € N. Montrer que S,, = (i (2k)3> - (i (2k — 1)3>.

k=1 k=1
3. Soient a,b des réels. Développer (a + b)*.

4. En déduire une expression simplifiée de S,,.

Exercice 3
Soit un parameétre réel a. On considére la fonction f, : R — R définie par :

x? — a?

Ve Dy f(2) = ——4
o far fo () 22+ 2ax +a

1. Déterminer le domaine de définition de f,. On pourra procéder par disjonction de cas. Dans quel cas
fa est-elle une application ?

2. Déterminer I'ensemble des antécédents de 0 par f,. On veillera a vérifier que les éléments trouvés
appartiennent a Dy, .

3. Etude de la fonction f;.

(a) (INFO) Ecrire une fonction trace(n) prenant en argument un entier naturel n et qui trace
le graphe de la fonction f; sur le segment [1,2] en considérant n + 1 points équirépartis de ce
segment.

(b) La fonction f; est-elle injective ? Surjective ? Justifier vos réponses.

Exercice 4
On consideére la suite (u,),, oy définie par :

1
2+u,

Uy = 1,Vn € N,Un+1 =

1. (INFO) Ecrire une fonction Python suite(n) prenant en argument un entier naturel n et qui renvoie
la valeur w,,.

Montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0.

La suite (uy,),cy est-elle monotone ? Justifier votre réponse.

Montrer par récurrence que pour tout n > 1, | u, — 1 |< ‘”Aj,:ﬁo'.

Gl W

(INFO) En déduire une fonction petit_intervalle(a) prenant en argument un réel strictement
positif, et qui renvoie une liste [uy,, u,+1] vérifiant | u, 11 — u, |< a.
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Exercice 5
Résoudre I'équation d’inconnue 6 € R suivante :

cos(100) + cos(116) 4 cos(126) + - - - 4 cos(986) + cos(996) = 0.

cos (122) sin(456)

sin (2) lorsque 0 ¢ {2km | k € Z}.

Indication : montrer que le membre de gauche est égale a

Exercice 6
Dans cet exercice, on fixe un entier n > 2 et on souhaite calculer le produit suivant :

1. [Informatique] Ecrire en Python une fonction produit qui prend en argument l'entier n et qui
renvoie la valeur de P.

2. Résoudre I'équation 2% + 2z + 1 = 0 d’inconnue z € C.
Dans la suite de I'exercice, on note j I'unique solution de z? + 2z + 1 = 0 de partie imaginaire positive.
3. Ecrire j sous forme exponentielle et calculer 5.

4. Montrer que pour tout Z € C :

Z2+1=(Z+1)(Z+j)(Z2+5%) et Z°—1=(Z2-1)(Z-j)(Z-j°).

HngH j+k h i+ k-1
P s
M, (k—1) Hj+k:+1 11 —ji+k

6. Conclure en déterminant une expression simplifiée de P.

5. En déduire que :

Exercice 7
On considére 'ensemble E des suites (uy,)en telles que :

VneN, upiz— 3upi + 2u, = 0.

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. [Informatique] Ecrire en Python une fonction suite(u0,ul,u2,n) qui prend en arguments trois
réels et un entier n > 3 puis qui renvoie la valeur de u,, ot (u,),en est la suite de E de termes initiaux
ug = u0, u; = ul et uy = u2.

2. Soit (ay)nen appartenant a E telle que ag = 4, a; = —5 et ay = 13. On considére la suite auxiliaire
(a),)nen définie par @), = a,41 + 2a, pour tout n € N.

a) Calculer ap, a} et db.

Soit n € N. Exprimer a;,, en fonction de a;,; et aj,.

(¢) Montrer par récurrence que (a,)nen est constante. En déduire que : Vn € N, a,11 = —2a,, + 3.

(d) Déterminer le terme général de (a,)pen-

3. Soit (b,)nen appartenant a F telle que by = 2, by = —2 et by = 3. On considére la suite auxiliaire
(b7, )nen définie par b, = b, — (—2)" pour tout n € N.

(a) Montrer par récurrence que : Vn € N, b, — 20/, + b, = 0.
(b) Déterminer le terme général de (b,),en.
)

(c¢) En déduire le terme général de (by,)en-
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Exercice 8

On pose :
241
Zz =

2—1i
Le but de cet exercice est de montrer que le complexe z n’est pas une racine de I'unité, c’est-a-dire que
z" = 1 pour aucune valeur de n € N*. Pour cela, on raisonne par ’absurde en supposant 'existence d’un
n € N* tel que 2™ = 1, c’est-a-dire tel que (24 i)™ = (2 —4)". De plus, on pose :

n—1

s=Y" (Z) (2 — i)k (20 k,

k=1
1. On considére I’ensemble :
L={a+ibeC| (ab)€Z}.
(a) Soient (21, 22) € L% Montrer que 21 + 2o € L et 2125 € L.
(b) En déduire que S € L puis que |S|? € Z.

(24)"

5 puis calculer |S|%.

2. Montrer que S =

3. Conclure.
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
Enoncé et corrigé de V. Vong

Soit n € N.
1. On a o
Sn = <icjen (G = 1)
= Z?:l 5:1 (J—1)
= Z?Zl {;01 (1) par le changement de variable [ = j —
_ N\ JU=b
-y s

- % (Z?:l (J* - ])>

= 1 (X2 = )

_1 <n(n+1)(2n+1) _ n(n+l)

5 5 ) d’aprés les formules usuelles

[\

= 20D (9 41— 3)

nn+1)(n—1)
5 .

2. On a Y
T, = Zlgi,jgn ]

= 2?:1 Z?:l ijQ
= Z?:I i <Z;‘l:1 j2>

o n  .n(n+1)(2n+1
=2 e ZT)

n(n+1)(2n+1 n .
(o) s

_ <n(n+1)(2n+1)) _n(n+1)

6 2

n?(n+1)>(2n + 1)
12
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3. On a
Un = ZOSjSkSn (’;) 2k
= S (S50 ()247¥)
= Y2 (XL ) (1))
=21+ )" d’apres la formule du binome
= T2 ()
=i ()

on reconnait une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison % # 1. Donc

1— 5 n+1
Un — (2)5 ]
=3
Donc
n+1
o2 ()
3 2

Exercice 2
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Voici la fonction demandée :

def somme(n)
S =0
for k in range(1,2*n+1)
S =8 + (kxx3)*(-1)*x*k
return S

2. Soit n € N. On a

Sp = > (DR + > (=R
1<k<2n 1<k<2n
k pair k impair

On effectue le changement de variable k = 2p dans la premiére somme. On a alors 1 < k < 2n <=
1 < p < n. car p est un entier. Donc

S = (Z (1) <2p>3> S D SN
1<k<2n
k impair
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On effectue le changement de variable k£ = 2p — 1 dans la deuxiéme somme. On a alors : 1 < 2p—1 <
2n <= 1 < p < n car p est un entier.

S = (Z (—1)* (2p)3> + (Z (=" (2p - 1)3>

p=1 p=1

Donc

D’ou

Sn = <Zn: (219)3) - (i (2p — 1)3>

p=1 p=1

3. Soient a,b des réels. D’apreés la formule du binéme et le triangle de Pascal, on obtient :

(a+b)° = a® + 3a%b + 3ab® + b

4. On a d’apreés la question 1,
n n

Sp=Y 2k =D (2k—1)°.

k=1 k=1

En développant a l'aide de la formule trouvée dans la question 2, on trouve

n n

Sp=Y_(2k)° = ((2k)* = 12k> + 6k — 1) .

k=1 k=1

Donc en simplifiant :
Sa=12) k=6 k+> 1
k=1 k=1 k=1
En appliquant les formules usuelles, on trouve
Sp=2nn+1)2n+1)—-3n(n+1)+n

En factorisant :
Sp=n2(n+1)2n+1)—-3(n+1)+1).

Donc :
Sp=n((n+1)(4n+2—-3)+1)
Donc :
Sp=n(n+1)(4n —1)+1).
D’ou
S, = n(4n* + 3n)
Donc

S, =n*(4n +3)|

Exercice 3
Enoncé et corrigé de V. Vong

Soit un parameétre réel a. On considére la fonction f, : R — R définie par :

ZL’Q—CL2

v € Do o) = o e
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1. Déterminons le domaine de définition de f,. Pour cela, déterminons d’abord les solutions d’inconnue
x € R suivante :
2 + 2ax +a = 0.
On reconnait une équation du second degré de discriminant A = 4a* — 4a = 4a (a — 1).
— Cas 1:a€]0,1].
Le discriminant est alors strictement négatif. Donc 1’équation n’a pas de solution réelle.
Dans ce cas, Dy, = R.
— Cas 2 :a €] —00,0[U]1, +o0.
Le discriminant est alors strictement positif. L’équation admet donc exactement deux solutions :

—2a +2y/a(a —1) —2a — 2y/a(a —1)
y Ly =
2

2

Ir1 =

Donc

r1=—a++ala—1),20 = —a—+/ala—1).
On en déduit que Dy, = R\{—a + \/a(a —1),—a — y/a(a — 1)}

— Cas 3 : a = 0 L’unique solution de I’équation est donnée par x; = 0.
On a alors Dy, = R\{0}.
— Cas 4 : a = 1. L’unique solution de I’équation est donnée par z = —1.
On a alors Dy, = R\{—1}
De I’étude précédente, on en déduit que f, est une application si et seulement si a €]0, 1[.
2. Soit a € R. Soit x € Dy, Raisonnons par équivalence :

2

fal@)=0 <= 2° —a*=0 < z=aouz=—a.

Vérifions si a et —a sont bien des éléments de Dy,. On se place dans le cas ot a € R\0, 1[. Raisonnons
par équivalence :

—a=—-a++ala—1) <= Vala—1)=0 < a=0o0ua=1.

De plus,
—a=—-a—+/ala—1) <= a=0oua=1.

On en déduit que —a est solution si et seulement si a € R\{0,1}. De méme :

a=—-a++/ala—1) <= 2a = +/a(a —1)
< (4a®* =a*—a) A (a>0)

— Ba®’+a=0)A(a>0)

< a=0
De plus,
a=—a—+/ala—1) = 2a = —y/a(a — 1)
= (4a* = a* —a) A (a <0)
= (Ba?+a=0)A(a<0)’
— a=0oua= >

3

On en déduit que a est solution si et seulement si a € R\{0, —%
En résumé,
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Pour tout a € R\{—3,0,1} les antécédents de 0 par f, sont exactement a et —a,
I'unique antécédent de 0 par f; est la valeur 1,
I'unique antécédent de 0 par f_ 1 est la valeur %,

0 n’a pas d’antécédent par f.

3. Etude de la fonction f;.

(a)

(b)

Voici la fonction demandée :

import matplotlib.pyplot as mpl
def trace(n)

L = [1+i/n for i in range(nt+1)]
[(x*x*2-1)/ (x**2+2%x+1) for x in L]
mpl.plot(L,M)

=
I

Soit x € R\{—1}, soit y € R. On a

z2—1

@)=y <= g =Y

(z=1)(z+1) _

= Tz Y
-1
— T =Y

—ar-1=y(z+1)

—zx(l-y) =1+y

On remarque alors pour y = 1, cette équation n’a pas de solution. Donc f n’est pas surjective.
En supposant que y # 1, on a alors

filz)=y &= z2=—.

On remarque alors pour tout y € R\{1}, cette équation admet une unique solution. On en déduit
que pour tout y € R, I’équation d’inconnue z € R\{—1} f(x) = y admet au plus une unique
solution. Donc f est injective.

Exercice 4
Enoncé et corrigé de V. Vong

On considére la suite (u,)

nen définie par :

1
2+ u,

Uy = 1,Vn S N,Un+1 =

1. Voici la fonction demandée :

def suite(n)

u=1

for _ in range(n)
u = 1/(2+u)

return u
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2. Pour tout n € N, on pose P(n) : u,, > 0. Démontrons P par récurrence.
— Initialisation : on a ug =1 > 0.
Donc P (0) est vraie.
— Héredité : soit n € N. Supposons que P (n) est vraie. Montrons que P (n + 1) est vraie.

D’aprés P (n), on a u, > 0. Donc 2 + u,, > 0. Or 'inverse d’un nombre stricement positif est

strictement positif. Autrement dit,
1

2+ u,
Donc u,+1 > 0. P(n+ 1) est bien vérifice.

> 0.

— Conclusion : d’apreés le principe de récurrence, on en conlut que

‘VnEN,un>O‘.

3. Remarquons que ug = 1,u; = %, Uy = % On a ug > uy. Donc (uy), o n'est pas croissante. De plus,

uy < ug. Donc (uy,), oy n'est pas décroissante. Donc (uy),, . 1'est pas monotone.

4. Pour tout entier n > 1, on pose P (n) :| up, — up—1 |< %.

— Initialisation : On a | u; — ug |= |u14;ou°‘

Donc P (1) est vraie.

— Hérédité : soit n un entier supérieur a 1. Supposons que P (n) est vraie. Montrons que P (n + 1)
est vraie. On a :

1 1
2+Un 2+'U,n,1

En réduisant au méme dénominateur, on obtient

’ Up41 — Up ’:|

Up—1 — Up
2+ un) (2 + 1)

| Up1 — Un |:| (

Or u, >0 et u, 1 > 0. Donc (2 + u,) (2 + u,_1) > 4. D’on

| st — tp |<] Un—1 — Un

4 -
D’aprés P (n), on en déduit que

|u1—uo|

— 4')’L

Uy —
’un+1 — Un ’§| - 14

P (n+ 1) est bien vérifice.

— Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on en déduit que

|U1—u0’

vn Z 17 | Up — Un—1 |§ 4n—1

5. Voici la fonction demandée :

def petit_intervalle(a)

uo =1

ul = 1/3

while abs(ul-u0) > a :
u0 = ul

ul = 1/(2+ul)
return [u0,ul]

BCPST1A lycée Hoche 2021-2022 43 sur 123 Sébastien Godillon



Autre possibilité :

def petit_intervalle(a)

n=1
while (2/3)*(1/(4%*x(n-1))) > a :
n = n+l1

return [suite(n-1),suite(n)]

Exercice 5
Résoudre ’équation d’inconnue 6 € R suivante :

cos(100) + cos(116) 4 cos(126) + - - - 4 cos(986) + cos(996) = 0.

cos (12%) sin(450)
sin (g)

Indication : montrer que le membre de gauche est égale a lorsque 6 ¢ {2k7r | k€ Z}.
» Soit # € R. On a :
cos(100) + cos(116) + cos(126) + - - - + cos(986) + cos(996)

= Z cos(nb)

n=10

99
= Z Re(e™)  car €™ = cos(nf) + isin(nd)

( £ o)

On reconnait la somme d’une progression géométrique de raison €. On raisonne par disjonction de cas.
1 cas : € = 1, c’est-a-dire 0 € {2kn | k € Z} d’aprés le cercle unité. Dans ce cas :

99
cos(100) + cos(1160) + - - - + cos(996) = Re (Z 1”) =Re(l+1+---+1)=90#0.
—_—

n=10 99 — 10 4+ 1 = 90 fois

Donc I'équation n’a pas de solutions dans {2k7 | k € Z}.

N’oubliez pas de distinguer le cas o €’ = 1 puisque la formule de la somme d’une
progression géométrique n’est pas valable dans le cas ot la raison est égale a 1.

2¢ cas : e # 1, c'est-a-dire 0 ¢ {2km | k € Z} d’aprés le cercle unité. Dans ce cas :

99 89
N -0\ m~+10 . . , . .
E (ew) = g (e’e) a l'aide du décalage d’indice m =n — 10 <= n=m+ 10
n=10 m=0
89
0y 10 0\ M e e, ;0\ m+10 onm s s\ 10
= (e’e) E (610) par linéarité car (ela) = (e’e) (6’9)
m=0
A R
- — (€' d’apreés la formule de la somme
g L — (€ p
=" — . o -
1 — e d'une progression géométrique car e #£ 1
0 _ ,i900
L.eVW —e ,
=100 . car e = 1.
0 _ 619

De plus, on a par factorisation par ’angle moitié et d’aprés les formules d’Euler :

eiO _ ei909 — ei459 (6—i459 . ei459) — ei4592i Sln(—459) — 9 Sin(450>6i459
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et de méme € — e = —2isin(h/2)e/?

Donc :
—2i sin(450)e™5?
1 11 o _ 7100

cos(100) + cos(110) + - - - + cos(996) = R (6 “2isin(0/2)e?
— Re [ ¢i(10+45- 1/2)9511“(459)
sin(0/2)

_ i1009/2510.(450) sin(450)

Re (e sin(0/2)

sin(450)
= e ( (cos(2) + isin(22)) 2CEH )

_ 1090y Sin(456)
—cos( 5 )—sin(g) )
On en déduit que :

cos(100) + cos(110) + cos(126) + - - - + cos(980) + cos(990) = 0
1099) sin(456)
> 7 sin (g)
> cos (122) =0 ou sin(456) =0

— dkeZ, 10299 5+km ou 450 = kn

_ 2km km
— dkeZ 0= m—l-m ou H_E'

<:>Co( =0

Finalement, I’ensemble des solutions est :

{(&+20 |\ keZyu{s | keZ}\ {2k |keZ}|

‘N’oubliez pas de retirer les valeurs de 6 du 1°" cas.

Exercice 6
Dans cet exercice, on fixe un entier n > 2 et on souhaite calculer le produit suivant :

n

1. [Informatique] Ecrire en Python une fonction produit qui prend en argument Uentier n et qui
renvote la valeur de P.

» Par exemple :

def produit(n):
P=1
for k in range(2,n+1):
P=P* ((k**3+1) / (k**3-1))
return P

2. Résoudre l'équation z* + z + 1 =0 d’inconnue z € C.
» On reconnait une équation du second degré a coefficients réels. Son discriminant est égal a :

A=1—-4x1x1=-3<0.

L’équation admet donc deux solutions complexes conjuguées :

—1+4V3 —1—iV3

z:T ou z= 5
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Dans la suite de 'ezercice, on note j l'unique solution de z*> + z +1 = 0 de partie imaginaire positive.

3. Ecrire j sous forme exponentielle et calculer j°.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on a j = # Donc :
: —1\2 3)° 1,3
il = (7)+<7) =yati=1

On cherche un argument 6 de j. On a j = [j|e? = ¢ = cos(#) + isin(f), donc :
cos() = 5+ et sin(d) = ‘/75

D’aprés le cercle trigonométrique, on en déduit qu’on peut choisir par exemple § = = ainsi :

=7
j3 _ (eizn/3)3 — pi2m _ .

Et donc :

4. Montrer que pour tout Z € C :
ZP41=(Z+1)(Z+4)(Z+5) et Z°-1=(Z-1)(Z-3j)(Z-j%).
» Soit Z € C.Ona:

(Z+0)(Z+5)(Z2+) =(Z>+jZ+Z+3)(Z+ 5%
:Z3—|—j2Z2—|—jZQ+]32—|—Z2+]2Z+jZ—|—j3
=22+ (P+i+ )22 +i(P+i+1)Z+ 55

Or 53 = 1 d’aprés le résultat de la question précédente et j2 4+ j + 1 = 0 car j est une solution de
I'équation 22 + z +1 = 0 d’aprés le résultat de la question 2. Par conséquent :

(Z+1)(Z2+4)(Z2+4%) =2 +1,

De méme, on a :

Z-1)Z-j)(2-7*)=2"-(P+i+ )2 +i(*+i+1)Z -5 =|Z2°-1]

5. En déduire que :
ry(k+1) j+k i+ k-1
P==r==__ 7 B
YRR (HMH) (H o )

» On a:

d’aprés le résultat de la question précédente.
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De plus, j2+j + 1 =0 donc j2 = —j — 1 car j est une solution de I’équation 2% + z + 1 = 0 d’apres
le résultat de la question 2. Donc :

k+DE+)E—7—1)

5 (k—=1(k—=j)k—(=j—1))

(k+1)(+E)(—7+k—-1)

(E=1)(=j+k)(j+k+1)

P

I
=

e
[|

I
=

B
[|

2

= H’:L:2< i (H .j Tk ) (H L) par multiplicativité du produit.

Lok =D\ 5 i+k+1) \ ) —J+k
6. Conclure en déterminant une expression simplifiée de P.
» On a :
n n+1
H(k +1)= H ¢ alaide du décalage d’indice £ =k + 1
k=2 =3
n+1
ol e
= —5—— par associativite
[Tt
1!
= (qi 2) en reconnaissant la définition de la factorielle
_ (n+ 1)
= 5
De méme : )
[[E-n=]]t=mn-1)
k=2 =1
D’autre part :
j+k J+2 , . .
H = en reconnaissant un produit télescopique.

j+k+1 j+n+1

De méme :

ﬁ—j+k—1_—j+1

s Itk —J+n

D’apreés le résultat de la question précédente, on en déduit que :
P Hk2k+1 H j+k ﬁ—j+k—1
Hk 2 ] + k _|_ 1 =2 _j + k

B @ 2 \[—j+1
(n—1)\j+n+1 —j+n

=(n—1)!xnx(n+1)

—— ) )
_ (n+1)! (J+2)(=j+1)
2(n —11) (j+n+1)(—j+n)
R I e
Py R ()
n(n+1) j+1—5+2 o . 9 .
= X — . car j°+j+1=0donc —j° =45 +1
2 j+1l—j+nn+1) S 7=
n(n+1) 3
= X
2 n2+n+1
| 3n(n+1)
S22 En+ 1) |
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N’oubliez pas de simplifier l’expression finale qui ne doit plus contenir le nombre
complexe j puisque P est réel comme produit de nombres réels.

Exercice 7
On considére l'ensemble E des suites (un)nen telles que :

Vn € N, Up+3 — 3un+1 + 2Un =0.

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. [Informatique] Ecrire en Python une fonction suite(u0,ul,u2,n) qui prend en arguments trois
réels et un entier n > 3 puis qui renvoie la valeur de u, o (u,)nen est la suite de E de termes

mitiaur ug = u0, vy = ul et up = u2.
» Si (Up)nen est une suite de F, on a :

Vn c N, Up+3 = 3U/n+1 — 2un

Donec :

def suite(ul,ul,u2,n):
for k in range(3,n+1):
u=3*ul-2*ul
u0=ul
ul=u2
u2=u
return u

2. Soit (ay)nen appartenant a E telle que ag = 4, ay = —5 et ay = 13. On considére la suite auziliaire

(@) )nen définie par al, = ani1 + 2a, pour tout n € N.
(a) Calculer af, a) et a.
» On a:

&6:a1+2a0:—5+2x4:,
ah = ay +2a; =13 +2 x (—=5) = 3]

ay = az + 2as.

Or, puisque (a,)nen appartient & F, on a :

as —3a; +2a9 donc a3z = 3a; —2ag =3 X (—=5) —2 x4 =-23.

Donc :
ay = ag +2ay = —23 +2 x 13 =[3].

(b) Soit n € N. Exprimer a;,_, en fonction de a,,, et a),.
» Puisque (a,)nen appartient & E, on a :

Gpi3 — 3Apy1 + 2a, donc  a,i3 = 3a,41 — 2a,.

On a:

/
Upio = On43 + 2042
= 3an41 — 2a, + 20,49

= 2( any2 + 2541 ) — 4api1 + 3an41 — 2ay,
—_——

—
_an+1

=2ay,,, — (an+1 + Qan)

’

=a,

o / /
=|2a,, —a,|
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(c)

(d)

Montrer par récurrence que (a, )nen €st constante. En déduire que : ¥n € N, ap41 = —2a, + 3.
» On raisonne par récurrence double pour montrer que : Vn € N, a/ = 3.
Initialisation. Pour n =0 et n =1 on a d’apreés le résultat de la question 2(a) : aj = a
Hérédité. On fixe n € N et on suppose que a), =a;,., =3. On a:

=3.

—_~

a0 =2a,,, —a, d’aprés le résultat de la question précédente

=2x3—3 par hypothéses de récurrence
=3.

Donc le résultat est vrai au rang n + 2 s’il est vrai aux rangs n et n + 1, et cette implication est
vraie pour tout n € N.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence double, on en déduit que Vn € N, a/, = 3. En

particulier, la suite | (a),)nen est constante | Par conséquent, on a pour tout n € N d’aprés la

définition de la suite (a,)pen :

Uns1 + 2a, =a, =3 donc |a,.1 = —2a,+ 3|

Déterminer le terme général de (a,)nen-

» D’apres le résultat de la question précédente, on reconnait une suite arithmético-géométrique.
On commence par résoudre I’équation suivante d’inconnue o € R :

a=-2a0+3 < 3a=3 <— a=1.

Puis on pose la suite auxiliaire (a!’

résultat de la question précédente :

= a, — & = Ay, — 1)pen. On a pour tout n € N d’aprés le

"
n*

Uiy =0py1 —1=—2a,+3—-1=—2a,+2=—-2(a, — 1) = —2a
On reconnait une suite géométrique de raison —2. Donc :
VneN, a=(-2)"ay=(-2)"(ag—1)=(-2)"(4—1) =3(-2)".

n

Par conséquent :

VneN, a,=a,+1=|3(-2)"+1,|

3. Soit (by)nen appartenant o E telle que by = 2, by = —2 et by = 3. On considere la suite auxiliaire
(b )nen définie par b, = b, — (—2)" pour tout n € N.

(a)

Montrer par récurrence que : Yn € N, b, — 20, ., + b, = 0.

» Initialisation. On a :

by=by—(-2)=2-1=1,
V=0 — (-2)' = —2+2=0,
Vy=by— (—2)?=3—4=—1.
Donc :
by — 20, + by =—-1-2x0+1=0.

Donc la relation est vraie au rang n = 0.
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Hérédité. On fixe n € N et on suppose que b}, ., —2b, ;, + b, =0. On a :

;L+3 - 2biz+2 + b;z-i-l
=bnts — (—2)"" = 2(bpso — (=2)"") + byey — (—2)"*!  par définition de (b,),en
=bnt3 — 2bnta + bupr — (—2)"((—2)* — 2(—2)* + (-2))
=(bnts = 3bng1 + 2by ) + 3bpy1 — 2by — 2040 + bygr — (=2)"(—8 — 8 - 2)
=0
= — 2bpyo + 4bpy1 — 2b, + 18(—=2)"  car (b,)nen appartient a E
== 2(bpp2 = (=2)""?) = 2(=2)"" + 4( b1 — (=2)"" ) + 4(=2)""

:12;2 :l;nr+1
—2(bp, — (—2)") = 2(=2)" + 18(-2)"
7bl

= = 2y +4b = 20, + (-2)"( - 2(-2)" + 4(-2) - 2)
+18(—2)" par définition de (b,)nen

-~
=0

= —18(—2)" + 18(—2)" par hypothése de récurrence
= 0.

Donc la relation est vraie au rang n + 1 si elle est vraie au rang n, et cette implication est vraie
pour tout n € N.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que |Vn € N, 0, — 20, + b, =0|.

(b) Déterminer le terme général de (b)) nen-

» D’aprés le résultat de la question précédente, on reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre
deux. On commence par résoudre I’équation suivante d’inconnue ¢ € C :

en reconnaissant une

¢ —20+1=0 (g-1) 0 ¢=1=0 ¢=1 identité remarquable.

Puisque cette équation du second degré a coefficients réels admet une unique solution, on en
déduit que son discriminant est égal & zéro et qu’il existe deux constantes (), i) € R? telles que :

VneN, b, =+ un)l" =X+ un.

n —

Pour déterminer les constantes A et u, on utilise les premiers termes b = 1 et b} = 0 calculés a
la question précédente (initialisation de la récurrence) :

A=1

I=by=A+ux0=X et 0=0=A+px1l=X+pu donc {M:_)‘:_l

Finalement :

VneN, |b,=1-n|

(c) En déduire le terme général de (by)nen.
» D’aprés le résultat de la question précédente et la définition de (,),en, on en déduit que :

VneN, b,=b +(-2)"=|1—-n+(-2)"
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Exercice 8

On pose :

241

22—

Le but de cet exercice est de montrer que le complexe z n’est pas une racine de ['unité, c’est-a-dire que
2" =1 pour aucune valeur de n € N*. Pour cela, on raisonne par l’absurde en supposant l’existence d’un
n € N* tel que 2™ = 1, c’est-a-dire tel que (24 1)" = (2 —4)". De plus, on pose :

z

n—1
n
S: 2_-/671 2'717]6.
> ()i
k=1
1. On considere l’ensemble :
L={a+ibeC| (ab) € Z}.
(a) Soient (21, 20) € L. Montrer que z; + 29 € L et 2125 € LL.
» Puisque z; et zp appartiennent a IL, on peut poser z; = a; +1iby et 2y = ay+iby ou (ay,by) € Z?
et <a2,b2> € ZQ. On a:
21+ 29 = ((11 + Zb1> -+ (GQ + Zbg) = (CLl + 0/2) +1 (bl + bg) .
= =b

Or a; + ay et by + by sont des entiers comme sommes d’entiers, donc (a; + ag, by + by) € Z2. Par

conséquent, | z; + 2o € | De méme :

Z1R%9 = (a1 + ibl)(ag + Zbg) = \(alag — b1b22+i£a1b2 + (lgbl) .
=a A

Donc (ayas — biby, ajby + ashy) € Z? comme sommes et produits d’entiers. Par conséquent,
Gmel]

En généralisant, on a donc démontré que toute somme et tout produit d’élé-
ments quelconques de I appartient a L.

(b) En déduire que S € L puis que |S|* € Z.
» Ona2—i€Lcar(2,—1) € Z? et 2i € L car (0,2) € Z*. Donc pour tout k € {1,2...,n—1}:
2—i)"1T=2—-i)x(2—i)x---x(2—i) €L daprés le résultat de la question précédente
—— = N——

eL eL el

k — 1 fois
et de méme (20)"F = 2 x 2 x---x _2i €L.
~ ~—~—
el €L €L
n — k fois

Par conséquent :

(2 —)* 1 x (20)"* €L d’aprés le résultat de la question précédente.
—— =
€L eL
De plus, on sait que () € Z, donc les parties réelle et imaginaire de (7)(2 —)¥~(2)"* sont des
entiers comme produits d’entiers. Donc (})(2 —i)F~'(2i)"* € L pour tout k € {1,2,...,n—1}.
On en déduit que :

> (Z) (2 — i)k=L(24)n*

(De-itere (p)e-oere () )e- e

[ J/ N J/ J/
-~ -~ -~

€L €L €L

n—1

S

€ L d’aprés le résultat de la question précédente.
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Ainsi, . On peut donc poser S = a + ib ou (a,b) € Z*. Par définition du module, on a :

1S|)? = <\/a2 + b2)2 =a® + b7

Donc | |S|* € Z| comme somme de carrés d’entiers.

5 puis calculer |S|?.

2. Montrer que S =
» On a:

N
I
3
L
S

(2 =) (20" F

o

b
Il
—

n

(2 — i)FL(20)nk — (S) (2 — )1 (2i)"0 — (") (2 — )" (2" par associativité

3 |l

(2 — )

S

(20" (2—@)" car (7)) = (") =1 et par

I

bl

(7=

o
/\@/\
SN NG N~

= —(2i)"F — - : 0 .
pr k] 2—1 2 —1 2—3 propriétés des puissances
=i Z) (2 — ) (20)"* + E._Z)2 . > _22 par linéarité
1 no o (20)" 2—)" .
=5 (2—14)+ (2)" + ( Z)2 _ 5 Z_) d’aprés la formule du bindéme de Newton
—1 i — —1

(244" (20" (2—q9)"
2 —i L R
=%+2L_Z,((2+z)"—(2—z‘)n).

Or, on a supposé dans 1'énoncé que (2 +4)" = (2 —4)", donc (24 1¢)" — (2 —i)" = 0. Par conséquent :

(24)"

S:i—Q'

D’aprés les propriétés du module, on en déduit que :

(24)"
i —2

TP @+ [4

SP2 = ==
151 ‘ i—22 (—22+1 |5

3. Conclure.
» Puisque 4 est un entier pair, 4" aussi. Puisque 5 est un entier impair, on en déduit que |S|*> = 4" /5
n’est pas un entier d’aprés le résultat de la question précédente. Or on a montré que |S|> € Z a la
question 1(b), donc c’est absurde. Par conséquent, on vient de démontrer par 1’absurde qu’il n’existe

pas de n € N* tel que z" = 1. Autrement dit, |z = (2 +4)/(2 — i) n’est pas une racine de l'unité |.
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DS n°4 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
On considére des grilles de mots croisés ayant 7 lignes, 6 colonnes et 10 cases noires (toutes les autres cases
sont vides). Il est demandé de justifier chaque réponse mais les résultats n’ont pas besoin d’étre simplifiés.

1. Combien peut-on former de telles grilles différentes ?
2. Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont :

(a) aucune case noire dans la premiére ligne ?

(b) au moins une case noire dans un coin ?

(c) au plus deux cases noires dans la premiére colonne ?

(d) une seule case noire dans la derniére ligne et une seule case noire dans la derniére colonne ?
3. Combien y a-t-il de fagons différentes de remplir une telle grille (avec I'alphabet latin) ?

Exercice 2
On considére ’application suivante :

0:R* = R (2,9,2) = o(z,y,2) = (z —y—x,—2x+z,—2y+3z—4aﬁ).
Pour chaque A € R, on pose ¢\ = ¢ — Mdgs "application définie par :
o (T,y,2) — (z—y—m—)\x,—Qx—i—z—)\y,—2y+32—4x—)\z).
1. Dans cette question, on fixe A € R et (a,b,c) € R?. Echelonner le systéme ¢y (z,y, 2) = (a,b,c)

d’inconnues (z,y, z) € R? et déterminer son rang en fonction des valeurs de .

2. Dans cette question, on suppose que A € R\ {0,1}. Justifier que I'application p, : R® — R3 est
bijective et déterminer sa bijection réciproque.

3. En exhibant des contre-exemples, justifier que les applications ¢ = g et ¢ sont ni injectives, ni
surjectives.

Exercice 3
On considére la fonction réelle suivante :

Fram o) = @ - |

)

2. Etudier la parité de f sur 2. Dans la suite de I'exercice, on pose 2, = 2N [0, +o0|.

— X

1. Déterminer ’ensemble de définition Z de f.

3. Justifier que f est dérivable sur &, et calculer f’ sur cet ensemble.

! 1 1
4. On pose la fonction auxiliaire g : x +— f2(x) =1In ( 1 T ) — — définie sur 77 = 2, \ {0}.
x — x
a) Justifier que g est dérivable sur 27 et calculer ¢’ sur cet ensemble.

(a)

(b)

()

(d) Justifier que g s’annule une unique fois sur Z7. Dans la suite, on note o 'unique réel positif tel
que g(«o) = 0.

5. Dresser le tableau des variations de f sur Z. Les limites au bord de Z ne sont pas demandées ni les
valeurs en a et —a.

Dresser le tableau des variations de g sur Z7.

Montrer que lim, o+ g(z) = —o0, lim, ;- g(z) = lim, 1+ g(x) = +o0 et lim,,, g(z) = 0.
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Exercice 4
On souhaite calculer I'intégrale suivante :

1
]:/Of(x)dx ol f:x|—>x3+8.

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f puis justifier que I est bien définie.

2. Trouver trois constantes reélles aq, as et as telles que :

a; as(x —1) as

VZEER\{_2}7 f(l‘):x_{_Q x2_2$+4+$2—21’+4‘

z—1
x2—2x+4

3. Déterminer une primitive sur [0, 1] des fonctions f; : x — et fo:x >

+2

—x
, montrer que :

V3

4. On pose f3:x . A 'aide du changement de variable ¢ =

2 —2x+4

! V3B gy
/ fs(z)dx =C / e ol C est une constante réelle a déterminer.
0 0

5. Conclure en calculant une valeur simplifiée de I.

Exercice 5
Soit o > 0. Trouver une valeur g > 0 vérifiant :

Vo > 0, (52)"() = @,

Exercice 6
Pour tout n € N et k£ € [[0,n] on pose

I (n) = (Z) /01 2 (1 — )" " da.

1. Montrer que pour n € Net k € [0,n — 1], on a Iy (n) = I} (n).
On pourra effectuer une intégration par parties en la justifiant et en considérant les fonctions

iz v (1—z)"".

2. En déduire pour tout n € N et k € [0, n] la valeur de I, (n).
3. En déduire pour tout n € N et k € [0, n] la valeur de fol (1 —2)" " da.
4. Soient n € N et k € [0,n]. En déduire a 'aide de la question 3 une simplification de

= (n - k) (—1)*
— ¢ Jl+k+1
Exercice 7

Etant donné un mot M sur I'alphabet latin, on dit que M est un palindrome s’il se lit indifféremment de

gauche a droite et de droite & gauche. Par exemple, les mots "kayak" et "abba" sont des palindromes. De
maniére formelle, pour M = aqas...a,, le mot M est un palindrome si :

Vi € [1,n], ax = apnr1—k-

Dans la suite, les mots considérés sont écrits a ’aide de ’alphabet latin et comportent au moins une
lettre.

1. Pour chacun des mots suivants, indiquer s’il s’agit oui ou non d’un palindrome.
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(a) yoyo (b) radar (c) otto (d) aaha.

2. Déterminer le nombre de palindromes ayant exactement 3 lettres.
3. Déterminer le nombre de palindromes ayant exactement 4 lettres.

4. Pour tout n € N*, déterminer le nombre de mots ayant exactement n lettres et qui sont des palindromes.
On pourra procéder par disjonction de cas sur la parité de I'entier n.

5. Soit N > 1. En déduire le nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres et comportant au moins
une lettre. On donnera une expression simplifiée.

6. Soit N > 1.

(a) Déterminer le nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres, comportant au moins une lettre
et n’ayant aucune voyelle. On pourra s’inspirer de ce qui a été fait précédemment.

(b) En déduire le nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres et comportant au moins une
voyelle.

Exercice 8
Ecrire les fonctions demandées en Python.

1. Ecrire une fonction plus_petit(L,p) prenant en arguments une liste de nombre L et un nombre p
et qui retourne la liste des éléments de L qui sont plus petits ou égaux a p.

2. (a) Ecrire une fonction produit (L) prenant en argument une liste de nombres et qui retourne le
produit des valeurs de la liste L. Par exemple, produit([3,1,5,6]) est égal a 90.

(b) On considére la fonction mystere (L) suivante :
def mystere(L)
M =[]
for k in range(len(L))

M. append (produit (L[k]))
return M

i. "En éxécutant mystere([3,4,1]), on obtient une erreur." Justifier cette affirmation.
ii. Expliciter la liste mystere([[3,1,5,2],[2,4,1,0],[7,6]1]).
3. Ecrire une fonction est_triee_sans_repet(L) prenant en argument une liste de nombres et qui
retourne True si la liste est triée dans I'ordre croissant et ne contient pas de répétition et False sinon.

4. Ecrire une fonction approx(erreur) prenant en argument un réel erreur et qui retourne un liste
[a,b] vérifiant

a<\/3<b et b-a<erreur.
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1

On considére des grilles de mots croisés ayant 7 lignes, 6 colonnes et 10 cases noires (toutes les autres cases
sont vides). Il est demandé de justifier chaque réponse mais les résultats n’ont pas besoin d’étre simplifiés.

1. Combien peut-on former de telles grilles différentes ¢

» Chaque grille contient 7 x 6 = 42 cases. Dénombrer les grilles différentes revient & compter les

facons de placer les 10 cases noires parmi les 42 cases

. Le nombre de grilles différentes est donc égal

au nombre de 10-combinaisons d’'un ensemble & 42 éléments, c¢’est-a-dire :

42
10

(

(a) aucune case noire dans la premiére ligne ?

2. Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont :

)}

» La premicére ligne contient 6 cases. Il y a donc 42 — 6 = 36 cases qui ne sont pas dans la
premiére ligne. En raisonnant comme a la question précédente, le nombre de grilles différentes
ayant aucune case noire dans la premiére ligne est égal a :

36
10

(

)

au moins une case noire dans un coin ¢

(b)

» Le complémentaire de ’ensemble des grilles ayant au moins une case noire dans un coin est
I’ensemble des grilles n’ayant aucune case noire dans un coin. Puisqu’il y a 42 — 4 = 38 cases qui
ne sont pas dans un coin, le nombre de grilles différentes ayant au moins une case noire dans un

coin est égal a :

42
10

(1)~

38
10

)}

(

On obtient :

4
1

38
9

4
2

38
8

W)

4

%

42
10

(1)

On peut aussi partitionner en quatre cas disjoints :
— un seul coin occupé par une case noire ;
— deux coins occupés par une case noire ;
— 1ro1s coins occupés par une case noire ;

— tous les coins occupés par une case noire.

Les deux résultats sont bien égaux d’apres la formule de Vandermonde :

4
k

38
7

4
4

38
6

4
3

6)(7)6)(E)

38
10 — &

J=s)
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(¢) au plus deux cases noires dans la premiére colonne ?
» Avoir au plus deux cases noires dans la premiére colonne revient a avoir 'un des trois cas
suivants :

— aucune case noire dans la premiére colonne;
— ou bien une seule case noire dans la premiére colonne ;
— ou bien exactement deux cases noires dans la premiére colonne.

Le nombre de grilles différentes ayant au plus deux cases noires dans la premiére colonne est
donc égal a :

ou bien et puis ou bien et puis
42 — 7 =~ 7 ~ =~ 42 — 7 =~ 7 ~ =~ 42 — 7
+ X + x
10 1 9 2 8
—— ~—~—~ —— S~~~ ——
choix de 10 cases choix de 1 case choix de 9 cases choix de 2 cases choix de 8 cases

pas dans la 17° colonne dans la 17 colonne pas dans la 1™ colonne dans la 1© colonne pas dans la 17° colonne
35 35 35

= +7 + 21 )
10 9 8

On peut également passer au complémentaire en dénombrant les grilles ayant
au moins trois cases noires dans la premiére colonne, c’est-a-dire :

(1)~ (7) -G E) -6 E) -6 ) -06E)

Les deux résultats sont bien égaux d’apres la formule de Vandermonde :

() -2 (067

(d) une seule case noire dans la derniere ligne et une seule case noire dans la derniére colonne ?

» Avoir une seule case noire dans la derniére ligne et une seule case noire dans la derniére
colonne revient & avoir I'un des deux cas suivants :

— une case noire a I'intersection de la derniére ligne et de la derniére colonne, et puis les neuf
autres cases noires dans le reste de la grille (qui contient (7 — 1) x (6 — 1) = 30 cases) ;

— ou bien une case noire dans la derniére ligne mais pas dans la derniére colonne, et puis une
case noire dans la derniére colonne mais pas dans la derniére ligne, et puis les huit autres
cases noires dans le reste de la grille.

Le nombre de grilles différentes ayant une seule case noire dans la derniére ligne et une seule
case noire dans la derniére colonne est donc égal a :

ou bien et puis et puis

30 6—1 =~ 7—1 =~ 30
X X
9 1 1 8
—— N—— —— ——
choix de 9 cases choix de 1 case choix de 1 case choix de 8 cases
dans le reste de la grille dans la derniére ligne dans la derniére colonne dans le reste de la grille

1) ()]

3. Combien y a-t-il de fagons différentes de remplir une telle grille (avec ’alphabet latin) ?

» Chaque grille contient 42 — 10 = 32 cases a remplir (qui ne sont pas noires). Dénombrer les fagons
différentes de remplir une grille revient & compter les facons de placer une des 26 lettres de 'alphabet
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latin dans chaque case. Le nombre de facons différentes de remplir une grille est donc égal au nombre
de 32-listes avec répétition d’un ensemble & 26 éléments, c’est-a-dire :

26%]

Exercice 2
On considére application suivante :

0:R* =R (2,9,2) — o(z,y,2) = (z —y—x,—2x+z,—2y—|—3z—4x).
Pour chaque A € R, on pose v\ = ¢ — Ndgs Uapplication définie par :
or: (@,y,2) = (2 —y—o— Az, =2z + 2 — Ay, —2y + 32 — 4o — Az).

1. Dans cette question, on fize X € R et (a,b,c) € R3. Echelonner le systeme py(x,y,2) = (a,b,c)
d’inconnues (z,y,z) € R3 et déterminer son rang en fonction des valeurs de \.

» On utilise la méthode du pivot de Gauss :

ox(z,y,2) = (a,b,¢) < (z—y—a:—)\x,—2x+z—)\y,—2y+32—4x—)\z):(a,b,c)
(=1 =Xz — y+ z2=a L4+ Ly
— —2r — \y + z=0b Ly L,
—4dr -2y + 3-Nz=c
— Ay + z=0b
= ((-1-Nz— y+ z=a Ly 2Ly + (—1—-N)L,
—dr — 2y + 3—ANz=c L3< L3 —2L,

ZL‘— Ay + z=0b

= (=24 A+ M)y + (1 =Nz =2a+ (=1 —=N)b Ly <> L3
(=24 2Ny + (1 =Nz =c—2b L3+ Ly
:c— Ay + z2=20
= (=242 y + (1 =XN)z=c—2b

(=24 XA+ X))y + (1 =Nz =2a+ (=1 —\)b.
1 cas: =242\ =0 <= . Alors :
x—y+z:b

QOA(QT,y,Z) = (a,b,c) — O0=c—2b
0 = 2a — 2b.

On obtient un systéme échelonné de rang 1 dans ce cas.
2°cas: =242\ #£0 <— . Ona —2+2\=2(=1+ M) #0 et =2+ X + A? est un polynéme

de degré 2 en A qui admet pour racines évidente A =1 et A = —2 donc :

24+ A+ A= (=1+N)(2+N).

Pensez a simplifier vos calculs en utilisant les relations coefficients-racines pour
factoriser les polynomes de degré 2. Puisque A\ = 1 est une racine de —2+ X+ N2,
la deuziéme racine vérifie Ay + Ao = —1 et \qAy = =2, donc Ay = —2.
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Ainsi :

SOA('I" Y, Z) = (CL, ba C)

(93— Ay + z=20

= 214+ Ny +(1=-XNz=c—2b

(—1+ N2+ Ny + (1—=Nz=2a+ (—1—=\)b Ls < 2Ls— (2+ )L
([—2]x — Ay + z=10b

= 21+ Ny + (1—XNz=c—2b

\ xz =4a+2(—1—=XN)b— (2+ \)(c —2b)

ol *=2(1-XN)—2+N)1-A)=2-22-2+ A+ =2+ X2 =\(-1+)\).

De plus :

AM=1+X)=0 <<= (A=00our=1) < XA=0 car A# 1 dans le 2 cas.

1°" sous-cas : . Alors :

x +2z=0b
ox(z,y,2) = (a,b,c) <= (2 +2z=c—2b
= 4a — 2b—2(c — 2b).

On obtient un systéme échelonné de rang 2 dans ce sous-cas.

2° sous-cas : . Alors :

oz, y,2) = (a,b,c)
—2@ — Ay + z2=20
— 2-1+ Ny + (1=XNz=c—2b
AM=14+Nlz=4a+2(—1—=X)b— (24 X)(c— 2b).

On obtient un systéme échelonné de rang 3 dans ce sous-cas.
Conclusion : le rang du systéme ¢, (z,y, 2) = (a,b,c) est égal a :

1siA=1
2siA=0
3siAe R\ {0,1}.

. Dans cette question, on suppose que X € R\ {0,1}. Justifier que Uapplication oy : R — R3 est
bijective et déterminer sa bijection réciproque.

» D’aprés résultat de la question précédente, le systéme linéaire ¢, (z,y, 2) = (a,b,c) est de rang
maximal et admet donc une unique solution. Autrement dit, tout (a,b,c) € R* admet un unique
antécédent (x,y, z) € R? par ). On en déduit que |'application ¢y : R® — R? est bijective | De plus,
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on a en reprenant les calculs pour résoudre le systéme :

90)\(177 Y, Z) = (aa b7 C)

(2] - Ay + z=b

— 2-1+ Ny + (I1=XNz=c—2b
AM=14+ N =4a+2(-1=X)b—(2+ \)(c— 2b)

z = %(4a+(—2—2)\+4+2)\)b—(2+/\)c)
= m(4a+2b— (2+ N)e)
(1-))

1
- = ==
Y= iy T T xSy

1
= ————(~(4a+2b—(2+A)c) —2b
TEEy /\(a—i- (2+ N)e) +ec

da+(2=2X)b+ (=2 = A+ A)c)

(4a+2b— (2+ )\)c))

2)\(—11 + ) (
= m(2a+ (L1—=X)b—c)
1

1
—_2(b+)\(—1+>\)< C)_)\(—1+)\)<
— 2A—d)a+ (A + X2+ XA =22 = 2)b+ (A + 2+ \)e)

2a + (1 — A\)b— 4a+26—(2+>\)c))

ZYCERY (

Soyez extrémement soigneuz et vigilant pour mener ce type de calculs. Simplifiez
dés que vous pouvez et organisez VoS expressions.

Par conséquent, I'unique antécédent (x,y, z) de (a, b, c) par @, est égal a :

(:'U’ y? Z)
(@ Natb ) (et (1= Ab—¢), (42— (24 N\)e)
AM—14+X) "A=14N) "A=14N)

1
:/\<_1+)\>((2—>\)a+b—c,2a+(1—/\)b—c,4a+2b— (2+)\)C)
Par définition de la bijection réciproque ' : R? — R3 (a,b,c) — ¢y '(a,b,¢) = (z,9,2), on en
déduit que :

1
e —((2 - -2 1—A)b—c,da+2b— (2 :
P (&,b,c)v—>>\(_1+>\>(( Na+b—c,2a+ (1 —Nb—cda+2b— (24 A)c)

3. En exhibant des contre-exemples, justifier que les applications ¢ = o et w1 sont ni injectives, ni

surjectives.
> 1 cas: . En reprenant le systéme obtenu dans la question 1, on a :
:)3 +2z=0
QO()(ZL‘7y,Z):(CL,b,C) <~ y+z:c—2b

0 =4a—2b—2(c—20b).

Pour prouver que ¢, n’est pas injective, il suffit de trouver un exemple (a,b, ¢) € R?® qui admet au
moins deux antécédents. Par exemple, pour (a,b,c) = (0,0,0), on a :

Ex +2=0
goo(x,y,Z) = (07070) — y +2=0
0=0.

BCPST1A lycée Hoche 2021-2022 60 sur 123 Sébastien Godillon



On obtient un systéme échelonné de rang 2 avec une équation auxiliaire compatible et une inconnue
auxiliaire. Le systéme admet donc une infinité de solutions (par exemple (0,0,0) et (1,1,2) sont des

antécédents de (0,0,0)). On en déduit que ‘ o n’est pas injective ‘ D’autre part, pour prouver que (g

n’est pas surjective, il suffit de trouver un exemple (a, b, c) € R qui n’admet pas d’antécédents. Par
exemple, pour (a,b,c) = (1,0,0), on a :

l‘ +2=0
on(x,y,Z) = (17070) — y + 2z = 0
0=4.

On obtient un systéme échelonné de rang 2 avec une équation auxiliaire incompatible. Le sys-
téme n’admet donc pas de solutions (donc (1,0,0) n’admet pas d’antécédents). On en déduit que

o n'est pas surjective ‘

1l suffit de considérer seulement le second membre de I’équation auxiliaire :
da —2b —2(c —2b) =4a+2b—2c=2(2a + b — ¢).

Si2a+b—c =0 alors (a,b,c) admet une infinité d’antécédents, sinon il en admet
aucumn.

2° cas : . En reprenant le systéme obtenu dans la question 1, on a :

a:—y+z:b

o1(x,y,2) = (a,b,c) < 0=c—2b
0 = 2a — 2b.

Par exemple, pour (a,b,c) = (0,0,0), on obtient un systéme échelonné de rang 1 avec deux équations
auxiliaires compatibles et deux inconnues auxiliaires. On en déduit que (0,0,0) admet une infinité

d’antécédents et donc que ‘gpl n’est pas injective ‘ D’autre part, pour (a,b,c) = (0,1,0), on obtient
un systéme échelonné de rang 1 avec deux équations auxiliaires incompatibles. On en déduit que
(0,1,0) n’admet pas d’antécédents et donc que ‘(pl n’est pas surjective ‘

Plus généralement, il suffit de prendre n’importe quel exemple (a,b,c) vérifiant
c—2b=0 et 2a — 2b = 0 pour justifier que 1 n’est pas injective ; et n’importe
quel exemple (a, b, c) tel que c —2b # 0 ou 2a — 2b # 0 pour justifier que @1 n'est
pas surjective.

Exercice 3
On considere la fonction réelle suivante :

e g =0 (12

— X

)

1
» Le polynome 22 — 1 est défini pour tout # € R. Le quotient 1 T
—
1—x#0 <= x # 1. Enfin, la fonction In est définie sur |0, +o0o[ et :

1. Détermuner l’ensemble de définition & de f.

est défini si et seulement si

1+z
—x

>0 «—

1
‘ T #0 <= 14+2#0 < x# —1.

1—=x

Finalement, par produit, quotient et composée de fonctions usuelles, f est définie sur :

2 =R\ {1, -1} =] — 00, —1[U] — 1, 1[U]1, +oo[]
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2. Etudier la parité de f sur 9. Dans la suite de l’exercice, on pose P = 2 N [0, +00|.
» On a pour tout x € Z :

f(=z) = ((=2)* =1)In (’M

1= (=)
1—
:(a:2—1)1n(| x|)
|1+ z|
1
_ 2 _
—(x 1)ln T+
1 -l
1
= (2" - 1) (—ln(:1+x:)> par propriété de la fonction In
-z
1
:—(m2—1)ln(‘ —HU)
11—z

= —f(z).

On en déduit que ‘ f est impaire sur ¥ ‘

Il suffit donc d’étudier f sur |2, = 2 N[0, 4+o00[= [0, 1[U]1, +00[ | d’apres le résultat de la question
précédente.

3. Justifier que f est dérivable sur 2, et calculer f' sur cet ensemble.

» En raisonnant comme a la question 1, ‘ f est dérivable sur &, ‘comme produit, quotient et composée
de fonctions dérivables. On a le tableau des signes suivant :

T —00 —1 1 +00
14+ — 0 + +
1—x + + 0 -
1+
- = 0 + =
1—=z

Par conséquent :

Vo € 2, =[0,1[U]1,400[, f(z) = (2*—1)In ( 14—35

)

_{ (22 = 1)In (3££) si z € [0, 1]

(22 = 1)In (=) si z €]1, +o00]

_ { (22 = 1)(In(1 +=z) —In(1 — z)) siz € [0,1]
(22 = 1)(In(1 4+ z) — In(z — 1)) si z €]1, +ool.

— X

Simplifiez vos expressions avant de les dériver. En particulier, débarrassez-vous
des valeurs absolues en distinguant plusieurs cas.
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On en déduit que :

v e [0,1], f(z)=2z(In(l+2z)—In(l—2))+ (z*—1) (1Jlrw - 1_—195)
:2xln(1i—i> +(x2—1)1_2x2
—2x1n(HJ_rz ) —2

et de méme :

Vo €]1,+oof, f(x)= 23:(111(1 + ) —In(x — 1)) + (2% — 1) ( L )

1 —2
=2zIn (— +“T) + (2* = 1)

z—1 2 —1
)—2
1+z

=2zln (‘ Lte
Ve e 9, =[0,1[U]l, 400, f'(z)=2xln (‘ .

11—z

Finalement, on a :

— X

1+2x

)—z
!
4. On pose la fonction auxiliaire g : x M =In ( ]
-

1 )
5 )—; définie sur 27 = 24\ {0}.

(a) Justifier que g est dérivable sur 77 et calculer g’ sur cet ensemble.

» | g est dérivable sur &7 | comme somme, quotient et composée de fonctions dérivables. D’aprés

le tableau des signes obtenu a la question précédente, on a :

voe 2t 0L ol o) =t (|2]) -
B {ln(l—i—:c)—ln(l—x) — 2 six €)0,1]
T\ In(1+2)—In(z—1) — 1 siz €)1, +o0]

On en déduit que :

, 1 S T |
e T )

2 1

T 1l—g2 g2

B 1+ 2?2

C (1 — 22)2?

et de méme :

, 1 1 -1
vedltool )= -y

—2 1

:x2—1+ﬁ
—z?—1 2 +1

Finalement, on a :

Vo € 2 =]0,1[U]1, +oc[, ¢'(z) =
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(b) Dresser le tableav des variations de g sur ;.
» On a d’apres la courbe représentative de la fonction carrée :

1—-22>0 = 2°<1 < z€]-1,1].

On déduit du résultat de la question précédente le tableau des signes de ¢’ sur 27 :

xz 0 1 +o00
1+ 22 + +
1 — 22 + 0 —
x? 0 + +
1+ 22
/ — _
g (x) (1 _ xQ)xQ +

D’ou le tableau des variations de g sur &7 :

x 0 o 1 +00
+o0 | +00
g(x) ///ﬁ
— 00 0
(¢c) Montrer que lim, o+ g(x) = —o0, lim, ;- g(x) = lim,_,1+ g(x) = +o0 et lim, ,, - g(z) = 0.
» On a:
. 14+2x 140 ) ) 1+x 1
xli>r(r)1+]_—$_1TO_1 done xg%grg(x)_xligl*ln(l—iﬂ)_ E _.
—_—
—1In(|1])=0 —too
D’autre part :
—2 —2
1+z . 1+
im =400 et lim = —00.
z—1- 1 —x z—1t 1 —x
-0t —0~

Par conséquent :

1+=x 1
li = lim 1 - - = é i = .
s o) = i ([25]) - 5 <] evaememe i g
—_— =
—+o00 —0
Enfin :
l+x s+l 041
lim = lim 7 = = -1
$%+001—:L‘ x~>+oo;— 0—1
1+2x 1
d i = i - - = .
One xgrfoog(x) xgr}rloo In (‘ 1—2x ) T
0
— ¢

—In(|—1]|)=0
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(d) Justifier que g s’annule une unique fois sur 7. Dans la suite, on note o l'unique réel positif tel
que g(a) = 0.
» D’aprés les résultats précédents, la fonction g est continue (car dérivable) et strictement
croissante sur l'intervalle |0, 1[. D’aprés le théoréme de la bijection, on en déduit que g réalise
une bijection de |0, 1] vers ¢(]0,1]) =] — oo, 4+o00[. En particulier, 0 €] — 0o, +00[ admet un
unique antécédent par g dans |0, 1[. Autrement dit, g s’annule une unique fois sur |0, 1[. De plus,
g(]1, +00]) =]0, +00[ et 0 #]0, +00[ donc g ne s’annule pas sur |1, +oo[. Finalement,

une unique fois sur 7 =0, 1{U]1, +-00] |

N’oubliez pas de citer les hypothéses du théoréme de la bijection (et de tout
théoreme que vous appliquez). Attention : il n’est pas suffisant de montrer que
g s’annule une unique fois sur |0, 1[ pour pouvoir conclure. Lisez attentivement

[’énoncé.

5. Dresser le tableau des variations de f sur 9. Les limites au bord de & ne sont pas demandées.

» D’apres les résultats précédents, on a le tableau des signes de g sur 77 :

g(x) - 0 + +

Par définition de la fonction auxiliaire g, on a :
Vo e 77 =0, 1[U]Ll, 400, f'(z) = 2zg(x).

On en déduit le tableau des signes de f" sur 77 :

x 0 a 1 +00
2x 0 + + +
g(x) - 0 + +
f'(x) - 0 + +
D’ou le tableau des variations de f sur 2 =] — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +-00[ en utilisant que f est impaire

d’apres le résultat de la question 2 :

T —00 —1 —Q 0 e’ 1 +00

aaNy4
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Exercice 4
On souhaite calculer 'intégrale suivante :

1
I:/Of(x)dx ot f:xr—>x3+8.

1. Déterminer l’ensemble de définition de la fonction f puis justifier que I est bien définie.
» Le quotient f(x) = x/(x® + 8) est défini si et seulement si le dénominateur est non nul. Or :

22 4+8=0 <= 2°=-8 < r=V-8=-2.

Donc | f est définie sur R \ {—2} | comme quotient de fonctions usuelles. De méme, f est continue

sur R\ {—2} comme quotient de fonctions continues. En particulier, f est continue sur [1,2]. On en

déduit que f admet des primitives sur [1, 2] et donc que |U'intégrale I de f sur [1,2] est bien définie |.

2. Trouver trois constantes reélles ay, ay et as telles que :

aq CLQ(I — 1) as

Ve e R\ {-2 = '
r e R\ {-2}, f(=) 49 x2—2x+4+$2—2$+4

» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche trois constantes réelles ay, as et as telles que pour tout x € R\ {—2} :

. aq CLQ(.CL’—l) as
f(x)_x+2 x2—2x+4+x2—2x+4'
x
Orf(x):met:
a az(z — 1) N as Cay(a? =2z +4) +ax(z — 1) (2 + 2) + az(z + 2)
r+2 12-20+4 22-20+4 (x +2)(2% — 2z +4)

_ax® — 2012 + 4ay + a22” + axx — 2ap + azx + 2as
N 13 — 2x9 + 4 + 222 — 4o + 8
(a1 + az)x® + (—2a1 + as + az)x + (4a; — 2as + 2a3)
3+ 8

Donc on veut que :
r = (a1 + a2)x® + (—2a; + ay + a3)x + (4a; — 2ay + 2as3).

11 suffit que :
a1 +as =0, —2a1+as+a3=1 et 4a; — 2ay+ 2a3 =0.

On reconnait un systéme linéaire d’inconnues (ay, as, az) € R3 :

CLl —I— a9 = 0
—2a1 + as + az3 =1 Lo+ Lo+ 2L,
day — 2a9 4+ 2a3 =0 Lsy+ Ls— 41,

a1 + a =0
<~ a2 4+ a3 =1
—6ag + 2a3 =0 L3 < L3+ 2L,

CL1 + [25) =0

< a2—|— CL3:1

CL3 = 2.
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On obtient un systéme échelonné de rang maximal. I1 admet donc une seule solution égale a :

( 2 1
Aq = — = —
ST 42
1-— as 1
“TTE 76
1
ay = —ay = ——.
- SG
Synthese. On pose |a; = —% ,|as = é et lag = % . D’apreés les calculs effectués en analyse, on a bien :
_1 g 1) 1
Ve e R\ {-2 =5 6 2 .
v \i=2h () a:+2+x2—2:v+4 22 —2x+4
3. Détermi miti [0,1] des fonctions fy : @ +— tfo:ms vl
. Déterminer une primitive sur es fonctions fy : x e T
b ’ ! T+2 2 72 —2r +4
» On a: . )
Ve e [0,1], fi(x)= 12 Z((::)) en posant u(z) = x + 2.

Donc une primitive de f; sur [0, 1] est :
Ve €(0,1], Fy=In(|u(z)]) = (jz+2|).

Or si z € [0, 1] alors = 4+ 2 € [2, 3], en particulier z + 2 > 0 donc |z + 2| =z + 2. D’ou :

Ve e 0,1, |Fi(z)=In(z+2)|

De méme :

x—1 1 20 — 2 1
ve € (0,1, fz(x):x2—2x+4:§Xx2—23:~|—4:§ u(x)

en posant u(r) = 2? — 2x + 4.
Donc une primitive de fy sur [0, 1] est :
1 1,
Ve e[0,1], F,= g % In (Ju(z)]) = §ln (J* — 2z + 4]).

Or le discriminant de 2? — 2z + 4 est égal 4 A = (=2)2 —4 x 1 x 4 = —12 < 0. On en déduit que
z? — 2x +4 > 0 pour tout z € R, donc que |z* — 2z + 4] = 2 — 2z + 4. D’ou :

Ve € [0,1], |Fy(z) = %ln (* =2z +4)|

Attention : une primitive de u'/u est In(|ul). Il est donc nécessaire de vérifier que
u > 0 pour se débarrasser des valeurs absolues.

1

—x
_ ———, montrer que :
2 —2x+4 ¢

V3

4. On pose f3: x> . A Uaide du changement de variable t =

1 V33 gy
/ f3(x)dx = C’/ T ot C est une constante réelle a déterminer.
0 0

» On a:
_l—x

"=

On effectue le changement de variable 2 = ¢(t) en posant la fonction ¢ : t +—+ 1 — 4/3t. On vérifie les
hypothéses du théoréme de changement de variable dans une intégrale :

— r=1-—3t
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—  est dérivable sur R comme fonction affine,

— ¢t —+/3 est continue sur R comme fonction constante,
dz _ de(t)

N — / e —
T = ¢'(t) V3 donc dz V/3dt,

—p(0)=1-V3x0=Tet p(v3/3) =1-V3x { =0.

‘N ‘oubliez pas de vérifier les hypothéses d’un théoréeme avant de 'appliquer.

On peut donc bien appliquer le théoréme de changement de variable dans une intégrale. On obtient :

1 1 1
/0 f3(x)d$:/0 x2—2x+4d$

0 1
= /\[/3 (1 - \/§t)2 - (1 - \/§t) T (—\/gdt> en posant z = 1 — v/3¢

1
=—V3 dt par linéarité
Va3 1 — 23t +3t2 — 24+ 2/3t + 4 P

V3/3 1
=3 /0 313 ————dt d’aprés la relation de Chasles

V3 V3R at

=|— > | par linéarité.

3
D’otu le résultat en posant la constante |C' = g :

5. Conclure en calculant une valeur simplifiée de I.

» On a d’apreés les résultats précédents :

I—/f

= / _% + %(I — + % dxr d’apres le résultat de la question 2
0o \rz+2 22—-2x+4 22z +4

1/1 1 d+1/1 r—1 d+1/1 1 q inéarite
= __ o - dx+-= —dx ar linéarité
6Jy x+2 6J, 222z 14 2 ), 2 —2z+4 " P

\.v_/ %,_/ ————

e e —fs(2)
___/ fu@)dz + = /f2 )z + = /f3
= —[R@]+ [RE@]+ 5 x f/W:HZ

d’apreés le théoreme fondamental de ’analyse et le résultat de la question 4

1 1[1 VA
=5 [In(z + 2)](1) + 6 {5 In (2% — 2z + 4)} ) + %[arctan(t)]g/g/g
d’apreés les résultats de la question 3 et en reconnaissant la dérivée de ’arctangente

= _—1(111(3) —In(2)) +

- i(ln(3) — ln(4)) + ? (arctan (‘?) — arctan(0)> )

12

In(4) =In (2°) =2In(2), arctan(0) =0 et arctan <‘/?§) = % (car tan(7/6) = V/3/3).
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Par conséquent :

1 1 1 V3 7w
I=—1n(3)+ =1n(2 — In(3) — = In(2 — X =
6n()+6n()+12n() n()—|-6><6

1 ™/ 3

Exercice 5
Enoncé et corrigé de V. Vong

Soient a >0 et > 0. On a
Vo > 07 (xa)ln(zﬁ) — ealn(x)ln<x6>.

Donc ; ,
Ve >0, (:co‘)ln(x ) = 2@’

Posons g = i On a alors :
B 2
Va >0, (xo‘)ln(x ) = @),

Le nombre é est donc une valeur qui convient.

Exercice 6
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Soient n € N et k € [0,n — 1].
On définit les fonctions u: R — R et v: R — R par :

LRt -
Ve e Ru(x) = k+1,v(x) =1-2)""".

Les fonctions u et v étant des polynonmes, elles sont donc C! sur R et en particulier sur [0, 1]. De
plus,
Ve e R () = 2%, v (z) = —(n — k)(1 — )" "

En intégrant par partie et par linéarité de 'intégrale, on a

1
ot ot = [0 a1 8 £
Or n—k > 0. Donc (1 — 1)”"“ — 0. D’oi

fol o8 (1 — x)"_k dr = Z—;’f 01 aFH (1 — :U)"_(kH) dz .

En multipliant par (Z), on obtient

I (n) = (Z) <Z . ’f) /01 2 (1 — 2)" D gy

Donc
n!(n—k) b —(k+1
I (n) = (1 —2)" Y gy,
£ (n) k!(n—k)!(k+1)/0 v (12 v
D’ou
I (n) = n! /1 (1 — )" gy
(k+Dl(n—k—=1!J,
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Donc

n! 1
k() (k+1)!(n—(k+1)!)/o'” (1-2) o
Donc
I _ n ! k+1 n=(k+1) 4
k(n) = bl 0:17 (1—x) x.
Donc

[k (n) = Ik+1 (n)

Cette démonstration étant valide pour tout n € N et k£ € [0,n — 1], on a bien

Vn € N,Vkﬁ € [[O,Tl — 1]]>[k (n) = [kJrl (n) .

2. Soit n € N. D’aprés la question 1, on en déduit que la suite finie (I}, (1)), est constante. Autrement
dit, -
VEk € [0,n], Ix (n) = Iy (n).

De plus,
Iy (n) = (}) fol 20 (1 —2)" " dz

= fol (1—2)"dx

On en conclut que

1
n+1

Vn € N,Vk € [0,n], I (n) =

3. Soient n € N et k € [0,n]. D’aprés la question 2, on a

Donc

1

n i ek 1
1— - .

(k)/o " (1 —2)" "de 7

g — )" " x:—l
/Oat (1—x)""d CESIA)

Cette démonstration étant valide pour tout n € N et k € [0, n], on en conclut que

D’ou

1

1
Vn € N,Vk € [[O,n]],/ (1 =) Mdr = ———c |

4. Soient n € N et k € [0,n]. D’aprés la formule du bindme et par linéarité, on en déduit que
1 n—k 1 n—k l (n—
Jo (U= 2w = [ (S0 (1) (7)) da

=Y (=D (") Jy 2t da

/le'f(1—x)"kdx:§(”;k>k(+_—z)jl,

£=0

Donc
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D’aprés la question 3, on a
1
1
k n—k
" (1—2)" "de = ————.
(n+1)(})

S—

On en déduit que

K-k (-1
0( 14 )k+£+1_(n+1)(’;)'

/=

Exercice 7
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Le mot "yoyo" n’est pas un palindrome car la premiére lettre est un "y" et la derniére lettre est un

"o". Les mots "radar" et "otto" sont bien des palindromes. Le mot "aaha" n’est pas un palindrome
car le mot lu de droite & gauche est "ahaa'.

2. Tout palindrome a trois lettres est de la forme ajasa;, ot a; et as sont des lettres de 'alphabet latin
quelconques. Réciproquement, tout mot de la forme ajasa; ol a; et ay sont des lettres de I’alphabet
latin quelconques sont des palindromes. Ainsi, compter le nombre de palindromes revient & compter
le nombre de facons de choisir a; et as.

On en déduit que le nombre de palindromes a trois lettres est égal a :

26 x 26 = 26°|.

3. Les palindromes a quatre lettres sont exactement les mots de la forme ajasasaq, ot a; et as sont des
lettres quelconques. Compter le nombre de palindromes a quatre lettres revient alor & compter le
nombre de fagons de choisir les lettres a; et as. Donc le nombre de palindromes & quatre lettres est
égal a

26 x 26 = 26°

4. Soit n € N*,

— Cas 1 : n est pair.
Il existe donc un entier p € N vérfiant n = 2p.

Un palindrome ayant exactement n lettres est exactement de la forme
1042 ... ApApap—1 . .. A2047,

ol a,...,a, sont des lettres quelconques. Ainsi, compter le nombre de palindromes ayant
exactement n lettres revient & compter le nombre de fagons de choisir les lettres aq,...,a,. On
en déduit que le nombre de palindromes ayant exactement n lettres est égal a :

267 = 26L3*] .

— Cas 2 : n est impair. Il existe donc un entier p € N vérfiant n = 2p + 1.
Un palindrome ayant exactement n lettres est exactement de la forme

a10ag ... Qp—10pQp410pQp—1 . . . A2017,

ol ai,...,ap, a1 sont des lettres quelconques. Ainsi, compter le nombre de palindromes ayant
exactement n lettres revient a compter le nombre de fagons de choisir les lettres ai, ..., ap, api1.
On en déduit que le nombre de palindromes ayant exactement n lettres est égal a :

2671 = 26157 |
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Par disjonction de cas, on en déduit que pour tout n € N, le nombre palindromes ayant exactement n
lettres est égal & :

2654 |

5. Soit N > 1.
Tout mot ayant un nombre de lettres fixés et ce nombre étant unique, on en déduit que

(nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres)

2N
= Z (nombre de palindromes ayant exactement k lettres )
k=1
D’aprés la question 4, on en déduit que
2N s
(nombre de palindromes ayant au plus 2NV lettres) = Z 2615
k=1

En séparant par parité I’ensemble des indices, on obtient :

(nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres) = Z 267" + Z 263",
1<k<2N 1<k<2N
k pair k impair

En effectuant respectivement les changements de variables k = 2p et kK = 2p 4+ 1 dans la premiére et
deuxiéme somme, on trouve

N N
(nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres) = <Z 26p> + <Z 26° >
p=1 p=1

Donc
N
(nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres) = 2 (Z 26p) .
p=1
On reconnait une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 26 # 1. Donc

26N — 26

(nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres) = 2 - o

6. Soit N > 1.

(a) La démonstration est similaire & la démonstration de la question 5 : il suffit de remplacer le
nombre de lettres de 'alphabet latin (26) par le nombre de consonnes (20). Ainsi, le nombre de
palindromes ayant au plus 2N lettres est égal a

20N+ — 20
19 '

2

(b) On remarque qu’on a :

(nombre de palindromes ayant au moins une voyelle)

= (nombre de palindromes) — (nombre de palindromes sans voyelle) .

On en déduit que le nombre de palindromes ayant au plus 2N lettres et comportant au moins une
voyelle est égal a

25 19

5 (26N+1—26 20N+1—20)
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Exercice 8
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. def plus_petit(L,p)
M =[]
for i in range(len(L))
if L[i] <=p :
M.append(L[i])
return M

2. (a) Voici la fonction produit demandée :

def produit(L)

P=1

for i in range(len(L))
P = PxL[i]

return P

(b) i. La fonction produit s’applique a des listes de nombres. La fonction mystere prend donc en
argument une liste de listes de nombres. Or [3,4, 1] est une liste d’entiers. On en déduit que

mystere([3,4,1]) renvoie une erreur.

ii. On a:

mystere([[3,1,5,2],[2,4,1,0],[7,6]]1)=[30,0,42].

3. Voici la fonction demandée :

def est_triee_sans_repet(L)
for i in range(len(L)-1)
if L[i+1] <= L[i]
return False
return True

4. Voici la fonction demandée :

def approx(erreur)

a =2
b =3
while (b-a)>=erreur :
c = (a+b)/2
if c*x2 > 5 :
b=c
else :
a=c¢c

return [a,b]
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DS n°5 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Pour tout entier n > 1, on pose :

n
(=1*
w=y 0
k=1
1. Montrer que les suites (ag,)n>1 €t (a2n11)n>1 sont adjacentes.
2. En déduire que la suite (a,),>1 est convergente.

Dans la suite de 'exercice, on propose de calculer lim,, ., a,,. Pour cela, on pose pour tout entier n > 1 :

n

“ 1 1
=2 e = X G
k=1

k=1

De plus, on admet que la suite (b,),>1 converge vers 72 /6.
3. (a) Montrer que by, = }lbn + ¢, pour tout entier n > 1.
(b)
4. (a) Montrer que ay, =
b)

(

Exercice 2
Soient z : t — x(t) et y : t — y(t) deux fonctions dérivables sur R vérifiant le systéme d’équations
différentielles suivant :

En déduire que la suite (¢, ),>; converge vers 72 /8.
zl;bn — ¢, pour tout entier n > 1.

En déduire la valeur de lim,, . @,,.

2! (t) = z(t) + 2y(t) + 5¢* (S)
y'(t) = 3y(t) — z(t) + e* sin(t).

1. Justifier que x est deux fois dérivable sur R et vérifie une équation différentielle de la forme :

vVt € R, {

VteR, 2'(t) —42(t) + bx(t) = P(t) + 2* sin(t) (E)

ou P est une fonction polynomiale a déterminer.
2. Résoudre I'équation différentielle linéaire homogeéne associée a (E).

3. Chercher une solution particuliére polynomiale, qu’on notera 1, de I’équation différentielle :
VieR, 2"(t) —4a'(t) + 5z(t) = P(t). (E1)
4. Dans cette question, on cherche une solution particuliére de I’équation différentielle :
VteR, a"(t) —4a'(t) + 5x(t) = 2* sin(t). (E2)

de la forme w : t — €2 \() cos(t) ot A est une fonction a déterminer qu’on suppose deux fois dérivable
sur R.
(a) Montrer que X\ est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a déterminer.

(b) Trouver une solution évidente de I’équation différentielle obtenue & la question précédente, et en
déduire x,.

5. Déduire des questions précédentes la forme de x, puis celle de y.
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Exercice 3
Le but de cet exercice est d’étudier la suite (uy,),>0 définie par :

2u?
u=a et Yn=0, U, 1 = L
0 = n+1 U, + 1
en fonction d'un parameétre réel a > 0.
= ) 222
1. On considére la fonction f : x +— :
z+1

(a) Dresser le tableau des variations de f en précisant les limites aux bornes de I’ensemble de
définition de f.

(b) Etudier le signe de la fonction = — f(x) — x.

(¢) Sur un méme graphique restreint aux abscisses © > —1, représenter la courbe représentative de
f et la droite d’équation y = .

2. Dans cette question, on suppose que a €]0, 1[.

(a) Quelles conjectures peut-on formuler pour la suite (u,),>0? [lustrer ces conjectures sur le
graphique de la question 1(c).

(b) Montrer que 0 < 41 < u, < 1 pour tout entier n > 0.

(¢) En déduire la nature de la suite (u,),>0 et déterminer sa limite si elle existe.
3. Dans cette question, on suppose que a = 1. Démontrer que la suite (u,),>¢ est constante.
4. Dans cette question, on suppose que a > 1.

(a) Quelles conjectures peut-on formuler pour la suite (u,)n>0? [lustrer ces conjectures sur le
graphique de la question 1(c).

(b) Montrer que u,1 > u, > 1 pour tout entier n > 0.
(c) En raisonnant par I’absurde, montrer que la suite (uy,),>o diverge vers +oc.

Exercice 4
On considére les matrices :

757 011 -21 5
M =10 10 , N=1001 et P=| 3 0-5
3 =7 -5 000 —-31 6

Le but de cet exercice est de calculer les puissances de la matrice M a l'aide des matrices N et P. On note
03 la matrice nulle de taille 3 x 3 et I3 la matrice identité de taille 3 x 3.

1. Dans cette question, on propose de montrer que P est inversible et de calculer P~! avec deux méthodes
différentes. Les questions 1(a) et 1(b) sont indépendantes.

(a) Echelonner la matrice P et montrer que P est inversible, puis calculer son inverse.

(b) Trouver une fonction polynomiale f de degré 2 telle que f(P) = 03. En déduire que P est
inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que P"*M P = alz + N ot («a, 3) € R? sont deux constantes a déterminer.
3. Calculer N* pour toute puissance k € N.

4. Soit un entier n > 2. Ecrire (2I3 + N)" sous la forme a,Is 4+ b, N + ¢, N? oil a,, b, et c, sont trois
réels & exprimer en fonction de n.

5. En déduire que pour toute puissance n > 2 :

M™ =227 (8I3 + 4nPNP~' + n(n — 1)PN*P7").
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Probléme
Ecrire les fonctions demandées en Python. On pourra faire appel aux fonctions des questions précédentes
méme si elles n'ont pas été écrites.

1. Ecrire une fonction matrice_identite(n) qui prend en argument un entier n > 1, puis qui renvoie
la matrice identité de taille n x n.

2. Une matrice carrée M est dite magique si les sommes de ses coefficients sur chaque ligne et sur chaque
colonne sont égales. Par exemple, les matrices suivantes sont magiques :

11414 4
42 oLy 1176 9
24) \Jog) | 80105

132 3 15

(a) Ecrire une fonction somme_lignes(M) qui prend en argument une matrice M supposée carrée,
puis qui renvoie la liste des sommes des coefficients de M sur chaque ligne. Par exemple,
somme_lignes([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]) renvoie la liste [6,15,24].

(b) Ecrire une fonction somme_colonnes (M) qui prend en argument une matrice M supposée carrée,
puis qui renvoie la liste des sommes des coefficients de M sur chaque colonne. Par exemple,
somme_colonnes([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]) renvoie la liste [12,15,18].

(c) Ecrire une fonction est_magique (M) qui prend en argument une matrice M supposée carrée,
puis qui renvoie True si M est magique et False sinon.

(d) Que renvoie est_magique(matrice_identite(42)) 7

3. Soient M une matrice carrée de taille n x n et X une matrice colonne de taille n x 1. On dit que X
est un vecteur propre de M si X est non nulle (c’est-a-dire qu’au moins I'un de ses coefficients est
non nul) et s’il existe une constante A € R telle que M X = AX. Par exemple :

1 010 010 1 2 1
2 est un vecteur propre de 101 car 101 21 =14 =212
3 111 111 3 6 3

(a) Ecrire une fonction est_nulle(X) qui prend en argument une matrice X supposée colonne, puis
qui renvoie True si tous ses coefficients sont nuls et False sinon.

(b) Ecrire une fonction produit(M,X) qui prend en arguments une matrice M supposée carrée et
une matrice X supposée colonne du méme nombre de lignes que M, puis qui renvoie la matrice
colonne produit M X.

¢) Ecrire une fonction lambda(Y,X) qui prend en arguments une matrice Y = (y; 1)1<icn SUPPOSée
qul p g Yi1)1<ig pp
colonne et une matrice X = (x;1)1<i<n Supposée colonne non nulle du méme nombre de ligne
que Y, puis qui renvoie le réel yj 1 /xx1 o k est le plus petit indice i tel que x;1 # 0.

(d) Ecrire une fonction est_vecteur_propre (M,X) qui prend en arguments une matrice M supposée
carrée et une matrice X supposée colonne du méme nombre de lignes que M, puis qui renvoie
True si X est un vecteur propre de M et False sinon.

4. Soit M une matrice magique de taille n x n et X la matrice colonne de taille n x 1 dont tous les
coeflicients sont égaux & 1. Que renvoie est_vecteur_propre(M,X) 7 Justifier votre réponse.
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Corrigé du DS n°5 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1

Pour tout entier n > 1, on pose :
— (—1)
K2

ap =
k=1
1. Montrer que les suites (aop)n>1 €t (a2ni1)n>1 Sont adjacentes.
» Soitn>1.On a:

A2(n+1) — Q2p = A2ny2 — A2n
2n+2 k 2n k
(1) (1)

:Z L2 _Z L2

k=1 k=1
_1)2n+1 _1)\2n+2
= (=1) + (=1) aprés simplifications télescopiques
(2n+1)2  (2n+ 2)?
-1 1
= + car 2n + 1 est impair et 2n + 2 est pair

(2n+1)2  (2n+ 2)?

~ (2n+1)°—(2n+2)?

(2n + 1)2(2n + 2)?
2n+1—-2n—-2)2n+1+4+2n+2)
(2n 4 1)2(2n + 2)?

_ —(4n +3) <0

(2n 4 1)?(2n + 2)?
et Aoni1)+1 — Gont1 = A2pt3 — A2n41

;S (Cqyk 2 gy

:Z L2 _Z 12

k=1 k=1
(L2 (P elescon
= apres simplifications télescopiques
2n+22 " (2n+32 P P P
1 —1
= + car 2n + 2 est pair et 2n + 3 est impair

(2n+2)2  (2n+ 3)?
~ (2n+3)* = (2n+2)?
(2n + 2)%(2n + 3)2
(2n+3—2n—2)2n+ 3+ 2n+ 2)
(2n 4 2)2(2n + 3)?
dn+5

“nt 2enrap "
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On en déduit que | (ag,)n>1 est décroissante | et | (ag,11)n>1 st croissante| De plus :

lim ag, — agpi1 = lim g

n—-+o0o n—-+oo

lim —— car 2n + 1 est impair
n——+00 (2n -+ 1)2 p

= @ d’aprés les opérations usuelles sur les limites.

On a bien montré que les suites | (ag;)n>1 €t (@2,11)n>1 sont adjacentes|.

2. En déduire que la suite (a,)n>1 est convergente.

» D’apres le théoréme des suites adjacentes, on déduit du résultat de la question précédentes que
les suites (a2, )n>1 €t (a2n+1)n>1 SONt convergentes et convergent vers la méme limite. Donc la suite

(an)n>1 est convergente | et converge vers la méme limite d’aprés le théoréme des suites extraites.

Dans la suite de l’exercice, on propose de calculer lim,, . a,. Pour cela, on pose pour tout entier n > 1 :

n

1 1
bn:Zﬁ et Cn:Zm
k=1

k=1
De plus, on admet que la suite (b,),>1 converge vers 72 /6.

3. (a) Montrer que by, = %bn + ¢, pour tout entier n > 1.
» Soitn>1.0On a:

1
b2n - ﬁ
k=1
= z”: 1 + ”221 1 en séparant les indices pairs et impairs
Lo (20 T (2l 1 1) P P P
Ly 1+zn: = linéarité et t k =+ 1 (décalage d’indice)
= - — ar linéarité et en posant k = écalage d’indice
1T k-2 P P &
12":1+" L t k = { (variabl ttes)
= - — en posant k = ¢ (variables muettes
4 p k2 p (2k —1)2
——
1
= _bn +c,

(b) En déduire que la suite (c,)n>1 converge vers m*/8.
» On a d’apreés le résultat précédent :

1
Yn>1, ¢, =by, — z_lb”‘

. . 2 R . N . . .
Or on sait que lim,, b, = %. De plus, d’aprés le théoréme des suites extraites, les suites

(ban)n>1 €t (Dani1)ns>1 convergent aussi vers 72/6, en particulier lim,,_, o by, = %2. En passant
a la limite quand n tend vers +oo dans ’égalité précédente, on obtient d’aprés les opérations
usuelles sur les limites :

1 21 21 1 2
lim ¢, = lim by, — - lim bnzﬂ———xﬁ—:— 1— - ) x2=|2 |
6 4 6

n—-+oo n—-+oo n—-+oo 6 4
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4. (a) Montrer que as, = ib — ¢, pour tout entier n > 1.

» Soitn>1.0n a:

n n—1 2é+1
= Z —|— Z % + )2 en séparant les indices pairs et impairs
=1 o=
1i1+n2_1 ! linéarité et car 2¢ est pair et 2¢ + 1 est impai
[ — ——— par linéarité et car est pair e est 1impair
4 — 14 — (20 +1)2
1i1 i L linéarité et t k= €+ 1 (décalage d’indice)
S = - — 5 ar linéarité et en posant k = écalage d’indice
4 — 14 pet 2(k—1)+1)
! Zn: L Zn: ! t k = ¢ (variables muettes)
=_ - — en posant k = ¢ (variables muettes
4 p k (2k —1)2
=by, =Cn
1
- _bn n
1 c

(b) En déduire la valeur de lim,,_, | a,.
» On note a = lim,,_, . a,. D’aprés le théoréme des suites extraites, les suites (ag,),>1 et
(@2n4+1)n>1 convergent aussi vers a, en particulier lim,, |, as, = a. En passant a la limite quand
n tend vers +oo dans le résultat de la question précédente, on obtient d’apres les opérations
usuelles sur les limites :

1 1 2 2171 2
a= lim ay, =- lim b, — lim cn:—xﬂ——w—:— R P
4 4 6 8

n—-+o0 n—-+oo n—-+oo 8 3

Exercice 2

Soient x : t — x(t) ety : t — y(t) deuzr fonctions dérivables sur R vérifiant le systéme d’équations
différentielles suivant :

2! (t) = x(t) + 2y(t) + 5¢2 S

J (1) = 3y(t) — (t) + e sin(t). (8)

1. Justifier que x est deux fois dérivable sur R et vérifie une équation différentielle de la forme :

vVt € R, {

VteR, a"(t) — 42/ (t) + 5x(t) = P(t) + 2¢* sin(t) (E)

ou P est une fonction polynomiale a déterminer.
» Soit t € R. D’apreés la premiére équation de (S), on a :

7' (t) = x(t) + 2y(t) + 5t°.

Puisque x et y sont dérivables sur R, 2’ est aussi dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
sur R. Donc \x est deux fois dérivable sur R ‘ De plus on a , toujours d’aprés la premiere équation

de (S) :
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En réinjectant ces expressions dans la deuxiéme équation de (S), on obtient :

%(a;”(t) — (1) — 101) = g(a:’(t) ~a(t) - 52) — () + ¢ sin(t)

donc 2"(t) — 2'(t) — 10t = 32/(t) — 3w(t) — 15t* — 2x(t) + 2¢* sin(¢)
donc |2”(t) — 42/ (t) + 5z (t) = 10t — 15> 4 2e* sin(t) |.

On a bien trouvé (E) en posant ’P ;¢ 10t — 15¢2 ‘

2. Résoudre l’équation différentielle linéaire homogeéne associée a (E).

» On cherche a résoudre 1’équation différentielle linéaire homogéne suivante :
VieR, 2"(t) —42'(t) + 5z(t) = 0.

On reconnait une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2 & coefficients constants. Son
équation caractéristique d’inconnue r € C est :

r? —dr +5=0.
On reconnait une équation du second degré a coefficients réels. Sont discriminant est égal a :
A=(-4)P2—-4x1=-4<0.
Donc I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées qu’on note v 143 :

(=4) +iv] -4

a+if = — 2% 1

=241 et a—if=2—1.

On en déduit que les solutions de 'équation différentielle linéaire homogéne associée a (E) sont de la
forme :

xp bt e (Acos(Bt) + Bsin(Bt)) = e* (Acos(t) + Bsin(t))

ou (A, B) € R? sont deux constantes réelles quelconques.

3. Chercher une solution particuliére polynomiale, qu’on notera x,, de l’équation différentielle :
Vi e R, z"(t) —42'(t) + 5xz(t) = P(t). (E1)

» On raisonne par analyse-synthése.

On remarque que si xy est de degré d alors ') est de degré d —1 et x] est de degré
d—2, donc o — 42 + 5z est de degré d. Puisque P : t — 10t — 15t% est de degré
2, on cherche une fonction polynomiale x1 de degré d = 2.

Analyse. On cherche une solution particuliére polynomiale de la forme :
x1:tat? +bt+c

ou (a,b,c) € R? sont trois constantes réelles & déterminer. La fonction x; est deux fois dérivable sur
R comme fonction usuelle et on a :

it 2at+b et af it 2a.
En réinjectant ces expressions dans (E1), on obtient d’aprés le résultat de la question 1 :

Vt € R, 2a—4(2at +b) + 5(at* + bt + ¢) = 10t — 15¢>
donc Vt € R, 5at®+ (—8a + 5b)t + (2a — 4b + 5¢) = —15t + 10t + 0.
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En identifiant les coefficients de polynémes, on obtient le systéme linéaire suivant :

ba = —15 a=—-15/5=-3
—8a+5b=10 <= < b= (10+8a)/5=—-14/5
2a —4b+5¢ =0 ¢ =(—2a+4b)/5 = —26/25.
Synthése. On pose :
14 26
e =3t - —t— — |
5 25

D’apreés les calculs de I'analyse, x; est bien une solution particuliére de (E1).

4. Dans cette question, on cherche une solution particuliére de ’équation différentielle :
VteR, 2"(t) —42'(t) + 5z (t) = 2e* sin(t). (E2)

de la forme zy : t — e \(t) cos(t) ou X est une fonction a déterminer qu’on suppose deuz fois dérivable
sur R.

(a) Montrer que N est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a déterminer.

» La fonction x5 est deux fois dérivable sur R comme produit de fonctions deux fois dérivables
sur R, et on a :

oy 1t 2e* \(t) cos(t) + e* N (t) cos(t) — e* A(t) sin(t)
= ([2X\(t) + X' ()] cos(t) — A(t) sin(t))
et af it 2 ([2A(¢) + N (t)] cos(t) — A(t) sin(t))
e ([2X (1) + N'()] cos(t) — [2A(t) + X' ()] sin(t) — X' () sin(t) — A(t) cos(t))
o ( [AN(E) + 2N () + 2N (t) + X’(t) A(t)] cos(t) )
H[=2A() = 2A(F) = N'(t) = N (#)] sin(?)
= ([BA(t) + 4N (t) + N'(t)] cos(t) + [—4A(t) — 2N (¢)] sin(t)).
En réinjectant ces expressions dans (E2), on obtient :
Vt € R, 2e*sin(t) = af(t) — 4a5(t) + 5xo(t)
_. ( [BA(t) + 4N (t) + N'(t) — 8A(t) — 4N (t) + BA(¢)] cos(t) )
+H[—4N(t) — 2N (t) + 4\(t)] sin(t)
= e (N'(t) cos(t) — 2X'(t) sin(?)).

En simplifiant par €%, on obtient que :

Vi e R, |cos(t)\'(t) — 2sin(t) N (t) = 2sin(t)|.

Ainsi, A = p est solution de I’équation différentielle suivante :
Vit e R, cos(t)u'(t) — 2sin(t)u(t) = 2sin(t).

On reconnait bien une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

(b) Trouver une solution évidente de l’équation différentielle obtenue a la question précédente, et en
déduire xo.
» On remarque que X :t+— —1 est solution évidente de I’équation différentielle obtenue a la
question précédente. En effet, si p: ¢t — —1 alors p/ : t+— 0 et :

vVt € R, cos(t)u\’(’tl—Z sin(t)&(f_)/ = 2sin(t).

11 suffit donc de choisir une primitive XA de X' : ¢t — —1. Par exemple, A : t — —t. On en déduit
que :

Ty it e €2 A(t) cos(t) = —te* cos(t) |.
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5. Déduire des questions précédentes la forme de x, puis celle de y.
» D’aprés le principe de superposition, on déduit des résultats précédents que :

it —=rg(t) + 1 (t) + xa(t)

14 26
=e* (Acos(t) + Bsin(t)) — 3t* — gt ~ 5 te? cos(t)
14 26
= e”'([A — t] cos(t) + Bsin(t)) — 3t> — Et -5

ot (A, B) € R? sont deux constantes réelles quelconques.
De plus, on a d’aprés la premiére équation (S) :

Ly oy ey L LD
VteR, y(t)= 2(95 (t) — z(t) — 5t*) = 57 (t) 2:c(t) 5t
Or :
2’ t—2e” ([A — t] cos(t) + Bsin(t)) + €*( — cos(t) — [A — t] sin(t) + B cos(t)) — 6t — %
—e?([2A4 — 2t — 1+ B]cos(t) + [2B — A +{]sin(t)) — 6t — 15—4
Donc :
L ot . 7
y:t —5e ([2A — 2t — 1 + B]cos(t) + [2B — A + t]sin(t)) — 3t — R
1, , 3, 7. 13
-3¢ ([A —t]cos(t) + Bsin(t)) + 5t et o
— §t2
2
L o . , 8. 22
=3¢ (2A—2t—1+B—A+t]cos(t) + 2B — A+t — Blsin(t)) —t —gt—%
L o . , 8 22
= 5¢ ([A4+ B —t—1]cos(t) + [B— A+ t]sin(t)) — ¢ st )

Exercice 3
Le but de cet exercice est d’étudier la suite (uy,)n>o0 définie par :
2u?

Uy, + 1

up=a et Yn =0, up =

en fonction d’un paramétre réel a > 0.

22°

r+1

(a) Dresser le tableau des variations de f en précisant les limites auzr bornes de l’ensemble de
définition de f.
» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—1} comme quotient de fonctions usuelles. On
a:

1. On considére la fonction f : x —

dr(x+1) — 222 22 +4z  2z(x+2)

(z+1)2 o+ 1) (2417
——

>0

Ve e R\{-1}, [(2)=

On en déduit le tableau des variations de f :
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T —00 —2 -1 0 +00
2z — — — 0 +
T+ 2 - 0 + + +
f'(x) + 0 - - 0 +
-8 +00 +00
f(x)
—00 —00 0
car : 22y 2 s 02
- X
—+oo ——00 — 400
21° 2 2x
Am f@) = lm = m s of I Jo) = i Ty = e,
ﬁ._ v “—
> —1 —1
—2 —2
22° 22°
T x
L G TS L My
—~ N
—0~ —0t
(b) Etudier le signe de la fonction x — f(z) — .
» On a:
222 202 —x(x+1) 22—2 z(x—1)
Vee R\ {-1 —r= —r= = = :
rEeRV{-1} f@) e e+1 7 r+1 x+1 x+1
On en déduit le tableau de signe de x — f(z) —x :
T —00 —1 0 1 400
T - - 0 + +
r—1 - - - 0 +
z+1 - 0 + + +
flx) —x - + 0 - 0 +

(c) Sur un méme graphique restreint auz abscisses x > —1, représenter la courbe représentative de
f et la droite d’équation y = x.
» D’apreés les résultats des questions précédentes, on a :
— sur | — 1,0[, la courbe représentative de f est décroissante et au-dessus de la droite y = z;

— en 0, la courbe représentative de f coupe la droite y = x;
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— puis sur |0, 1], la courbe représentative de f est croissante et en-dessous de la droite y = z;

— en 1, la courbe représentative de f coupe la droite y = x;

— enfin sur |1, 400, la courbe représentative de f reste croissante mais est au-dessus de la

droite y = z.

On en déduit le graphique sur | — 1, +o00o[ de la courbe représentative de f et la droite y = x.

-0.5

2. Dans cette question, on suppose que a €0, 1].
(a) Quelles conjectures peut-on formuler pour la suite (up)nso ¢ Illustrer ces conjectures sur le

graphique de la question 1(c).

» En représentant graphiquement les premiers termes de la suite (u,),>0, On conjecture que

(Un)n=0 est décroissante, minorée par 0, majorée par 1 et convergente de limite égale a 0.

0.4

-0.6

-0.8
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(b)

Montrer que 0 < up1q1 < u,, < 1 pour tout entier n = 0.

» On raisonne par récurrence.

Initialisation. Pour n = 0, on a ug = a €]0, 1[. Donc u; = f(ug) = f(a) > 0 d’aprés le tableau

des variations de la question 1(a), et :
uy —up = f(up) —up = fla) —a <0

d’apres le tableau de signe de la question 1(b). Finalement, on a bien 0 < u; < ug < 0.
Heérédité. On suppose que 0 < 1,11 < u, < 1 pour un entier n > 0 fixé. Puisque f est strictement
croissante sur |0, 1[ d’aprés le tableau des variations de la question 1(a), on en déduit que :

f(0) < flups1) < fun) < f(1) donc 0 < tppo < Upyq < 1.
—— =

=0 =Un+-2 =Up41 =1

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on a bien montré que :

“v’n}O, 0<upi <u, <1f

Utilisez un mazximum les résultats des questions précédentes pour éviter de

perdre du temps a refaire les mémes calculs.

En déduire la nature de la suite (u,)n>0 €t déterminer sa limite si elle eziste.
» On a montré a la question précédente que la suite (uy,),>0 est décroissante et minorée. Donc

(Un)n=0 est convergente | d’aprés le théoréme de la limite monotone. On pose £ = lim,,_, o0 Uy,-
En passant a la limite quand n tend vers +oo dans le résultat de la question précédente, on
obtient que ¢ € [0, 1]. De plus, on sait que :

Vn =20, U1 = f(un).
Par conséquent, en passant a la limite quand n tend vers +o00, on obtient que :

¢ = f({) car f est continue sur [0, 1]
— fll)—¢=0
<= (=0oul=1 dapres le tableau de signe de la question 1(b).

Or ¢ =1 est absurde car ¢ < ug = a < 1 puisque la suite (u,),>0 est décroissante. On en déduit

que ¢ = 0, c’est-a-dire que ‘lim,HJroo u, =0 ‘

N’oubliez pas de préciser que f est continue en { pour justifier que
liInnHJroo }L(un) = f(f)

3. Dans celte question, on suppose que a = 1. Démontrer que la suite (u,),>o est constante.

» Montrons par récurrence que u, = 1 pour tout entier n > 0.
Initialisation. Pour n =0, on a ug = a = 1.
Hérédité. On suppose que u, = 1 pour un entier n > 0 fixé. Alors :

s = flun) = (1) = 1.

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on a déduit que u,, = 1 pour tout entier n > 0. On a

bien montré que la suite | (u,),>0 est constante |.

4. Dans cette question, on suppose que a > 1.

(a) Quelles conjectures peut-on formuler pour la suite (un,)nso ¢ Illustrer ces conjectures sur le

graphique de la question 1(c).

» En représentant graphiquement les premiers termes de la suite (u,),>0, on conjecture que

(Un)n>0 est croissante, minorée par 1, non majorée et divergente vers +oo |.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8

Uyg — a

-0.5

(b) Montrer que u,+1 > u, > 1 pour tout entier n > 0.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n = 0, on a ug = a > 1. De plus :

uy —ug = f(up) —uo = fla) —a>0
d’aprés le tableau de signe de la question 1(b). Donc, on a bien u; > ug > 1.

Hérédité. On suppose que u,11 > u, > 1 pour un entier n > 0 fixé. Puisque f est strictement
croissante sur |1, 4+o0o[ d’aprés le tableau des variations de la question 1(a), on en déduit que :
funs) > fluy) > f(1) donc  wpie > upyq > 1.

—— N~
=Un+2 =Un+1 =1

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on a bien montré que :

‘Vn}O, Upy1 > Uy > 1‘.

(¢) En raisonnant par l’absurde, montrer que la suite (u,)n>o0 diverge vers +oc.
» On a montré a la question précédente que la suite (uy,,)n>0 est croissante. Par I’absurde, on
suppose que (U )n>0 est majorée. Donc (uy,),>0 est convergente d’aprés le théoréme de la limite
monotone. On pose ¢ = lim,, ., u,. En passant & la limite quand n tend vers +oc dans le
résultat de la question précédente, on obtient que ¢ > 1. De plus, on sait que :

Vn =20, upp = f(un).
Par conséquent, en passant a la limite quand n tend vers +o00, on obtient que :

¢ = f(¢) car f est continue sur [1,+o0]
— fll)—(=0
<= (=0oul=1 daprés le tableau de signe de la question 1(b)
< f{=1 carl > 1.

Or ¢ =1 est absurde car ¢ > uy = a > 1 puisque la suite (u,),>0 est croissante. Par I’absurde,
on a donc montré que (u,),>0 n'est pas majorée. Puisque (u,),>o est croissante, on en déduit

que | (uy)nso diverge vers +oo | d’aprés le théoréme de la limite monotone.
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Exercice 4
On considere les matrices :

757 011 -21 5
M=|1010 6 |, N={[001 et P=| 3 0-5
3 =7 -5 000 —-31 6

Le but de cet exercice est de calculer les puissances de la matrice M a 'aide des matrices N et P. On note
03 la matrice nulle de taille 3 x 3 et I3 la matrice identité de taille 3 x 3.
1. Dans cette question, on propose de montrer que P est inversible et de calculer P~ avec deux méthodes
différentes. Les questions 1(a) et 1(b) sont indépendantes.
(a) Echelonner la matrice P et montrer que P est inversible, puis calculer son inverse.
» On fixe (a,b,c) € R? et on considére le systéme linéaire suivant d’inconnues (z,y, z) € R? :

—-21 5 T a
3 0-5 y | =
-31 6 z
~—_——
—P

On échelonne ce systéme linéaire a ’aide de la méthode du pivot de Gauss.

215 x a\ Ly < L+ Ly
3 0-5 y | =
-31 6 z c

a+b
= b Lo+ Ly — 3L,
C L3 <+ L3+ 3L,

x a+b
<~ | 0 -3-5 y | =1 —3a—2b | Lo+ Lo+ Ls
0 4 6 z 3a+3b+c
10 x a+b
— (o[t |y]|= b+c
0 46 zZ 3a+3b+c Ly <+ Ly —4Ls
1 0 x a+b
= | 0[1]1 y | = b+ec
0 012]) \= 3a —b—3c

On obtient une matrice échelonnée de rang maximal donc | P est inversible]. Le systéme linéaire
admet une unique solution qu’on obtient en «remontant» les équations du systéme linéaire
échelonné :

2z=3a—b— 3¢ @z:%a—%b—%c

y+tz=b+c <= y=b+c—z=b+c—3a+ib+3c=-3a+3b+3c
t+y=a+b <<= z=a+b—y=a+b+3a—3b—3c=23a—3b—3Ic
AinSi: 5 1 5 5 1 5
y|=|patibtie]=1-353 35 ||°?
2 50— 3b— 3¢ 5 —3 -3/ \¢
—p-1
Finalement, on en déduit que :
5 —1-5
Pt=-[-33 5
3 -1-3
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(b) Trouver une fonction polynomiale f de degré 2 telle que f(P) = 03. En déduire que P est
wnversible et déterminer son inverse.
» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche une fonction polynomiale f de degré 2 telle que f(P) = 03. On sait que f
est de la forme f : x + ax® + bx + c ou (a, b, c) € R? sont trois constantes réelles a déterminer.
Donc f(P) =aP?+bP +cl;. Oron a :

-21 5 -21 5 -8 3 15 -21 5 100
P’=1| 3 0-5 30-5]1=19 -2-15]|=31 30-5]-2(1010 | =3P-2I.
-316 -316 -9 3 16 -316 001

Synthése. On pose | f :  +— 2? — 3x + 2|. D’aprés les calculs de Panalyse, on a bien f(P) = 03,
c’est-a-dire P? — 3P + 213 = 03. En isolant I3, on obtient que :
1

1 1
I3 = 5(313 — P*)=Px 5(313 —P)= 5(313 — P)x P.

On en déduit que ’ P est inversible\ et que [P~ = %(313 — P)|, c’est-a-dire :

L5 15
Pl=g|-33 5
3 —1-3

2. Montrer que P"*MP = olz + BN ot (a, 3) € R? sont deux constantes a déterminer.
» On a d’apreés le résultat de la question précédente :

L[5 15 7 -5 -7 -21 5
P‘IMPzi -33 5 010 6 3 0-5

3 —1-3 3-7-5 —-31 6

L[5 15 -8 0 18

=5 -3 3 5 12 6 —14
3 —1-3 —-12 =2 20

844 429 100 011

=3 084 | =(042]=4[010]+2|001 | =|4I;+2N|
008 004 001 000

D’ou le résultat en posant |« =4 |et |3 = 2|

3. Calculer N* pour toute puissance k € N.

» On a :
011 011 001
N'=I;| |[N'=N| N?=[001 001 ]| =[{l000]|
000 000 000
001 011 000
N=N’xN=[000 001 ]=(000] =0s5.
000 000 000

Montrons par récurrence que N*¥ = 03 pour toute puissance k > 3.
Initialisation. Pour k£ = 3, on vient de montrer que N3 = 05.
Hérédité. On suppose que N¥ = 03 pour une puissance k > 3 fixée. Alors :

N = N¥ x N =03 x N =05.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on a montré que :

Vk >3, NF=0;|
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4. Soit un entier n > 2. Ecrire (213 + N)™ sous la forme a,ls + b,N + c,N? ot a,, b, et ¢, sont trois
réels a exprimer en fonction de n.
» On a 2l3 x N =2N = N x 2I3 donc les matrices 2I5 et N commutent.

N oubliez pas de vérifier que des matrices commutent avant de pouvoir appliquer
la formule du binéome de Newton.

D’aprés la formule du binéme de Newton, on en déduit que :

n

k

(205 + N)"

:HM

k

n

k

NE

I
bl
I
O N e R

PR Z ( >2"‘k N*  par associativité

=03

ol

S|
o

n
— \k

— 2n—0 NO + n 2n—1 Nl + n 2n—2N2
0 ~~~ 1 ~~~ 2
—— =I =N ~—~—

n
)2" N par propriétés de la matrice identité I

2"k Nk Q’apres le résultat de la question précédente

ol
[e=]

S

=1 =n _n(n—1)
- 2

—1
R ) 5 S22 |

D’oit le résultat en posant |a, = 27|, [b, = n2" !|et|c, = @2”_2 =n(n—1)2"73|

5. En déduire que pour toute puissance n > 2 :

M™ =227 (8I3 +4nPNP~' + n(n— 1)PN*P~").
» Soit n > 2. On a d’aprés le résultat de la question 2 :
P'MP =413+ 2N =2(2I3+ N) donc M =2P(2I3+ N)P™*
On en déduit que :
M"=MxMx---xM

n fois

2P(2I3 + N)P ' x 2P(2l3+ N)P' x --- x 2P(2I3 + N)P!

n fois
=2x2% X 2xPR2L;4+ N)P'P(2l;+ N)P'P...P'P(2l;+ N)P~*
n fois =I3 =I5 =13
=2"P(2l;+ N)(2I; + N) ... (23 + N) P!
n}gis

= 2"P(2l3 + N)"P~!

= 2"P(2"13 +n2" N 4+ n(n — 1)2”_3N2)P_1 d’aprés le résultat de la question précédente
= 2" 3P (2°13 4+ n2°N + n(n — 1)N?) P!

= 2""7%(8 PIsP~! +4nPNP~" +n(n— 1)PN*P 1)

= (2" (83 + 4nPNP~" 4+ n(n — 1)PN*P71) |
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Probléme
Ecrire les fonctions demandées en Python. On pourra faire appel aux fonctions des questions précédentes
méme si elles n’ont pas €été écrites.
1. Ecrire une fonction matrice_identite(n) qui prend en argument un entier n > 1, puis qui renvoie
la matrice identité de taille n X n.

» Par exemple :

def matrice_identite(n):
I=[[0 for j in range(n)] for i in range(n)]
for k in range(n):
I[k] [k]=1
return I

2. Une matrice carrée M est dite magique si les sommes de ses coefficients sur chaque ligne et sur
chaque colonne sont égales. Par exemple, les matrices suivantes sont magiques :

1 1414 4
42 3;? 117 6 9
24 )7 133 ' 8 1010 5
13 2 3 15

(a) Ecrire une fonction somme_lignes(M) qui prend en argument une matrice M supposée carrée,
puis qui renvoie la liste des sommes des coefficients de M sur chaque ligne. Par exemple,
somme_lignes([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]1]) renvoie la liste [6,15,24].

» Par exemple :

def somme_lignes(M):

n=len(M)

L=(]

for i in range(n):
S=0
for j in range(n):

S=s+M[i] [j]

L=L+[S]

return L

(b) Ecrire une fonction somme_colonnes (M) qui prend en arqument une matrice M supposée carrée,
puis qui renvoie la liste des sommes des coefficients de M sur chaque colonne. Par exemple,
somme_colonnes([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]1]) renvoie la liste [12,15,18].

» Par exemple :

def somme_colonnes (M) :
n=len(M)
L=[]
for j in range(n):
S=0
for i in range(n):
S=s+M[i] [j]
L=L+[S]
return L

(c) Ecrire une fonction est_magique(M) qui prend en argument une matrice M supposée carrée,
puis qui renvote True st M est magique et False sinon.

» Par exemple :
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def est_magique(M):
n=len(M)
Llignes=somme_lignes (M)
Lcolonnes=somme_colonnes (M)
S=Llignes[0]
for k in range(n):
if Llignes[k]!=S or Lcolonnesl[k]!=S:
return False

return True

(d) Que renvoie est_magique(matrice_identite(42)) ¢
» Les coefficients de la matrice identité (de taille carrée quelconque) sont tous égaux a 0 sauf
ceux sur la diagonale égaux a 1. Ainsi, les sommes de ses coefficients sur chaque ligne et sur
chaque colonne sont égales & 1. On en déduit que la matrice identité est magique et donc que
est_magique(matrice_identite(42)) renvoie .

3. Soient M une matrice carrée de taille n x n et X une matrice colonne de taille n x 1. On dit que X
est un vecteur propre de M si X est non nulle (¢’est-a-dire qu’au moins 'un de ses coefficients est
non nul) et s’il existe une constante A € R telle que M X = A\X. Par exemple :

1 010 010 1 2 1
2 est un vecteur propre de 101 car 101 21 =14 =212
3 111 111 3 6 3

(a) Ecrire une fonction est_nulle(X) qui prend en argument une matrice X supposée colonne, puis
qui renvoie True si tous ses coefficients sont nuls et False sinon.

» Par exemple :

def est_nulle(X):
n=len(X)
for i in range(n):
if X[i] [0]!=0:
return False
return True

(b) Ecrire une fonction produit(M,X) qui prend en arguments une matrice M supposée carrée et
une matrice X supposée colonne du méme nombre de lignes que M, puis qui renvoie la matrice
colonne produit M X .

» Par exemple :

def produit(M,X):

n=len (M)

Y=[[0] for i in range(n)]

for i in range(n):
S=0
for j in range(n):

S=S+M[i] [j1*X[j][0]

Y[i] [0]=S

return Y

(¢) Ecrire une fonction lambda(Y,X) qui prend en arguments une matrice Y = (y;1)1<i<n Supposée
colonne et une matrice X = (x;1)1<i<n Supposée colonne non nulle du méme nombre de ligne
que Y, puis qui renvoie le réel y1/xr1 ot k est le plus petit indice i tel que x;1 # 0.

» Par exemple :
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def lambda(Y,X):
n=len(Y)
i=0
while X[i] [0]==0:
i=i+1
return Y[i] [0]/X[i] [0]

En pratique, cette fonction renvoie une erreur car lambda est un mot clef en
Python qui ne peut donc pas étre utilisé comme nom de fonction. Ce probleme
n'a pas d’importance a ’écrit (et il faut respecter les notations de l’énoncé).
Mais en pratique, il est nécessaire de modifier le nom de cette fonction pour
Vutiliser (par exemple lambdaa ou lamdba).

(d) Ecrire une fonction est_vecteur_propre(M,X) qui prend en arguments une matrice M supposée
carrée et une matrice X supposée colonne du méme nombre de lignes que M, puis qui renvoie
True st X est un vecteur propre de M et False sinon.

» Par exemple :

def est_vecteur_propre(M,X):
if est_nulle(X):
return False
n=len(M)
Y=produit (M, X)
constante=lambda(Y,X)
for i in range(n):
if Y[i] [0] !=constantexX[i] [0]:
return False
return True

N’oubliez pas de vérifier que la matrice colonne X est non nulle a l’aide de la
fonction est_nulle car un vecteur propre doit étre non nul d’aprés [’énoncé.

4. Soit M une matrice magique de taille n x n et X la matrice colonne de taille n x 1 dont tous les
coefficients sont égaux a 1. Que renvoie est_vecteur_propre(M,X) ? Justifier votre réponse.

» Si X est la matrice colonne dont tous les coefficients sont égaux a 1 alors les coefficients de la
matrice colonne produit M X sont égaux aux sommes des coefficients de M sur chaque ligne. En
particulier, si M est une matrice magique dont les sommes de ses coefficients sur chaque ligne sont
égales & 0 € R, alors M X est la matrice colonne dont tous les coefficients sont égaux a ¢. On en
déduit que M X = o X. Autrement dit, puisque X est non nulle, X est un vecteur propre de M. Par
conséquent, est_vecteur_propre (M,X) renvoie [True |
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DS n°7 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme 1

Soit n € N*. On considére un sac contenant 2n + 1 boules numérotées de 0 a 2n et indiscernables au
toucher. On vide progressivement le sac jusqu’a n’y laisser qu’une seule boule de la maniére suivante :

— on tire simultanément trois boules ;

— on note a < b < ¢ les numéros dans 'ordre croissant des trois boules tirées;

— on replace dans le sac la boule de numéro b alors qu’on élimine les boules de numéros a et c;
— on réitére les opérations précédentes.

Au bout de n tirages, il ne reste plus qu’une seule boule dans le sac, et on note D,, son numéro.

Par exemple, pour n = 1, le sac contient initialement trois boules numérotées 0, 1 et 2 qui sont toutes
tirées au premier tirage. Seule la boule de numéro 1 est replacée dans le sac, donc Dy = 1.

On note (2, 'ensemble de toutes les configurations possibles des n tirages (ainsi card(£2;) = 1) et P(A)
la probabilité de tout événement A C Q,,. De plus, si P(A) # 0, on note P4(B) la probabilité conditionnelle
sachant A de tout événement B C (), .

Chaque partie du probléme peut étre traitée indépendamment des autres.

Partie I - Quelques cas particuliers

1. Dans cette question, on considére le cas n = 2.
(a) Montrer que card({23) = 10 & 'aide d’un coefficient binomial.

(b) En listant toutes les configurations possibles des deux tirages, déterminer la probabilité de
I'événement «Dy = i» pour chaque numéro i € {0, 1,2, 3,4}.

2. Dans cette question, on considére le cas n = 3. Montrer que P(D3 = 1) = 1/35.

On revient au cas général ou n € N*.

3. Que valent les probabilités des événements «D,, = 0» et «D,, = 2n» 7 Justifier votre réponse.

Partie II - Simulation informatique
Ecrire les fonctions demandées en Python. On pourra appeler les fonctions des questions précédentes

méme si elles n’ont pas été écrites. Pour rappel :

— min(L) (et max (L)) renvoie le plus petit (respectivement le plus grand) élément de la liste L;

— L.append(e) ajoute I’élément e a la fin de la liste L;

— L.remove(e) retire une fois I’élément e de la liste L;

— L.pop(i) renvoie ’élément L[i] d’indice i de la liste L et le retire de la liste L;

— randint(a,b) de la bibliothéque random renvoie un entier aléatoire entre a inclus et b inclus.

4. Ecrire une fonction tirage qui prend en argument une liste Lsac (qu’on suppose contenir au moins

trois éléments), qui retire au hasard trois éléments (d’indices différents) de Lsac puis qui renvoie ces
trois éléments (dans n’importe quel ordre) sous la forme d’une autre liste Ltirage.
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5. Ecrire une fonction milieu qui prend en argument une liste Lt irage qu’on suppose contenir exacte-
ment trois éléments distincts, et qui renvoie I’élément qui n’est ni le plus petit, ni le plus grand. Par
exemple, milieu([5,2,3]) renvoie 3 et milieu([4,5,0]) renvoie 4.

6. Ecrire une fonction experience qui prend en argument ’entier n, et qui renvoie la valeur de D,
aprés avoir simulé les n tirages de 'expérience aléatoire décrite au début du probléme.

7. Ecrire une fonction frequences (n,nbSimul) qui simule nbSimul fois I'expérience aléatoire décrite
au début du probléme, et qui renvoie une liste Lfreq de 2n + 1 éléments dont 1'élément Lfreq[i]
d’indice i est égal a la fréquence empirique de I'événement «D,, = i», c’est-a-dire le rapport du
nombre d’apparition de cet événement par le nombre de simulations nbSimul.

Partie III - Calcul de P(D, =1) - 1*® méthode

Dans cette partie, on propose de calculer la probabilité que la derniére boule dans le sac soit celle de
numéro 1. On sait déja que P(D; = 1) = 1 et on suppose avoir calculé P(Dy = 1) et P(D3 = 1) dans la
partie I. On fixe donc un entier n > 4 dans les question suivantes et on note A, I’événement «ni la boule
de numéro 0 ni celle de numéro 1 ne sont tirées au k-iéme tirage».

8. Justifier que les événements «D,, = 1» et Ay N Ay N---N A,_1 sont égaux.
9. Montrer que P(A4;) = (2"; N/ (2"; ") et déterminer une expression similaire pour P4, (A,).
10. Soit k € {1,2,...,n — 2}. En vous inspirant de la question précédente, exprimer Pa,n..na, (Ak+1)
comme un quotient de deux coefficients binomiaux qui dépendent de k et n.

11. Déduire des résultats précédents que P(D,, = 1) = 1/¢, o ¢, est un coefficient binomial & déterminer.

Partie IV - Calcul de P(D, = 1) - 2°¢ méthode

On souhaite retrouver le résultat de la partie précédente par récurrence. Pour cela, on fixe un entier
n > 2 dans les questions suivantes et on note B; I’événement «la boule de numéro i est tirée au premier
tirage», B; I'événement contraire. De plus, on pose :

EWOIBO7 ElzgomBl et EQIF()QE

12. Vérifier que Ey, E; et E5 forment un systéme complet d’événements.
13. Exprimer P(Ey), P(E}) et P(Ey) comme des quotients de coefficients binomiaux qui dépendent de n.
14. (a) Justifier brievement que Pg, (D,, = 1) = 0. Que vaut Pg, (D, =1)7

(b) Justifier brievement que Pg,(D,, =1) = P(D,,—1 = 1).

15. Déduire des résultats précédents que :

2n+1
(57)
16. Conjecturer que P(D,, = 1) est de la forme 1/¢, ou ¢, est un coefficient binomial a déterminer, puis
démontrer cette conjecture pour tout n € N*.
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Probléme 2 : étude d’une famille de polyndémes

On considére, pour tout n € N\{0}, la fonction polynémiale P, : [0; +00[— R définie, pour tout z € [0; +o00],
par :

2n
-1 k:xk _$2n—1 Q:Qn
Pn<x>=2%:—“x2+“+ m—1 " 2
k=1

[. Etude des fonctions polynomiales P,

1. (INFO) Ecrire une fonction Python calcul_P(n,x) prenant en arguments un entier naturel non nul

n et un réel positif = et qui renvoie la valeur P, ().

-1

2. Montrer, pour tout n € N\{0} et tout 2 € [0; +oo|: P.(x) =

, ou P! désigne la dérivée de P,.
r+1

3. Etudier, pour n € N\{0}, les variations de P, sur [0; +-oc[ et dresser le tableau de variations de P,
en plagant uniquement comme valeurs explicites les limites en 0 et en +oo.

4. Justifier sans calcul que pour tout n € N\{0} : P,(1) < 0.

1 x

5. (a) Verifier, pour tout n € N\{0} et tout = € [0; +o0[: P,11(z) = P,(x) + x2”+1(—2n 1 + T

).
(b) En déduire, pour tout n € N\{0} : P,(2) > 2.

6. Montrer que, pour tout n € N\{0}, 'équation P,(x) = 0, d'inconnue x € [1;+oo[, admet une solution
et une seule, notée z,,, et que :
1<z, <2

7. (INFO) Ecrire une fonction Python approx(n,epsilon) prenant en argument un entier n € N* et
un réel epsilon > 0 et qui renvoie une liste [a, b] vérifiant |b — a| < epsilon et z,, € [a,b].

II. Limite de la suite (z,)nem (03

8. Etablir, pour tout n € N\{0} et tout = € [0; +oo| /
0

t2n 1 — t2n
9. En déduire, pour tout n € N\{0} : / dt = / T 1 dt.
0

11—t2n
1+1¢

11. Démontrer pour tout n € N\{0} et tout ¢ € [1;+00[ : t*" — 1 = n(t* — 1). On pourra démontrer cette
proposition par récurrence sur n.

10. Montrer que pour tout n € N\{0} : In(2) > / dt.
0

t2n
dt >

(l’n - 1)27

12. En déduire, a l'aide de questions précédentes que pour tout n € N\{0} : /

|3

v2In2
N

13. Conclure quant a la convergence et a la limite de la suite (xn)neN\{o}.

puis que 0 < x,, — 1 <
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Corrigé du DS n°7 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1

Soit n € N*. On considere un sac contenant 2n + 1 boules numérotées de 0 a 2n et indiscernables au
toucher. On vide progressivement le sac jusqu’a n’y laisser qu’une seule boule de la maniére suivante :

— on tire stmultanément trois boules ;

— on note a < b < ¢ les numéros dans [’ordre croissant des trois boules tirées ;

— on replace dans le sac la boule de numéro b alors qu’on élimine les boules de numéros a et c;
— on réitére les opérations précédentes.

Au bout de n tirages, il ne reste plus qu’une seule boule dans le sac, et on note D, son numéro.

Par exemple, pour n =1, le sac contient initialement trois boules numérotées 0, 1 et 2 qui sont toutes
tirées au premier tirage. Seule la boule de numéro 1 est replacée dans le sac, donc Dy = 1.

On note §, lensemble de toutes les configurations possibles des n tirages (ainsi card(2y) = 1) et P(A)
la probabilité de tout événement A C . De plus, si P(A) # 0, on note Pa(B) la probabilité conditionnelle
sachant A de tout événement B C €, .

Chaque partie du probléme peut étre traitée indépendamment des autres.

Partie I - Quelques cas particuliers

1. Dans cette question, on considére le cas n = 2.

(a) Montrer que card(Qy) = 10 a l’aide d’un coefficient binomial.
» Pour n = 2, le sac contient initialement cing boules numérotées 0, 1, 2, 3, 4 et 5. Lors du
premier tirage, on en choisit trois parmi les cing et on en replace une seule dans le sac. Il reste
donc 5 — 34 1 = 3 boules dans le sac. Et puis, ces trois boules sont toutes tirées au deuxiéme
tirage et une seule boule est replacée dans le sac. Le nombre de configurations possibles des deux
tirages est donc égal a :

card(y) = (g) X (g) =10x 1 =10}

~—~
~—~ et puis \ ~
1¢* tirage 2¢ tirage

5 . N . .
Pour calculer (2), construisez les premiéres lignes du triangle de Pascal ou

utilisez la définition.

’ () =359

121 C 1x2x3x4x5
133 1 T (1x2x3)(1x2)
146 4 1 4x5

1510[10]5 1 =— =10
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(b) En listant toutes les configurations possibles des deux tirages, déterminer la probabilité de
I’événement «Dy = iy pour chaque numéro i € {0,1,2,3,4}.
» D’aprés le résultat de la question précédente, il y a dix configurations possibles des deux
tirages. On dresse leur liste dans le tableau suivant.

1 tirage ‘ 2¢ tirage D

n° tirés ‘ n° éliminés ‘ n° tirés ‘ n° éliminés 2
0,1,2 0,2 1,3,4 1,4 3
0,1,3 0,3 1,2,4 1.4 2
0,1.4 0,4 1,2,3 1.3 2
0,2,3 0,3 1,2,4 1.4 2
0,2,4 0,4 1,2,3 1,3 2
0,3,4 0,4 1,2,3 1,3 2
1,2,3 1,3 0,2,4 0,4 2
1,2,4 1,4 0,2,3 0,3 2
1,3,4 1,4 0,2,3 0,3 2
2,34 2,4 0,1,3 0,3 1

Puisque les boules sont indiscernables au toucher, chacune de ces dix configurations est équipro-
bable. On en déduit que :

1 8 4

2. Dans cette question, on considere le cas n = 3. Montrer que P(D3 = 1) = 1/35.

» Pour n = 3, le sac contient initialement 2 x 3 + 1 = 7 boules. En raisonnant comme a la question
1(a), on obtient que :

bt

7 3
card(£23) = (3) X (3) X (3) =35 x 10 x 1 = 350.
—~ et puis \ ~ et puis “ ~

1°r tirage 2¢ tirage 3¢ tirage

Parmi ces 350 configurations possibles, on cherche le nombre de celles qui correspondent a I’événement
«D3 = 1». Or, pour que la derniére boule dans le sac soit celle de numéro 1, il faut tirer au dernier
tirage les boules de numéros 0 et 1 et une troisiéme boule de numéro ¢ > 1 (ainsi les boules de
numéros 0 et ¢ sont éliminées, et il reste seulement la boule de numéro 1 dans le sac). Par conséquent,
la boule de numéro 0 ne peut pas étre tirée aux deux premiers tirages (sinon elle serait éliminée
avant le troisiéme tirage), ni la boule de numéro 1 (sinon elle serait éliminée aussi puisque la boule
de numéro 0 n’a pas été tirée). On en déduit qu’on choisit trois boules parmi 7 — 2 = 5 au premier
tirage, et puis trois boules parmi 7 — 2 — 2 = 3 au deuxiéme tirage, et puis trois boules parmi les trois
derniéres au troisiéme tirage. Ainsi :

card(D; = 1) = (2) X (g) X (g>:10><1><1:10.
~~

et puis N~ et puis “ ~
1°r tirage 2¢ tirage 3¢ tirage

Finalement, puisque les configurations possibles sont équiprobables, on obtient que :

card(D3 =1) 10 1
P(Ds =1) = |
(D5 =1) card(€23) 350 35

On revient au cas général ou n € N*.
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3.

Que valent les probabilités des événements «D,, = 0» et «D,, = 2n» ¢ Justifier votre réponse.

» On élimine deux boules a chaque tirage. Au bout de n— 1 tirages, il reste donc 2n+1—2(n—1) = 3
boules dans le sac qui sont toutes tirées au dernier tirage. Ainsi, chaque boule est tirée au moins
une fois. Or la boule de numéro 0 est éliminée dés qu’elle est tirée (car 0 est le plus petit numéro).
Par conséquent, I’événement que la derniére boule dans le sac soit celle de numéro 0 est impossible,
c’est-a~dire | P(D,, = 0) = 0|. De méme, |P(D,, = 2n) = 0| car 2n est le plus grand numeéro.

Partie II - Simulation informatique

Ecrire les fonctions demandées en Python. On pourra appeler les fonctions des questions précédentes
méme si elles n’ont pas été écrites. Pour rappel :

6.

min(L) (et max (L)) renvoie le plus petit (respectivement le plus grand) élément de la liste L ;
L.append(e) ajoute l’élément e a la fin de la liste L ;

L.remove(e) retire une fois l’élément e de la liste L ;

L.pop(i) renvoie l’élément L[1i] d’indice i de la liste L et le retire de la liste L ;

randint(a,b) de la bibliothéque random renvoie un entier aléatoire entre a inclus et b inclus.
Ecrire une fonction tirage qui prend en arqument une liste Lsac (qu’on suppose contenir au moins

trois éléments), qui retire au hasard trois éléments (d’indices différents) de Lsac puis qui renvoie ces
trois éléments (dans n’importe quel ordre) sous la forme d’une autre liste Ltirage.

» Par exemple :

def tirage(Lsac):

Ltirage=[]

for boule in range(3):
nb_boules=len(Lsac)
indice_boule=rd.randint (0,nb_boules-1)
numero_boule=Lsac.pop(indice_boule)
Ltirage.append (numero_boule)

return Ltirage

Ecrire une fonction milieu qui prend en argument une liste Ltirage qu’on suppose contenir exacte-
ment trois éléments distincts, et qui renvoie I’élément qui n’est ni le plus petit, ni le plus grand. Par
exemple, milieu([5,2,3]) renvoie 3 et milieu([4,5,0]) renvoie 4.

» Par exemple :

def tirage(Lsac):
def milieu(Ltirage):
minimum=min(Ltirage)
maximum=max (Ltirage)
Ltirage.remove (minimum)
Ltirage.remove (maximum)
return Ltirage[0]

Attention de bien renvoyer l’élément Ltirage[0] de la liste Ltirage (qui ne
contient plus qu’un seul élément apres avoir retiré le plus petit et le plus grand
élément) et non la liste Ltirage. Par exemple milieu([5,2,3]) doit renvoyer
l’élément 3 et non la liste [3].

Ecrire une fonction experience qui prend en argument l’entier n, et qui renvoie la valeur de D,
apres avoir simulé les n tirages de l’expérience aléatoire décrite au début du probléme.

» Par exemple :
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def experience(n):
Lsac=[i for i in range(0,2*n+1)]
for k in range(n):
Ltirage=tirage(Lsac)
numero_remis=milieu(Ltirage)
Lsac.append (numero_remis)
return Lsac[0]

Comme a la question précédente, il faut renvoyer [’élément Lsac[0] de la liste
Lsac (qui ne contient plus qu’un seul élément aprés n tirages) et non la liste.

7. Ecrire une fonction frequences(n,nbSimul) qui simule nbSimul fois l'expérience aléatoire décrite
au début du probleme, et qui renvote une liste Lfreq de 2n + 1 éléments dont [’élément Lfreq[i]
d’indice i est égal a la fréquence empirique de l’événement «D,, = iy, c’est-a-dire le rapport du
nombre d’apparition de cet événement par le nombre de simulations nbSimul.

» Par exemple :

def frequences(n,nbSimul):
Lfreq=[0 for i in range(0,2*n+1)]
for simul in range(nbSimul):
D=experience(n)
Lfreq[D]=Lfreq[D]+1/nbSimul
return Lfreq

Partie III - Calcul de P(D, =1) - 1*® méthode

Dans cette partie, on propose de calculer la probabilité que la derniére boule dans le sac soit celle de
numéro 1. On sait déja que P(Dy; = 1) =1 et on suppose avoir calculé P(Dy = 1) et P(D3 = 1) dans la
partie 1. On fixe donc un entier n > 4 dans les question suivantes et on note Ay ’événement «ni la boule
de numéro 0 ni celle de numéro 1 ne sont tirées au k-iéme tirage».

8. Justifier que les événements «D, =15 et AyNAsN---NA,_1 sont égauz.

» On raisonne par double inclusion.

Un événement est une partie de ['univers, donc un sous-ensemble de configurations
7

possibles des n tirages. Montrer que deux événements sont égaux consiste donc a

prouver que deux ensembles sont égau.

1™ inclusion. On suppose que I’événement «D,, = 1» se produit, c¢’est-a-dire que la derniére boule
dans le sac soit celle de numéro 1. En raisonnant comme dans la question 2, on remarque qu’il faut
tirer au dernier tirage les boules de numéros 0 et 1 et une troisiéme boule de numéro ¢ > 1. Par
conséquent, la boule de numéro 0 ne peut pas étre tirée aux tirages précédents, ni la boule de numéro
1. Autrement dit, les boules de numéros 0 et 1 ne sont pas tirées au premier tirage (événement A,),
ni au deuxiéme tirage (événement As), ..., ni au (n — 1)-iéme tirage (événement A,_1). On en déduit
bien que :
(Dp,=1)CANAN---NA,_.

2¢ inclusion. On suppose que I'événement A; N A; N --- N A,_1 se produit, c’est-a-dire que les boules
de numéros 0 et 1 ne sont pas tirées lors des n — 1 premiers tirages. Ainsi, les boules de numéros 0 et
1 sont tirées seulement au dernier tirage avec une troisiéme boule de numéro ¢ > 1. Les boules de
numéros 0 et ¢ sont alors éliminées, et il reste seulement la boule de numéro 1 dans le sac. On en
déduit bien que :

AiNAyN---NA,_1 C (Dn: 1)

Conclusion. Par double inclusion, on a bien montré que | (D, =1) = A N AsN---NA,_1|
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9. Montrer que P(A;) = (2”;1)/(2";1) et déterminer une expression similaire pour P4, (As).

» Lors du premier tirage, on choisit trois boules parmi les 2n + 1 contenues dans le sac. Il y a donc
(2"; 1) configurations possibles du premier tirage. Parmi ces configurations, il y en a (2"21_2) = (2”3_ 1)
ou les boules de numéros 0 et 1 ne sont pas tirées (on choisit trois boules parmi les 2n+1—2 =2n—1
boules de numéros différents de 0 et 1). Puisque les boules sont indiscernables au toucher, chaque

configuration du premier tirage est équiprobable. Par conséquent :

(Qn—l)
_\3
P(Ay) = |
3

De méme au deuxiéme tirage, il reste 2n + 1 — 2 = 2n — 1 dans le sac (puisqu’on en a éliminé deux
au premier tirage), dont 2n — 1 — 2 = 2n — 3 boules de numéros différents de 0 et 1 (puisque les
boules de numéros 0 et 1 sont toujours dans le sac car elles n’ont pas été tirées au premier tirage).
Par conséquent :

2n—3)
Pa,(A2) = Z3y |
)
10. Soit k € {1,2,...,n — 2}. En vous inspirant de la question précédente, exprimer P4 n.na, (Akt1)

comme un quotient de deux coefficients binomiaux qui dépendent de k et n.

» On suppose que I'événement A; N --- N Ag se produit. Donc les boules de numéros 0 et 1 sont
toujours dans le sac apres les k premiers tirages. Puisqu’on élimine deux boules & chaque tirage, il reste
2n+1—2k = 2(n—k)+1 boules dans le sac pour le (k+1)-iéme tirage, dont 2(n—k)+1-2 = 2(n—k)—1
boules de numéros différents de 0 et 1. Par conséquent :

2(n—k)—1)
Paynna, (Ar) = m :
3

11. Déduire des résultats précédents que P(D,, = 1) = 1/c, ot ¢, est un coefficient binomial a déterminer.
» On a:

P(D,=1)=PA1NAyN---NA, 1) dapres le résultat de la question 8

d’aprés la formule des

= P(A1) x P, (A2)Pasnay (As) X - X Payrvena, o (An-1) probabilités composées

O L OB 0 () s ks sutas
= (2n+1) (2n—1) (2n—3) T) ﬁ des questions 9 et 10
3 3 3 3 8L
k=1 k=2 k=n—-3 k=n—-2

= : = en reconnaissant un produit télescopique

On en déduit bien le résultat en posant |c, = (

Partie IV - Calcul de P(D, = 1) - 2°¢ méthode

On souhaite retrouver le résultat de la partie précédente par récurrence. Pour cela, on fixe un entier
n = 2 dans les questions suivantes et on note B; [’événement «la boule de numéro i est tirée au premier
tiragey, B; [’événement contraire. De plus, on pose :

E0:B07 ElzgoﬂBl et EQZFOQE

BCPST1A lycée Hoche 2021-2022 100 sur 123 Sébastien Godillon



12. Vénrfier que Ey, Ey et Fy forment un systéme complet d’événements.
» On a :

EoﬂElzBoﬂ(FoﬂBl):(BOHFO)HBlzﬂ

=0
EyNE,=ByN (ByNBy) = (ByNDBy) NBy =)
=0
et EyNEy=(ByNBi)N(BoNBy)=(BoNBy)N(BiNBy) =0
~—— ——

=0 =0
Donc les événements Ey, E; et E5 sont deux a deux incompatibles. De plus :

EoU By U By = ByU (Bo N B1) U (By N By) = By U (Bo N (BLUBY) ) = By U By = .
:Qn :Qn

On a bien montré que ‘EO, E, et Ey forment un systéme complet d’événements ‘

13. Exprimer P(Ey), P(E)) et P(Ey) comme des quotients de coefficients binomiauz qui dépendent de n.

» Lors du premier tirage, on choisit trois boules parmi les 2n + 1 contenues dans le sac. Il y a donc
(2"; 1) configurations possibles du premier tirage. Parmi ces configurations, on cherche le nombre de
celles ou la boule de numéro 0 est tirée. Il y en a :

choix de la boule choix des deux
e numeéro 0 autres boules

On en déduit que :

De méme, le nombre de configurations du premier tirage ot la boule de numéro 0 n’est pas tirée et la
boule de numéro 1 est tirée est égal a :

\gizl ><<2n~+;~—2) _ <2n£—1) done P(E&)::%;%é%.

choix de la boule choix des deux
e numéro 1 autres boules

De méme, le nombre de configurations du premier tirage ou les boules de numéros 0 et 1 ne sont pas

tirées est égal a :
412 2n — 1 "N
( ) = ( > donc P(EQ) = ﬁ .
—_——

3 3 (57)

choix de trois
autres boules

On remarque que Ey = By N By est égal a [’événement Ay de la partie III. On

retrouve donc le résultat de la question 9 : P(Ey) = P(Ay) = (2";1)/(2";“1).

14. (a) Justifier briecvement que Pg (D, = 1) = 0. Que vaut Pg, (D, =1) ¢
» On suppose que I’événement Fy se produit. Donc la boule de numéro 0 est éliminée au premier
tirage. Ainsi, la boule de numéro 1 est désormais celle de plus petit numéro et elle sera donc
éliminée deés qu’elle sera tirée. Puisqu’elle sera tirée au moins une fois, ’événement que la derniére
boule dans le sac soit celle de numéro 1 est impossible, c’est-a-dire |Pg,(D,, = 1) = 0| D’autre

part, si 'événement F; se produit alors la boule de numéro 1 est éliminée au premier tirage et il

est impossible que cette boule soit la derniére dans le sac. Donc |Pg, (D, = 1) =0|.
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(b) Justifier bricvement que Pg,(D,, = 1) =P(D,,_1 = 1).
» On suppose que I'événement Fs se produit. Donc on élimine deux boules de numéros différents
de 0 et 1 au premier tirage. Il reste 2n +1 —2 =2n — 1 =2(n — 1) + 1 boules dans le sac pour
les n — 1 tirages suivants. Si on les renumérote dans 'ordre croissant de 0 & 2(n — 1) (donc sans
changer les numéros 0 et 1), on retrouve le méme probléme en remplagant la valeur de n par
n — 1. Par conséquent :

P, (D, =1)=P(Dy_1=1)]|

15. Déduire des résultats précédents que :

» On fixe n > 2. Puisque Ey, E; et E, forment un systéme complet d’événements d’aprés le résultat
de la question 12, on a d’aprés la formule des probabilités totales :

P(D, = 1) = P(Fy)Pg, x (D, = 1) + P(Ey) X Pg,(D,, = 1) + P(E,) x P, (D,, = 1)
(%) 5 (2%1) d’aprés les résultats
= (27?1) x 0+ (27?1) X 0+ 5255 ( ; ) X P(Dpa =1) des questions précédentes
2n—1
= EQn:i—lg P(Dn*1 = 1)
3

16. Conjecturer que P(D,, = 1) est de la forme 1/c, ot ¢, est un coefficient binomial & déterminer, puis
démontrer cette conjecture pour tout n € N*.

» On a:
— P(Dy =1) =1=1/(3) d’apreés 'énonce,
— P(D; =1) =1/10 = 1/(3) d’aprés le résultat de la question 1(b),
— P(D3=1)=1/35= 1/(;) d’aprés le résultat de la question 2,

7
— P(Dy=1) = %P(D;; =1)= 1/(2) d’apreés le résultat de la question précédente,
3
— etc.

On conjecture que P(D,, =1) =1/ (2"; ") pour tout n € N* et on raisonne par récurrence pour la
démontrer.

Initialisation. La conjecture est vraie pour n = 1 car P(D; = 1) = 1 d’aprés 1'énoncé et (g) =1.
Hérédité. On suppose que la conjecture est vraie pour un rang n € N* fixé. Alors :

( (n+1) 1)

P(Dpy1 =1) = 5——%P(D,, =1) d’apreés le résultat de la question précédente

2 n+1 +1)

(*
_ ) 1
-

d’apres ’hypothése de récurrence

OGRS
11
(2n;—3) (2(n-&—31)+1)

Ainsi, la conjecture est vraie au rang n + 1 dés qu’elle est vraie au rang n.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que | (D, =1) =1/ (2"; 1) pour tout

n € N*, d’ou le résultat en posant | ¢, = (2”;1) i
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Probléme 2 : étude d’une famille de polyndémes

Enoncé et corrigé de V. Vong

I. Etude des fonctions polynémiales P,

1. Voici la fonction demandée :

def calcul_P(x,n)
S=0
for i in range(1,2*n+1)
S =8+ ((-x)**1)/i
return S

2. Soit n € N*. P, étant une fonction polynomiale, elle est donc dérivable sur son ensemble de définition.

De plus :
2n—1
Vo >0,P (x) = > (—1)""ak
k=0
On a donc
2n—1
Vo >0,P(z)=- Y (-x)".
k=0

Soit z > 0. On a alors —z < 0 donc est différent de 1. ZZZ?)l (—m)k est alors une somme de termes

consécutifs d’une suite géométrique de raison —x # 1. Donc

1 __xQn

P (x) = —m.

Donc P/ (z) = 96::11 Cette démonstration étant valide pour tout x > 0 et tout n € N* on en déduit

que

2n__1

Tz |

Vn € N*,Vz > 0,P (z) =

3. Soit n € N*. Pour tout x > 0, étudions le signe de P (x). Soit z > 0. Raisonnons par équivalence.

D’apres la question 2, on a
2n—1

> 0.

Pl(z)>0 < -

+x
Orx +1 > 0. Donc
P (z) >0 < 2" —1>0.

Donc
P (1) >0 <= 2" > 1.

Par stricte croissance de la fonction z — z?" sur R on en déduit que
P (x)>0 < x>1.

De cette étude, on en déduit que P! est négative sur [0, 1], positive sur [1, +o0[ et s’annule uniquement
en 1. Ainsi, P, est strictement décroissante sur [0, 1], strictement croissante sur [1,4o00[. Calculons

les limites en 0 et en +o0.
— EnO:onaP,(0)=0
— En +o00 : un polynéme étant équivalent & son terme de plus haut degré en +oo, on a donc
$2n an

P (%) ~psioo G- Or lim,, oo 5~ = +00. On a donc lim o P, = +o0.

T 0 1 +o0
P00 N\ P(l) & H4o0

On en déduit le tableau de variations suivant :
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4. Soit n € N*. D’aprés la question 3, P, est strictement décroissante sur [0, 1]. Donc P, (0) > P, (1).
Donc 0 > P, (1). Cette démonstration étant valide pour tout entier strictement positif, on a bien

Vn e N*, P, (1) <0.]

5. (a) Soit n € N*, soit x > 0. On a

k
k=1
Donc ,
" o(—1 kxk 1 2n+1 2+l 1 2n+2 72n+2
Pn+1(95): Z( ]i +( )2 —i-( ) .
— n+1 2n + 2
On a donc

1 T
Pn — Pn 2n+1 [ )
n (@) =Fu@)+e ( 2n+1+2n+2>

(b) Démontrons par récurrence que pour tout n > 3, on a P, (2) > 2.

— Initialisation : Py (2) =0, P»(2) = 042% (=4 +2) =3 = 2. Donc P3 (2) = 5+2° (—1 + 2) =

4 2 20464 _ 84 :
3+32- & =252 =5 >20n abien P5(2) > 2.

— Héredité : soit n > 3. Supposons que P, (2) > 2. Montrons que P, (2) > 2. On a d’aprés
5.a,

1 2
P...(2)=P,(2)+ 2" — .
+1(2) 2)+ ( 2n—|—1+2n—|—2)

De plus d’aprés 'hypotheése de récurrence, P, (2) > 2 Donc P, (2) > 24227+ (—2n1+1 + %H)

Dou P11 (2) > 2+ 22n+1 <m> > 2. La propriété est donc vraie au rang n + 1.

— Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on a bien

Vn>3,P, (2) > 2|

6. Soit n € N*. On sait que :
— P, est continue et strictement croissante sur [1, 4+00]
— P, (1) < 0etlim; P, = +00.
D’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique x,, €|1, 4+-o00[ vérifiant
P, (z,) =0.
De plus, P, (2) > 0 d’apreés les calculs dans la question 5.b. Donc z,, €]1, 2]

7. Voici la fonction demandée :

def approx(n,epsilon)

a=1
b =2
while abs(b-a)>epsilon :
c = (atb)/2
if calcul_P(n,c) <0 :
a=c¢c
else :
b=c

return [a,b]

II. Limite de la suite (z,)nem (0}
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8. Soit n € N*. P/ est une fonction continue sur [0, +o0o| et admet donc comme unique primitive la
fonction & — ;" Py (t)dt. On a donc

Vz € [0, +o0[, P, (z) — P, (0) = /w P! (t)dt.

Or P, (0) = 0. On en déduit d’aprés la question 2 :

T — 1
t+1

dt|.

V€ [0, +o0[, P, () —/

9. En remplacant x par x, dans I'égalité de la question 7, on obtient

Tn th -1
P, (x,) = / dt.
0

t+1

Tn t2n -1
o[ .
o t+1

Dongc, a I’aide de la relation de Chasles :

142 Tn 42
" —1 ngn—1
oo [ [,
o t+1 L i1
142 T 2
" —1 ngen —1
_/ ﬁ:/ d.
o t+1 Lt
1 2n T 2n
1—1t mt —1
/ dt:/ dt|.
o t+1 L t+1
1 2n 1 1 2n
1—1t 1 t
/ _ __m_/ d.
o 1+t J, T+t o 1+t

1 2n 1 42n
1—1 t
/ zln(2)—/ dt.
o 1+t o 1+1

Or :Vt € [0,1], fz—:t > 0. Donc 01 f—:tdt > 0. D’on

Or z,, est racine de P,. Donc

Donc

10. Soit n € N*. On a

Donc

1 t2n
— < _
In (2) /0 T tdt <In(2)

On en déduit que

1 1—t2n
‘v’neN*,/ <In(2)|
o 1+t

11. Soit n € N*, soit t € [1, +oo[. Remarquons que I'inégalité est vraie pour ¢ = 1. On suppose désormais
quet>1.0na
-1 ()" -1
2—-1 $2-1"

On reconnait la forme simplifice de 71—, (t?)*. Or t > 1. Donc Vk € {0,...n — 1}, (t)* > 1. Donc

1

3
|

i

—

Il
S

() =31

el
I

0

e
I
=
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On en déduit que
7 —1
> n.

t?2—1 -
D’ou
£t —1>n(*—1).
Cette démonstration étant valide pour tout n € N* et t > 1, on a donc

Vn e NVt > 11" —1>n(*—1)|

12. Soit n € N*. On a d’aprés q 10 :
*n—1 t?—1

vVt € |1, x,], > .
(L, ) t+1 —nt+1
Donc
2n_1
Vit € [1, 2], >n(t—1).
Ll e 2t = 1)

En intégrant sur [1, z,] on obtient

Tn th _ 1 Tn
dt> [ n(t-1)dt.
1 t+1 1

D’ou ) | (i - 1)
dt > [——]=n,
/1 t+1 Tk
Donc , )
/ t —1dt2n(xn—l).
;. t+1 2
On a donc ) )
ITn t n __ 1
—/ dt > (z, —1)°.
nt, t+1
D’aprés la question 8, on obtient
2 (11—t
—/ dt > (z, —1)%.
nJt, t+1

On en déduit d’apres la question 9,

9 9 11_ 2n
_1n(2)2_/ ! dt > (z, —1)%.
0

n n t+1 -
Par stricte croissance de la fonction racine carrée sur R™ on en déduit que
21In (2
2) >lx, —1].

Or x,, > 1 d’apres la question 6. Donc

V2In2
O<z,—1<K o .
vn
13. On a lim, —”flf;l@) = 0. De plus, d’apres la question 11, on a

b

21n

VneN0<x,—1<

Donc d’apreés le théoréeme d’encadrement, on en déduit que

lim (z,—1)=0.

n—-+00

Il en résulte que la suite (x,),., est convergente et

lim z,=1|
n—-+00
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DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
On considére la suite de fonctions (f,,)nen définies sur [—1, 1] par :

forx—=2x et VneN, fn+1:x»—>3fn(§)—4(fn(§))3.

—_

. Pour tout n € N, montrer que f, est une fonction polynomiale impaire dont on déterminera le degré.

[\

. Soit # € R. Exprimer sin(36) en fonction de sin(f).

w

. On note P la fonction polynomiale t ~— 3t — 4¢3,
(a) Montrer que P(t) € [—1,1] pour tout ¢t € [—1,1].
(b) En déduire par récurrence que f,(z) € [—1,1] pour tout n € N et tout = € [—1, 1].
(c) Alaide du théoréme des accroissements finis, établir que V(s,t) € [~1,1]?, |P(s)—P(t)| < 9|s—t|.

4. Déduire des résultats précédents que :
vneN, Vze[-1,1], |fu(z)—sin(@)| <9]|f0 (%) —sin(%)].

5. Dans cette question, on fixe x > 0 et on pose la fonction :

g:y—sin(y) —y+ AP ou A= llgn(x)
T
(a) En appliquant plusieurs fois le théoréme de Rolle, justifier 'existence d’un réel ¢ €]0, x| tel que
cos(c) = 6.
. : |z[°
(b) En déduire que |z — sin(z)| < o
(c) Montrer que l'inégalité précédente est vraie pour tout = € R.

6. A l'aide des résultats précédents, montrer que :

2

VYneN, V ~1.1 n(x) — si < :
n e 5 xG[ ) ]7 }f (.’L') sm(:l:)| 6X3n

7. Vers quoi converge la suite de fonctions (f,,)nen ? Justifier.
8. [Informatique]

(a) Ecrire une fonction fonction qui prend en arguments un entier n et un réel x puis qui renvoie
la valeur de f,(x).

(b) Ecrire une fonction approximation qui prend en arguments deux réels x € [—1, 1] et epsilon > 0,
puis qui renvoie une approximation de sin(x) & epsilon prés.
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Exercice 2
Dans le C-espace vectoriel C* = {7 = (21,29, 23,24) | Vi € {1,2,3,4}, z; € C}, on considére les sous-
ensembles H; et H, de représentations cartésiennes :

Hi:z1+1204+ 323 — 2024 =0 et Hy:2iz; — 429 —i23+ 524 = 0.

De plus, on pose F = H; N H,.
1. Justifier que H,, Hs et F sont des sous-espaces vectoriels de C*. Quelle est la dimension de H; et Hy?
2. Déterminer une base (u_>1, @) de F'.
3. On pose uh = (—i,1,0,0). Montrer que (271), 3, Ug) est une base de H;.
4

. Déterminer une base de H et choisir, dans cette base, un vecteur noté uj, qui n’appartient pas a Hj.

Pourquoi pouvait-on étre stir d’en trouver un avant méme d’avoir déterminé une base de Hy ?

ot

Montrer que & = (U{, Uy, Ug, zﬁ) est une base de C*.
6. Déterminer la matrice A des coordonnées de la base canonique € = (e_f, e_g, e_3>, e_4>) dans la base 4.
7. On pose B = maty(%). Calculer AB et BA. Que peut-on en déduire ?

Exercice 3

Une fourmi se déplace aléatoirement dans une fourmiliére contenant trois salles notées A, B et C reliées
entre elles par des galeries. On suppose que la fourmi se situe dans la salle A a I'instant n = 0 puis qu’elle
se déplace de la maniére suivante :

— si la fourmi se situe dans la salle A & un instant n alors, avec la méme probabilité, elle reste dans la
salle A ou va dans la salle B a l'instant n + 1;

— si la fourmi se situe dans la salle B a un instant n alors, avec la méme probabilité, elle va dans la
salle A ou reste dans la salle B ou va dans la salle C' a I'instant n + 1;

— sl la fourmi se situe dans la salle C' & un instant n alors elle reste dans la salle C' & 'instant n + 1.

A chaque instant n € N, on note a,,, b, et ¢, les probabilités des événements A, B, et C,, que la fourmi se
situe dans les salles A, B et C respectivement. Ainsi ag = 1 et by = ¢ = 0.

1. [Informatique| On rappelle que la fonction randint (i, j) de la bibliothéque random renvoie un
entier aléatoire entre i inclus et j inclus.

(a) Ecrire une fonction deplacement qui prend en argument une chaine de caractéres salle egale
a ’A’, ’B’ ou ’C’ correspondant a la salle ot se situe la fourmi & un instant donné, puis qui
renvoie une chaine de caractéres correspondant a la salle ou se situe la fourmi & 'instant suivant.

(b) Ecrire une fonction experience qui prend en argument un entier n, puis qui renvoie une chaine
de caractéres correspondant & la salle ou se situe la fourmi & 'instant n aprés avoir simulé
I’expérience aléatoire.

(¢) Ecrire une fonction simulation qui prend en arguments deux entiers n et nbSimul, puis qui
renvoie une liste L=[a,b,c] égales aux fréquences empiriques d’apparition des événements A,
B, et C), aprés avoir simulé nbSimul fois 'expérience aléatoire.

Calculer aq, by et c;.
Calculer as, by et cs.

Justifier que a,, + b, + ¢, = 1 pour tout entier n >

0.
1 1 .
Montrer que a,+1 = §a” + §b” pour tout entier n > 0.

Soit n > 0. Etablir des expressions similaires pour b,,1 et c,,1 en fonction de a,,, b, et c,.

1
Montrer que ¢, = G + gcn pour tout entier n > 1.

En déduire une expression de ¢, en fonction de n > 1.

e T A e

Quelle est la limite de ¢, quand n — +oo ? Ce résultat vous semble-t-il cohérent ?
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
On considére la suite de fonctions (fy)nen définies sur [—1,1] par :

forx—ax et VneN, an:xH?)fn(%)—ll(fn(%))‘g.

1. Pour tout n € N, montrer que f, est une fonction polynomiale impaire dont on déterminera le degré.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n = 0, la fonction fy : © — x est bien polynomiale et elle est impaire car :

Ve e [-1,1], fo(—x)=—x=—fo(z).
Hérédité. On fixe n € N et on suppose que f,, est une fonction polynomiale impaire. Alors la fonction

foe1 iz = 3f, (%) —4 ( fn (%))3 est bien polynomiale comme composée de polynomes et elle est
impaire car :

Vo€ [~ 1] fan(—2) =3 (5) =4 (fa (59)"
= —3fn (%) —4 (—fn (%))3 puique f, est impaire
=3[0 (%) +4(fa (%))3 puisque (—1)% = —1
=— (Bfn (%) —4(f, (%))3> en factorisant par —1
- _fnJrl( )

Conlusion. D’apres le principe de récurrence, on en déduit que ‘ fn est une fonction polynomiale

’impaire pour tout n € N ‘ De plus, on a :

deg(fo) =1 et VneN, deg(fn1) = 3deg(fn)

car x — [, (%) est du méme degré que f,. On reconnait une suite géométrique de raison 3. Par
conséquent :

Vn e N, |deg(f,) =3"|

2. Soit 0 € R. Exprimer sin(30) en fonction de sin(6).
» On a:

sin(30) = Im (e’ ) par définition du sinus

=Im ( e’ ) par propriété de la puissance
=Im ( )+ 8111(0))3) d’aprés la formule de Moivre
=1Im ( ) 4+ 3cos”(#)isin(d) + 3 cos(6) (i sin(Q))2 + (4 sin(&))3)

d’aprés la formule du binéme de Newton
= Im (cos®(6) + i3 cos*(6) sin() — 3 cos(f) sin®(0) — isin®(9)) car > = —1
= 3cos?(f) sin(f) — sin®(f) en conservant seulement la partie imaginaire
= 3(1 — sin®(#)) sin(f) — sin®(#) d’apres la formule de Pythagore
= |3sin(f) — 4sin’(0) |
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3. On note P la fonction polynomiale t — 3t — 4t3.
(a) Montrer que P(t) € [—1,1] pour tout t € [—1,1].

» La fonction P est de classe € sur R comme polynome. En particulier, elle est dérivable sur
[—1,1] et :

- =319 = 12(2 - 1) = 1ot L) (142
Vi e [-1,1], P'(t)=3—-12t" = 12<t 1) = 12 (¢t 5 t+2 :

On en déduit les variations de la fonction P sur [—1,1] :

t ~1 —3 0 3 1
P'(t) - 0 + 0 -
1 1
P(t) (')/
/
—1 1
car P(1) =3 —4=—1, P(3) =3 — 5§ = 1 et P est une fonction impaire. En particulier, on en

déduit bien que | P(t) € [—1,1] pour tout ¢t € [—1,1]|.

(b) En déduire par récurrence que f,(x) € [—1,1] pour tout n € N et tout x € [—1, 1].
» Pour tout n € N, on pose :

H(n): «Vx € [-1,1], fo(x) € [-1,1]».

Soignez bien la rédaction de [’hypothese a démontrer par récurrence ici. Il y
a deux variables, il ne faut donc pas se tromper dans les quantificateurs : le
réel v € [—1,1] n’est pas fizé.

Initialisation. Pour n = 0, on a bien que H(0) est vraie car :
Vo € [_17 1]7 fo(l‘) = c [_171]

Hérédité. On fixe n € N et on suppose que H(n) est vraie. Montrons que H(n + 1) est vraie. On
fixez € [-1,1]. On a :

Jor1(@) =3f, (%) — 4 (fa (%))3 d’aprés ’énoncé
= P( fn (%) ) en reconnaissant le polynéome P.

Or £ € [—4,4] C [-1,1] (car z € [—1,1]) donc f,, (%) € [-1,1] d’aprés I'hypothese de récurrence
H(n) qu’on a supposé vraie. On en déduit que P ( fn (%)) € [—1, 1] en appliquant le résultat de la
question précédente a t = f, (%), et par conséquent que f,1(x) € [—1, 1] pour tout x € [—1,1].
On a bien montré que H(n) = H(n+ 1), et cette implication est vraie pour tout n € N.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que H(n) est vraie pour tout n € N,

c’est-a-dire que :

VneN, Vrel|-1,1, f.(z)e[-1,1]]|

(c) A Uaide du théoréme des accroissements finis, établir que V(s,t) € [—1,1]%, |P(s) — P(t)| <
9s — .
» On fixe deux réels s et ¢ dans [—1, 1] et on raisonne par disjonction de cas.
1 cas : s = t. Alors on a bien |P(s) — P(t)| < 9|s — t| car les deux membres de l'inégalité sont
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nuls.

2¢ cas : s < t. La fonction P est de classe > sur R comme polynéme. En particulier, elle est
continue sur [s, t] et dérivable sur |s, ¢[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on en déduit
qu’il existe un réel ¢ €]s, t] tel que :

P(t) = P(s)

Pe) = t—s

Rappelez précisément les hypothéses des théoremes que vous appliquez. Ici,
écrire que P € €°°(R) est suffisant mathématiquement mais ne permet pas de
montrer que vous connaissez l’énoncé du théoréme des accroissements finis.

Or on a vu a la question 3(a) que P’ : t — 3 — 12¢%. On reconnait un polynéme de degré 2 dont
les variations sur [—1, 1] sont :

t -1 0 1

P(t)

-9 -9

En particulier, on en déduit que |P'(¢)| <9 car ¢ €]s,t[C [—1, 1]. Par conséquent :

|P(s) = P(t)] _ ‘P(S) —P(t)’ _ ‘P(t) — P(s)
|s —t] t—s

s—t =|P(c)| <9

donc |P(s) — P(t)| < 9|s — t| car |s —t| > 0.

3¢ cas : s>t. On raisonne comme dans le 2° cas en inversant les variables s et t. On obtient que
|P(t) — P(s)| < 9|t — s|. Puis on en déduit que |P(s) — P(t)| < 9|s — t| car |P(t) — P(s)| =
| — (P(s) — P(t))] = |P(s) — P(t)| et de méme |t —s| =] — (s —t)| = |s —t|.

Conclusion. Dans tous les cas, on a bien montré que :

V(s,t) € [-1, 1%, |P(s) — P(t)| < 9|5 — |

4. Déduire des résultats précédents que :

vneN, Vze|-1,1], |fori(z)—sin(z)| <9|f. (%) —sin(%)].

Cette question propose de démontrer une relation de récurrence. Cette relation sera
probablement utilisée dans un raisonnement par récurrence (cf. la question 6), mais
elle n’a aucune raison d’étre elle-méme démontrée par récurrence (puisqu’aucune
question précédente n’a pour résultat une autre relation de récurrence permettant
de la démontrer).

On fixen e Net x € [-1,1]. On a :

far1(x) = 3fn (%) —4 (fn (%))3 d’aprés 1’énoncé

=P ( fn (%) > en reconnaissant le polynome P,
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et sin(z) =sin (3 x %)

= Jsin (%) — 4sin® (%) d’apreés le résultat de la question 2 en posant 6§ =

z

3

= P(sin (%) ) en reconnaissant le polynome P.

Par conséquent :

[Fusa@) = sin(@)] = |P(fu (3) ) = P(sin (3) )| <91Ju (3) = sin (3)]

en appliquant le résultat de la question précédente a s = f,, (%) et t = sin (%) car s € [—1,1] d’aprés
le résultat de la question 3(b) (puisque % € [—%, %] C [-1,1]) et t € [—-1, 1] puisque la fonction sinus
est & valeurs dans [—1,1].

Noubliez pas de vérifier que (s,t) € [—1,1]* pour pouvoir appliquer le résultat de
la question précédente.

5. Dans cette question, on fite x > 0 et on pose la fonction :

g:y—sin(y) —y+\?  ou )\:llgn(x).
x

(a) En appliquant plusieurs fois le théoréeme de Rolle, justifier l’existence d’un réel ¢ €]0, x| tel que
cos(c) = 6.
» La fonction g est de classe € sur R comme somme de fonctions usuelles. En particulier, elle
est continue sur [0, z] et dérivable sur ]0, z[. De plus :

g(0) = sin(0) — 0+ Ax 0P =0 et g(z) = sin(x) — z + Az® = 0 Car)\:x—zlgn(x)'

On peut donc appliquer le théoréme de Rolle : il existe un réel a €]0, z[ tel que ¢'(a) = 0.

Comme a la question 3(c), rappelez précisément les hypothéses des théorémes
que vous appliquez.

Orona:
g iy cos(y) —1+3\y* donc ¢'(0) =cos(0) — 143 x 0* =0.

Puisque ¢’ est continue sur [0, a] et dérivable sur |0,a (car g € €*°(R)) et que ¢'(0) = ¢'(a) = 0,
on sait d’aprés le théoréme de Rolle qu'il existe un réel b €]0, a[ tel que ¢”(b) = 0.
Orona:

g":yr— —sin(y) + 0+ 6 y donc ¢"(0) = —sin(0) +0+6 x 0 =0.

Puisque ¢” est continue sur [0,b] et dérivable sur |0,b] (car g € €*(R)) et que ¢"(0) = ¢"(b) = 0,
on sait d’aprés le théoréme de Rolle qu'il existe un réel ¢ €]0, b[ tel que ¢”(¢) = 0.
Or on a :

/!

g" y— —cos(y) + 6.
On en déduit que :

g"(c) = —cos(c) +6A =0 donc que cos(c) = 6.

De plus, ¢ €]0,z] car 0 < ¢ < b < a < x. Ainsi, on a bien prouvé que | Ic €]0, z[, cos(c) = 6A|.

3
(b) En déduire que |v — sin(z)| < %

» D’apreés le résultat de la question précédente, on a :

6|A| = |6A| = |cos(c)| <1 car la fonction cosinus est a valeurs dans [—1, 1].
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En remplacant A par son expression de I’énoncé, on obtient :

|z — sin(z)| x — sin(x) 1
_ — |\ <=
|z|? x3 A< 6
3
donc | |z — sin(z)| < % car |x]> > 0.

(c) Montrer que l’inégalité précédente est vraie pour tout x € R.

» On a démontré le résultat de la question précédente pour tout x > 0. Pour x = 0, I'inégalité
est vraie car les deux membres sont nuls. Il suffit donc de démontrer I'inégalité pour = < 0.
Dans ce cas, on reprend le raisonnement de la question 5(a) en appliquant une premiére fois le
théoréme de Rolle sur l'intervalle |z, 0], puis sur U'intervalle ]a, 0] et enfin sur I'intervalle ]b, 0[.
On obtient l'existence d'un réel ¢ €|z, 0[ tel que cos(c) = 6. Puis le raisonnement de la question
5(b) est identique car |z|*> > 0 méme lorsque z < 0. Finalement, l'inégalité précédente est vraie
pour tout x € R :

3
Vx € R, }x—sin(m)‘ < % :

6. A Uaide des résultats précédents, montrer que :

: ||
\V/ S N, V € _]., ]- 9 n - <
n x €| ] }f (x) sln(m)| X 3
» On raisonne par récurrence en posant pour tout n € N :
H'(n) : «vz € [-1,1], |fu(2) — sin(z)| < 2 »
' =6 x 3n

Comme a la question 3(b), rédigez proprement l’hypotheése a démontrer par récur-
rence : le réel x € [—1,1] nest pas fizé.

Initialisation. Pour n = 0, on a d’aprés le résultat de la question précédente :

e =

Ve eR, |fo(z) —sin(z)| = |z — sin(z)| < 6 6x30

Puisque cette inégalité est vraie en particulier pour tout = € [—1, 1], on a bien montré que H'(0) est
vraie.

Hérédité. On fixe n € N et on suppose que H'(n) est vraie. Montrons que H'(n + 1) est vraie. On
fixex € [-1,1]. On a :

‘fnﬂ(a:) — sin(a:)‘ <9 ‘f (%) — sin ( )| d’aprés le résultat de la question 4
|%\

d’aprés ’hypothése de récurrence H'(n) qu’on a

6 x 37 supposé vraie et car £ € [—3, 5] C [-1,1]

—gx 27 :1 |z[° _ |2]* .
6x3" 3 6x3* 6 x3ntl

On a bien montré que H'(n) = H'(n + 1), et cette implication est vraie pour tout n € N.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que H'(n) est vraie pour tout n € N,
c’est-a-dire que :

2

VneN, V ~1.1 n(T) — si < :
n e N, ZL'G[ ) ]7 }f (ZB) Sln(x)| 6 x 3n
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7. Vers quoi converge la suite de fonctions (fu)nen ¢ Justifier.

» Pour tout z € [—1,1], on a lim,,_,, |§—|; = 0. D’aprés le théoréme de la limite par encadrement,

on déduit du résultat de la question précédente que pour tout = € [—1,1] :

nl_{gloo | fa(z) —sin(z)| =0 donc nl—igloo fn(x) = sin(zx) |.

Par conséquent, |la suite de fonctions (f,,)nen converge vers la fonction sinus|.

8. [Informatique

(a) Ecrire une fonction fonction qui prend en arguments un entier n et un réel x puis qui renvoie
la valeur de f,(x).
» Par exemple :

def fonction(n,x):
if n==0:
return x
else:
precedent=fonction(n-1,x/3)
return 3*precedent-4*(precedent**3)

Le plus simple est d’utiliser une fonction récursive pour calculer f,(x). La
variable intermédiaire precedent n’est pas nécessaire, elle sert seulement a
éviter que l'ordinateur calcule deux fois fonction(n-1,%x/3) (ce qui appelle-
rait 2" fois fonction par récursivité) et donc a gagner en temps de calcul
(avec precedent, fonction est appelée seulement n fois par récursivité).

(b) Ecrire une fonction approximation qui prend en arquments deux réels x € [—1,1] et epsilon >
0, puis qui renvoie une approzimation de sin(x) a epsilon preés.

» Par exemple :

def valeurabsolue(x):
if x>0:
return x
else:
return -x

def approximation(x,epsilon):
n=0
while valeurabsolue(x)**3/(6*(3**n))>epsilon:
n=n+1
return fonction(n,x)

On peut également utiliser la fonction abs de la bibliotheque numpy pour
calculer des valeurs absolues.

Exercice 2
Dans le C-espace vectoriel C* = {7 = (z1,29,23,21) | Vi €{1,2,3,4}, z; € C}, on considere les sous-
ensembles Hy et Hy de représentations cartésiennes :

Hi:zi+120+323—2124=0 et Hy:20zy —4z9 — 123+ Dzy = 0.

De plus, on pose F = H; N H,.
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1. Justifiergue H,, Hy et F sont des sous-espaces vectoriels de C*. Quelle est la dimension de H, et Hy ?
» Ona 0 =(0,0,0,0) € Hy car 0+ix0+3x0—2ix0 = 0. De plus, si on fixe U = (21, 20, 23, 24) € H1,
U = (w1, wa, w3, wy) € Hi et A€ C, on a:

)\7 + 7 = ()\Zl + w1, )\ZQ + Wa, /\23 + Ws, )\Z4 + w4)

et (Az1 +wy) +i(Aze + we) + 3(Azg + ws) — 2i(Azy + wy)
:)\(21 + 129 + 323 — 2@'2%) + (w1 + 1wy + 3wz — in%)
=0 c;rrﬁeHl =0 ca:r?eHl
=Ax04+0=0.

On a bien montré que | H; est un sous-espace vectoriel de C*|. On raisonne de méme pour montrer

que | Hy est un sous-espace vectoriel de C*|. Par conséquent, | F' = H; N Hy est aussi un sous-espace

vectoriel de C* ‘ comme intersection de sous-espaces vectoriels de C*.

On peut également reconnaitre pour Hy et Hy des représentations cartésiennes
d’hyperplans de C*. C’est plus rapide, mais ¢a ne permet pas de montrer qu’on
connait la définition d’un sous-espace vectoriel.

De plus, on a une représentation paramétrique de H; :

21 = —129 — 323 + 212y
. . . . 29 — Z9 3
Hy 2+ 1294+ 323 — 212y =0 < ,(29,23,24) € C
zZ3 — Z3
24 = Z4

en reconnaissant un systéme linéaire d’une équation a quatre inconnues de rang 1 qui admet donc
une infinité de solutions. Par conséquent :
H1 = {7 = (21722723, 24) c (C4 | Z1 + ’iZQ + 323 — 2iZ4 = 0}
= {7 = (—iZQ — 323 + 27:24, 29, %3, 24) ‘ (22, 23, 24) S Cs}
= {U = 2 (—i,1,0,0) +23 (=3,0,1,0) +24 (2,0,0,1) | (22,23, 24) € C*}

=uf ] =0}

= Vect (U_1>, v_2>, 1)_3>) par définition du sous-espace vectoriel engendré.

Donc (U_1>, v_2>, v_g) est une famille génératrice de H;. De plus :
—1 —3 2
— 3y 1 00 a ’aide de la matrice des coordonnées
rang(vl, v2; U?’) “TEE L g1 de (171), 3, U—g>) dans la base canonique
0 0 1
1 00
_ an 0 1 0 en échangeant les lignes a l'aide des opérations
- ralg 0 0 1 L1<—L2,L2<—L3,L3<—L4etL4<—L1
—1 —3 2
00
— an 0 0 en manipulant la derniére ligne & I’aide des opérations
N & 0 0 L4<—L4+iL1,L4<—L4+3L2 et L4%L4—2iL3
0 0 O
=3.

Donc (v1, 03, 03) est une famille libre. On en déduit que (77, 03, v3) est une base de H; et donc que

1
dim(H;) = 3|. On raisonne de méme pour montrer que |dim(Hs) = 3|.
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2. Déterminer une base (u, u) de F.
» Puisque F' = H; N H,, on a comme représentation cartésienne de F' :

. 21+’i22+323—2i24 =0
"\ 2621 —4z9 — 23+ 524 =0

On reconnait un systéme linéaire de deux équations a quatre inconnues qu’on échelonne a l'aide de la
méthode du pivot de Gauss :

21

i 3 —=2i\|=]|_/(0

20 —4 —1 5 zZ3 ~\0 L2 — L2 — 22L1
<4

1] i 3 —2i\|=]| [0
<:><0—7¢1 —\0)°

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang 2 qui admet donc une infinité de solutions qu’on

peut exprimer en fonction des inconnues auxiliaires z3 et zy :

Tiza— 7i 1
2 AT 523+ 524
= —jiz—3 Vizg = —i (=18 1.)Y_3 Vioy = —Loe —ip 3 Vizy = —13 31
z1 129 23+ 2124 1(—5%23+ 52 z3 + 2124 523 — 524 23+ 2124 5 23 T 524

D’ot une représentation paramétrique de F' :

_ 13 3i
Zl——32’3+§2’4
7i 1
. 29 = —523+ 52 2
F: z2 z23 274 (23, 24) € C-.
3 = 23
24 = 24

En raisonnant comme dans la question 1, on peut écrire F' comme un ensemble de combinaisons
linéaires, c¢’est-a-dire comme un sous-espace vectoriel engendré :

F = {23 (—E —%, 1,0) + 24 (%,%,O, 1) | (23,24) € (CQ}
= Vect( (—E —%, 1,0) , (%, %,0, 1) )

2

= Vect( (—13,-74,2,0), (3,1,0,2) ).

=uf =u}

Donc (uf, u3) est une famille génératrice de F'.

1l existe bien str une infinité de solutions a cette question. Pour en choisir une
simple (en particulier sans fractions parmi les composantes) afin de gagner du
temps dans les calculs suivants, pensez a utiliser les propriétés des sous-espaces
vectoriels engendrés. Par exemple, pour se débarrasser des dénominateurs dans
les composantes de up -

VA€ C*,  Vect(u,us) = Vect(\aj, u3).
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De plus :

—13 3
ran (u_> u_>) o -7 1 a 'aide de la matrice des coordonnées
sl z) =1atg 1 o9 de (u},u3) dans la base canonique
0 2
2 0
o 0 2 en échangeant les lignes a ’aide des opérations
o & —137 3 L1 — Lg, L2 — L4, L3 — L1 et L4 — L2
-7 1
en manipulant les deux derniéres lignes a 1’aide des opérations
= rang 00 L3+ 2L3+ 132L1, L3+ 2L3— 3iL2,
0 0 L4 <— 2L4 + 7ZL1 et L4 <— 2L4 — LQ.
= 2.

Donc (271, u_%) est une famille libre. On en déduit que (Ui, u_%) est une base de F' en posant :

w = (—13,-74,2,0)] et |w = (3i,1,0,2)]

3. On pose u} = (—1,1,0,0). Montrer que (u_>1,17>2, 173) est une base de H;.

» Puisque dim(H;) = 3 d’aprés le résultat de la question 1, il suffit de montrer que (u_>1, u_>2, 175) est

une famille libre de vecteurs de H;.

Pensez a utiliser la dimension pour gagner du temps (¢a permet d’éviter la moitié
du travail). On peut aussi seulement montrer que (u_{uj,m) est une famalle
génératrice de Hy, mais c’est souvent plus long que de prouver la liberté.

On sait déja que ui et uh appartiennent & F' d’aprés le résultat de la question précédente, donc qu’ils
appartiennent & H; car F'= H, N Hy C H,. Et 173 € H car :

—+1x14+3x0—2¢x0.

De plus
—13 3t —1
sy -7t 1 1 a l'aide de la matrice des coordonnées
rang(ul, Y2, u3) — rang 2 00 de (U{, 3, u_>3) dans la base canonique
0 20
2 00
_ om 0 20 en échangeant les lignes a 1’aide des opérations
TS 43030 i | Ly ¢ ILs, Lot Ly, Ly ¢ Lyet Ly < Ly
-7 1 1
00 : T .
0 0 en manipulant les deux derniéres lignes a l’aide des opérations
= rang 00 . L3 — 2L3 + 13ZL1, L3 — 2L3 — 31:[12,
0 0 _f Ly < 2Ly + TiLy et Ly ¢ 2L4 — Lo.
0 0
= rang 0 0, a l'aide de l'opération Ly < tL4 + L3
0 0
00 O
= 3.
Donc (u}, u}, 4) est une famille libre de vecteurs de Hy, qui est maximale car dim(H;) = 3. On en

déduit que (U{, u_>2, 173) est une base de H; |.
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4. Déterminer une base de Hy et choisir, dans cette base, un vecteur noté us, qui n’appartient pas o Hy.
Pourquot pouvait-on étre sir d’en trouver un avant méme d’avoir déterminé une base de Hy ¢

» En raisonnant comme dans les questions 1 et 2, on a une représentation paramétrique de H, :

422 + iZg - 5Z4

— _ : 1 5,
1 = 2 = —2@2’2 + 523 + 5224
Hy 21z — 429 —i23 + 524 = 0 <— 2 = %2 ,(ZQ, z3, 24) € (C3
zZ3 — Z3
24 = Z4

Par conséquent :
Hy = {2(-2i,1,0,0) + 23 (3,0,1,0) + 24 (24,0,0,1) | (29, 23,24) € C*}

= Vect((—2i,1,0,0),(%,0,1,0), (2¢,0,0,1) )
= Vect((—2i,1,0,0),(1,0,2,0), (5,0,0,2) ).

De plus :

rang( (—2i,1,0,0),(1,0,2,0),(5i,0,0,2) ) = rang (1) (2)8 %:éﬁ‘
3 4
0 02 L4(—L1

1 00

020

I I

00

= rang 0 0

0 0

000

=3.

On en déduit que | ((—24,1,0,0),(1,0,2,0),(54,0,0,2)) est une base de Hy|. De plus :

—2i4+ix1+3x0-2ix0=—i#0 donc (—2i,1,0,0)¢ H.

11 suffit par exemple de poser | uj = (—2¢,1,0,0) |

On aurait aussi pu poser uy = (1,0,2,0) ou up = (5:,0,0,2) car :
14+41x04+3%x2—-2ix0=7T#0 et 5i+ix0+3x0—-2ix2=1=#0.

Il existe une infinité d’autres solutions puisqu’il existe une infinité de base de Ho
et que chacune contient au moins un vecteur n’appartenant pas a Hy d’aprés le
raisonnement sutvant.

Par I'absurde, si tous les vecteurs d’une base de H, appartiennent a H; alors on obtiendrait en
particulier une famille libre de dim(Hs) = 3 vecteurs de Hi, qui est maximale car dim(H;) = 3, donc
une base de Hy. Ainsi, on aurait que H; = Hy ce qui est absurde puisque les équations cartésiennes de
H, et Hy ne sont pas proportionnelles. Par conséquent, ‘au moins un vecteur de toute base de H,

n’appartient pas a Hy |

On peut également dire que si tous les vecteurs d’une base de Hy appartiennent a
Hy alors Hy C Hy, puis que Hy = Hy car dim(H,) = dim(Hy), ce qui est absurde
pour les mémes raisons que précédemment.
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5. Montrer que B = (271, us, u_>3,274) est une base de C*.

» Puisque dim(C*) = 4, il suffit de montrer que (u—>1, us, us, u—>4) est une famille libre. On a :

—13 3t —t —2i\ Ly < Ls

—7i 11 1 | Ly« L
rang (ﬁ7ﬁ2aﬁ3774) = rang 2 0 O 0 Lz — Lj

0O 2 0 O L4<—L2
00 0

. 0 20 0

TS 933 =5 —9i | Ly« 2Ly + 13L,
-7t 1 1 1 Ly 2L, + T7il4
0 0 0

=rang 0 0 0
0 61 —21 —4s L3<—L3—3’LL2
02 2 2 Ly< Ly— Lo
0 0 0

- 0 0 0

TR 0 [22i] -
00 2 2 ) Ly<ilsy+ Ls
0 0 0

= ran 0 0 0

TS 0 0 [Z2i] —4i
00 0

= 4.

On en déduit bien que | % = (u_>1, u_g, us, u_>4) est une base de C*|.

6. Déterminer la matrice A des coordonnées de la base canonique € = (e_1>, e_2>, 6_3), e_4>) dans la base A.

» On fixe un vecteur ¥ = (21, 22, 23, 24) € C* et on note (w1, wy, w3, wy) € C* ses coordonnées dans
la base %, c’est-a-dire 'unique solution du systéme linéaire suivant :

U = wlu_>1+w2u_>2+w3u_>3+w4u_>4

—13 3t —1 —21 w1 z1 L1 — L3
-7 1 1 1 Wo . Z9 Lo+ Ly
= 2 00 o ws | T | 2 | Ls — Iy
0 2 0 0 W4 24 Ly < Lo
00 0 w; s
o200 | fu|_|=
-7 1 1 1 Wy 29 Ly+ 2L+ 7il4
0 0 0 wy 2z
. | o2 o o wy | _ 2
0 61 —21 —4s w3 221 + 1323 L3 — L3 — 3iL,
0 2 2 2 Wy 229 + 7123 Ly L,— Lo
0 0 0 wy 2z
|0 00 | fuw]_ a
0 0 |—2i|—4 w3 221 + 1323 — 312y
0O 0 2 2 Wy 229 + 7@23 — 24 Ly + 1L, + L3
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0 0 0 w1 z3
|0 0 0 wy | 24

0 0 —4i | | ws | | 2210+ 1325 — 3iz

00 0 Wy *

ou k=1 (229 + Tizg — 24) + 221 + 1323 — 3izy = 221 + 2429 + 623 — 4izy.

On «remonte» le systéme linéaire pour obtenir 'unique solution :

Wy = _%l (221 4 2izg + 623 — 4izy) = 021 — 29 + 3izg + 224

w3 = =5 (221 + 1323 — 3izg + diwg) = =5 (=221 — 4izg + 23 + Dizg) = —iz + 220 + 523 — 22
Wy = %z4

w, = %Zg

En particulier, pour @ = €1, on a (21, 29, 23, 24) = (1,0,0,0) donc (wy, wy, w3, wy) = (0,0, —1,7). Dot
les coordonnées du vecteur e_f dans la base & :

0
mat (€_1>) = _;
)

On raisonne de méme pour 3 = (0,1,0,0), &5 = (0,0,1,0) et e; = (0,0,0,1) :

0 1/2 0
0 0 1/2
1 3i 2

Finalement, on obtient que :

0 01/2 0

00 0 1/2
A=matu(€) = ;9 ip —5//2

i —13i 2

. On pose B = maty(%A). Calculer AB et BA. Que peut-on en déduire ?
» Puisque les coordonnées dans la base canonique € sont égaux aux composantes des vecteurs dans
C*, on a d’aprés le résultat de la question 2, I’énoncé et le résultat de la question 4 :

—13 31 —i —21

-7 1 1 1

B—matcg(%’)— 9 0 0 0

0 20 O

Par conséquent :
0 01/2 0 —13 31 —i —21¢ 1000
ap_| 00 0 12 711 1 | ||otoo0
—| =i 2 /2 —5/2 2 00 0 [ |loo1o]}

1 —1 31 2 0 20 O 0001
—13 31 —1 —2¢ 0 01/2 0 1000
R 00 0 12 ] |[o100
et BA=1 9 g0 0o |[|=i2i2-=52]| o010
0 20 O 1 —1 3 2 0001
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On reconnait la matrice identité de .#(C). On en déduit que |la matrice des coordonnées de la base |

canonique dans la base Z est inversible et que son inverse est la matrice des coordonnées de la‘

base # dans la base canonique |.

Exercice 3

Une fourmi se déplace aléatoirement dans une fourmiliere contenant trois salles notées A, B et C' reliées
entre elles par des galeries. On suppose que la fourmi se situe dans la salle A a Uinstant n = 0 puis qu’elle
se déplace de la maniére suivante :

— si la fourmi se situe dans la salle A & un instant n alors, avec la méme probabilité, elle reste dans la
salle A ou va dans la salle B a linstant n+ 1 ;

— st la fourmi se situe dans la salle B a un instant n alors, avec la méme probabilité, elle va dans la
salle A ou reste dans la salle B ou va dans la salle C' a l'instant n + 1 ;

— st la fourmi se situe dans la salle C' a un instant n alors elle reste dans la salle C' a linstant n + 1.

A chaque instant n € N, on note a,, b, et ¢, les probabilités des événements A,,, B, et C,, que la fourmi se
situe dans les salles A, B et C respectivement. Ainsi ag =1 et by = ¢ = 0.

1. [Informatique| On rappelle que la fonction randint(i,j) de la bibliothéque random renvoie un
entier aléatoire entre i inclus et j inclus.

(a) Ecrire une fonction deplacement qui prend en argument une chaine de caractéres salle egale
a ’A’, ’B’ ou ’C’ correspondant a la salle ou se situe la fourmi a un instant donné, puis qui
renvoie une chaine de caractéres correspondant a la salle ou se situe la fourmi a l’instant suivant.

» Par exemple :

import random
def deplacement(salle):
if salle==’A’:
destination=[’A’,’B’]
aleatoire=random.randint (0, 1)
return destination[aleatoire]
elif salle==’B’:
destination=[’A’,’B’,’C’]
aleatoire=random.randint (0,2)
return destination[aleatoire]
elif salle==’C’:
return °C’°

(b) Ecrire une fonction experience qui prend en argument un entier n, puis qui renvoie une chaine
de caractéres correspondant a la salle ot se situe la fourmi a linstant n aprés avoir simulé
l’expérience aléatoire.

» Par exemple :

def experience(n):
salle=’"A’
for i in range(n):
salle=deplacement (salle)
return salle

(c) Ecrire une fonction simulation qui prend en arquments deuz entiers n et nbSimul, puis qui
renvoie une liste L=[a,b,c] égales aux fréquences empiriques d’apparition des événements A,
B, et C,, apres avoir simulé nbSimul fois [’expérience aléatoire.

» Par exemple :
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def simulation(n,nbSimul):
freq=[0,0,0]
for i in range(nbSimul):
salle=experience(n)
if salle==’A’:
freq[0]=freq[0]+1
elif salle==’B’:
freq[i]l=freq[1]+1
elif salle=="C’:
freq[2]=freq[2]+1
for i in range(3):
freqli]=freq[i] /nbSimul
return freq

2. Calculer ay, by et cq.
» D’aprés ’énoncé, la fourmi se situe dans la salle A a I'instant n = 0 puis, équiprobablement, reste

dans la salle A ou va dans la salle B & l'instant n = 1. Donc |a; = b; = % et .

3. Calculer aq, by et cs.
» D’apres le résultat de la question précédente, la fourmi se situe dans la salle A ou bien dans la salle
B a l'instant n = 1. Par conséquent, les événements A; et B; forment un systéme complet. D’aprés
la formule des probabilités totales, on en déduit que :

az = P(Az) = P(A1)Pa,(A2) + P(B1)Pp, (As).

Or P(Ay) = a; = 5 et P(B1) = b, = 1 d’aprés le résultat de la question précédente, Py, (As) = 1 et
Pg,(Ay) = 5 d’apres I'énoncé. Donc :
BRI R
27372273 2

En raisonnant de méme, on obtient :

1 1 1 1 )
b2 = P(BQ) = p(Al)PAl(BQ)—|—P(Bl)PBl(BQ) = 5 X 5 +§ X g = E R
1 1 1 1

4. Justifier que a, + b, + ¢, = 1 pour tout entier n > 0.
» Soit n > 0. Puisque la fourmi ne peut pas se situer dans deux salles en méme temps, les événements
A,, B, et C,, sont deux a deux incompatibles (c’est-a-dire A, N B, =0, A,NC, =0 et B,NC, =0).
De plus, puisqu’il n’y a que trois salles dans la fourmiliére, 'union des événements A,,, B, et C, est
égale a 'univers. Par conséquent, ‘An, B,, et (), forment un systéme complet d’événements‘ et :

an + by, + ¢, = P(A,) + P(B,) + P(C,) = P(A,UB,UC,) =1|

1
5. Montrer que a,y1 = §an + gbn pour tout entier n = 0.

» Soit n > 0. Puisque A, B, et C,, forment un systéme complet d’événements d’aprés le résultat de
la question précédente, on a d’aprés la formule des probabilités totales :

Ap41 = P(An-‘rl) = P(An> PAn (An—i-l) + P(Bn) PBn (An-‘rl) + P(On) PCn (An-‘rl)'

=an =b, =Cn
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Or Py, (Ani1) = 3, Pp, (A1) = 3 et Po,(Api1) = 0 d’aprés Pénoncé. Donc :

= ><1+b ><1+ ><0—1 +1b
Qp4+1 = Qn 9 n 3 Cn, - 2an 3n-

. Soit n > 0. Etablir des expressions similaires pour b, 1 et c,.1 en fonction de a,, b, et c,.
» En raisonnant comme a la question précédente, on d’aprés la formule des probabilités totales :

1 1
bot1 = P(Bny1) = P(A,) Pa,(Bny1) + P(By) Pg, (Bpy1) + P(Cy) P, (Bri1) = | =ay + by |,
—— T —— e —— e — — 2 3

=an :1/2 :bn :1/3 =Cn =0

1
et cpi1 = P(Cn-i-l) = P(An) Py, (Cn+1) + P(Bn) Pg, (On-i-l) + P(On) Fe, (Cn+1) =|5bn +cnl|
—_——— e e o — 3

=an =0 :bn :]_/3 =cn =1

1
. Montrer que c,11 = G + EC” pour tout entier n > 1.

» Soit n > 1. D’apres le résultat des deux questions précédentes, on remarque que :
1 1

n — S Un— _bn— = bn
n = -1 300
Or on a d’aprés le résultat de la question 4 :
1—c 1 1
n +bp+c, =1 d 2b, = 2 =" ¢,
an +0, + ¢ onc 5 5 20

—bn,
En réinjectant dans I'expression de ¢, 1 obtenue a la question précédente, on obtient que :

1 1(1 1 ) 1 5
Cn+1:_bn+cn:_ —— =Cp | tCp ==+ =Cn|

3 3\2 2 6 6

. En déduire une expression de c, en fonction den > 1.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on reconnait que la suite (¢,),>1 est arithmético-
géométrique. Pour déterminer son terme général, on commence par résoudre I’équation suivante
d’inconnue o € R :

15
a=—-+-—a << a=1

6 6
Puis on remarque que la suite (¢, — 1),>1 est géométrique car :
1 5 5 D 5
v>1’ nt1 — 1=~ —C,—1=—= ~Cp = = (¢, — 1).
n Crt1 5 + 5¢ 5 + =5 (c )
On en déduit que :
5 n—1
Vn}l, Cn—1:<6> (Cl—l).

Or ¢; = 0 d’apres le résultat de la question 2. Finalement, on obtient que :

571—1
V=1, |ea=1-[2= :
w1 e (6)

On peut vérifier Uexpression a l'aide du résultat de la question 3 :

=\ 21 1
62:1— (;) — 6

. Quelle est la limite de ¢, quand n — oo ? Ce résultat vous semble-t-il cohérent ¢

» Puisque % €] —1,1[, on a lim, (%)n_l =0 et donc ‘limn_>+oo =1 ‘ d’aprés le résultat de la

question précédente. Ce résultat est cohérent puisque la fourmi se déplace aléatoirement dans la
fourmiliére jusqu’a arriver dans la salle C' dans laquelle elle restera piégée d’aprés I’énoncé.
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