Fiche méthodologique n° 12

Manipuler des matrices

1 Calculer le rang d’une matrice rectangulaire

Le rang d’une matrice A € M,, ,,(K) est le nombre de lignes non nulles de la matrice
échelonnée obtenue a partir de A en appliquant la méthode du pivot de Gauss.

Exemple 1

1
Soit a € R. Déterminer le rang de la matrice A = 1
a

—_ = Q
—Q =

Solution. Pour éviter de distinguer le cas ou le pivot a est nul, on permute les deux
premiéres lignes L; <> Lo (afin de prendre 1 comme pivot). Ensuite on effectue les
opérations Lo < Lo —alq et Ly < L3 — Li. On obtient :

all lal a 1

A=|1al ] —=>(all]| — 0 1-a21l—-a

11la 11a 0 1—a a—-1
Si a = 1 alors les deux derniéres lignes sont nulles et donc rang(A) = 1. Si a # 1, on
multiplie les deux derniéres lignes par ﬁ : Lo +— ﬁLg et Ly + ﬁLg. Puis on

les permute Lo <+ L3 (afin de prendre 1 comme pivot). Ensuite on effectue 'opération
L3+ L3 — (1 + Q)LQ. On obtient :

al al al

01-a?1-a | — 0 14a 1 — 0o 1 —-1|—
0 1—-a a-1 0 1 -1 0 14+a 1

a 1
0[1] -1
0 0 [27d]

Si a = —2 alors la derniére ligne est nulle et donc rang(A) = 2. Enfin sia € R\ {-2,1}

alors rang(A) = 3. O
Exercice d’application 1

alal
Soit a € R. Déterminer le rang de la matrice A= | 1 a 1l a

11al

2 DMontrer qu’une matrice carrée est inversible

Etant donnée une matrice carrée A € M,,(K), on cherche & savoir si A est inversible
ou non (sans nécessairement calculer U'inverse de A).

2.1 Par calcul du déterminant dans le cas d’une matrice 2 x 2

A= (Z Z) € M5 (K) est inversible si et seulement si det(A) = ad — bc # 0|

Exercice d’application 2
204+3 a

Déterminer pour quelles valeurs de a € R la matrice ( 3a4 92

> est inversible.

2.2 Par calcul du rang

’A € M, (K) est inversible si et seulement si rang(A) =n ‘

Exercice d’application 3

alO
Déterminer pour quelles valeurs de a € R la matrice | 1 a 1 | est inversible.
0la

3 Calculer ’inverse d’une matrice inversible

Etant donnée une matrice carrée A € 4, (K) dont on sait qu’elle est inversible, on
cherche & calculer sa matrice inverse A~ € %, (K).

3.1 Cas des matrices 2 x 2

ab

Si la matrice A est d’ordre 2, c¢’est-a-dire si A = ( cd

) € M3(K), alors sa matrice

inverse est donnée par I’expression suivante :

AT = detl(A) (—dc _ab) :

Exercice d’application 4

2, _
Résoudre{ ar+ay =1+a

2 2 . N
'z +aPy = 3—a d’inconnues (z,y) € R? en fonction du parametre a € R.

3.2 Par résolution d’un systeme linéaire

Pour tout ¥ € M,, 1(K), le systeme linéaire AX = Y d’inconnue X € M,, 1(K)
admet pour unique solution X = A~'Y. 1l suffit donc de résoudre le systeme linéaire
AX =Y pour une matrice colonne Y «générique» afin de déterminer A1,

Exemple 2
11 2

Montrer que la matrice A= | 1 3 —3 | est inversible et calculer son inverse.
34 4
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Y1
Solution. On pose Y = | y2 | € R3. Alors :
Ys
11 2 T Y1
AX =Y «— 13 -3 o | = | Yo
3 4 4 I3 Ys
1 2 T Y1
= 02 -5 o | =\ v2—w | Lo Lo— 1Ly
01 -2 T3 Y3 — 3y1 L3 < L3 — 3L1
1 2\ [z v
<~ 01 -2 T = Y3 — 3y1 L2 <~ L3
02 -5 T3 y2—y1 ) L3 <> Lo
1 2 Z1 n
= | 0 2| (2| = Y3 — 31
0 O T3 Y2 —2ys +5y1 ) Lz < L3 — 2Ly

Le systéme linéaire, donc la matrice A, est de rang maximal donc A est inversible. De
plus, 'unique solution du systeme linéaire est :

T Y1 — T2 — 2333 = 24y1 + 4y2 — 9y3

AX =Y — To = 73y1 +y3 + 2583 = 713y1 — 2y2 + 5y3
3 = —5y1 — Y2 + 2y3
T 24 4 -9 Y1
= |z |=|-13-2 5 Yo
I3 —5 —1 2 Y3
24 4 -9
On en déduit que A™' = | =13 =2 5 |. O
-5 -1 2
Exercice d’application 5
1 02 -1
. 2 53 . . .
Montrer que la matrice A = 3 101 est inversible et calculer son inverse.

3.3 A l’aide d’un polynéme annulateur

On suppose qu’existe un polynéme qui annule A, c’est-a-dire qu’il existe un entier
d > 1 et des coefficients (ag,ay, as,...,aq_1,aq) € K41 tels que :

agAt + ag 1 AT+ A2 + a1 A+ apl, = 0,,.

Si ag # 0, alors :

[ = —9aAd _ @d=1 gd=1 _  _ as g2 a1 g
n ag ag ag ag
= Ax (_afdAd—l_MAd%_..._asz_aflI )
ao ao ao ap ™™
— (_‘LdAd—l_ad;lAd—Q_..._ﬂA_ﬂI ) % A
ao aop ao ap™ ™ :
Ainsi, A est inversible et A=1 = — 3071 LAk,
Exemple 3
5 12 =30
Soit A= | —9 —19 45 |. Calculer A? puis en déduire A~".
-3 —6 14
Solution. On a :
7 12 =30
A2 = =9 —17 45 | = A+ 21,.
-3 —6 16
On en déduit que Iy = $(A42 — 4) = Ax (1(A-13)) = (3(A—13)) x A, donc A est
inversible et :
2 6 —15
ATl =1A-13) = | —9/2 —10 45/2
-3/2 -3 13/2
O
Exercice d’application 6
3 0-22
. 4-1-22 o . s e
Soit A = 4 245 | Calculer A 4+ A® et A° puis en déduire A™".
0 2-12

4 Calculer les puissances d’une matrice carrée

Etant donnée une matrice carrée A € M, (K), on cherche a calculer les puissances
successives AP de A en fonction de p € N.

4.1 Cas des matrices nilpotentes

Si on trouve un entier naturel ¢ > 1 tel que A? = 0, alors la matrice A est dite
nilpotente et donc AP = 0,, pour tout entier p > q.
Conseil. Cest par exemple le cas pour les matrices triangulaires supérieures (ou infé-
rieures) dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
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Exemple 4
011
Soit A= 00 1 ]. Calculer AP en fonction de p € N.
000
001 000
Solution. Ona A2= 000 | et A3=| 000 |.DoncVp >3, AP =0s. O
000 000
Exercice d’application 7
00000
10000
Soit A= 21000 |. Calculer AP en fonction de p € N.
32100
43210
4.2 Par récurrence
On peut calculer les premieres puissances A2, A%, A% ... puis essayer de conjecturer

une expression de AP en fonction de p € N qu’on démontrera par récurrence.

Exemple 5
1111
. 1111 .
Soit U = 1111 | Calculer UP en fonction de p € N.
1111

Solution. On a :

4444 16 16 16 16 64 64 64 64

, |4444) , [16161616]| . |et6a6a64)

U=14444|=0 U =1 16161616 |V = | 6a646464 |
4444 16 16 16 16 64 64 64 64

On conjecture que UP = 4P~1U pour tout p > 1 (et U° = 1;). Le résultat est vrai pour
p=1. De plus, si on suppose le résultat vrai pour un certain entier p > 1 alors

UPrtl = UP x U = 477U x U = 477102 = 4771 x 4U = 4PU = 4@HD-1,
On conclut d’apres le principe de récurrence. O

Exercice d’application 8

4.3 A P’aide d’un polyndéme annulateur

On suppose qu’existe un polynéme qui annule A, c’est-a-dire qu’il existe un entier
d > 1 et des coefficients (ag,a1,as2,...,a4-1,0q) € K1 tels que :

adAd + ad_lAd_l + ad_QAd_2 + -4+ a2A2 +a1A + apl,, = 0,.
Si aq # 0, alors :

d — d—1 — d—2 a 2 a a
Al DA At
Ad+1 :_ad—lAd_ ad’""Ad_l—-~-—ﬂA3—“—1A2—a—°A
agq aq aq aq aq
_ ((aa=1)*®  aq—2) gd—1 ad—1ad—2  @d—3\ Ad—2 ag—1a1 _ a aq—1a9
B I T e
Adt2 — _Gd-1 gd+l _ @d-2 pd | ap g4 _ a1 g3 _ a0 g2
- aq aqg aq aq ad
= (. )AT H (L)ATE e (LA (L)L
AT = = (LA 4 (LA (LA (L)L
Ainsi, on peut trouver par récurrence des suites de coefficients (bg p)pen, (b1,p)pen,
(b2,p)pens - -+ (ba—1,p)pen telles que AP = z;(l) b pA* pour tout p € N.
Exemple 6
5 12 =30
Soit A= | —9 —19 45 |. Déterminer deux suites (ap)pen €t (bp)pen telles que :
-3 —6 14

VpeN, AP =a,A + byls.

Solution. Analyse. On a A° = I3 = 0A + 1I3 donc on pose ag = 0 et by = 1. De méme
A' = Adonc a; = 1 et by = 0, A2 = A+ 2I3 (d’apreés 'exemple 3) donc ay = 1 et
by = 2, etc. Si on suppose qu’on a trouvé a, et b, pour un entier p € N fixé alors :

AP = APA = (apA + byl3) A = apA? + byA = ay(A +213) + by A = (ap + by) A + 2a,]15

donc il suffit de poser a,+1 = a, + by et b1 = 2a,,.

Syntheése. On définit par récurrence les suites (ap)pen €t (bp)pen par :

ag = 0 Ap41 = ap+bp
{bozl et VpéN,{pr:Qap .

Alors on peut démontrer par récurrence que AP = a,A + b,I3 pour tout p € N a l'aide
du méme calcul que celui utilisé dans I'analyse. De plus, on a pour tout p € N :

Up42 = Ap+1 + bp+1 = Gp41 + 2ap.

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre deux. Apres calculs, on obtient pour
tout p e N:a, =(2° — (=1)P)/3 et by, = ap+1 — ap = (2P + 2(—1)?)/3. O

101 Exercice d’application 9
. — p 3
Soit A (1) (1) (1) - Caleuler A7 en fonction de p € N. Soit A = (le 75 ) Déterminer (a,)pen et (bp)pen telles que Vp € N, AP = a, A+b,ls.
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4.4 A l’aide de la formule du binéme de Newton

Si on peut écrire A sous la forme A = B + C ou B et C sont deux matrices qui
commutent (BC = CB), alors on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

p
p kp—k
VpeN, AP =(B+C)? = BrFCPTF,
» ( >;(k)

Attention. 1l faut bien vérifier que B et C' commutent ! !

Conseil. Cette méthode est utile si on sait déja calculer les puissances successives de B
et C' qui apparaissent dans la formule du biné6me de Newton. C’est par exemple le cas
si on peut écrire A sous la forme A = M + AL, ou A € K et M est une matrice dont on
peut facilement conjecturer I’expression de M* en fonction de k € N.

Exemple 7
2111
. 1211 .
Soit A = 1121 | Calculer AP en fonction de p € N.
1112

Solution. On a A = Iy + U ou U est la matrice de 'exemple 5. Les matrices Iy et U
commutent car [,U = Uly = U. D’apres la formule du binéme de Newton, on obtient
donc pour tout p € N :

AP = <U+I4>p = Xp: (Z)U’“I’i_k = Zp: (i)Uk

k=0

P
= (g) U° + Z (Z) 4kt (car U* = 4*='U pour tout k > 1 d’aprés lexemple 5)
k=1

~1 +£ (é (Z>4k> U - i<€)4OU

1 1
=14+ 1 (4+1)'U - ZU (d’apres la formule du binéme de Newton)

Exercice d’application 11
311

Soit A= 131 ]. Calculer AP en fonction de p € N.
113

4.5 A l’aide d’une matrice semblable

Une matrice semblable & A est une matrice B = P71AP € M, (K) ou P € %, (K).
Dans ce cas, on peut montrer par récurrence que AP = PBPP~! pour tout p € N.
Ainsi, pour calculer les puissances successives de A, il suffit de calculer les puissances
successives de B.

Conseil. Pour certaines matrices A, on peut trouver P afin que la matrice B soit diago-
nale (on dit alors qu’on a «diagonalisé» A). Le calcul des puissances successives de B,
et donc ceux de A, sont alors tres simples.

Exemple 8
5 —1 12

6 et P=|3y

puis en déduire AP en fonction de p € N.

Soient A = ) Montrer que P est inversible, calculer P~'AP,

Solution. On a det(P) = —2 # 0 donc P est inversible avec P~ = 2 _;1 *?

4 =2 2 6 -4 0 20 20
-1 =1 =1 = ; =
P1AP = 2(_3 1><612) < O_6> (03>.onposep <03).
Montrons par récurrence que AP = PDPP~! pour tout p € N. Le résultat est vrai pour

p=0car A =1, = PP~ ! = PI,P~' = PDYP~!. Si on suppose le résultat vrai pour
un certain entier p € N, alors :

. Donc

APt = APA = ppPP~ 1 x  pDP!
N——

car P"'AP =D

= PDPI,DP~ ' = ppPDP~ ! = pprtip—1,

On conclut d’apres le principe de récurrence. On en déduit que pour tout p € N :

Ap——l 12 2P 0 -4 2 [ —2x2P 43 x 3P 2P — 3P
92\ 34 0 3° 3-1) \—6x2P4+6x3P3x2P—2x3P )"

1
:I4+1(5p71)U. O
Exercice d’application 12
O 5-2 4 -1 2 -3
Soient A = 2 0 2] et P = 0 1 —2 |. Montrer que P est inversible,
Exercice d’application 10 -2 1-1 1-1 2
al0O0 calculer P~'AP, puis en déduire AP en fonction de p € N.
Soient a € Ret A = 8 8 ClL (1) . Calculer AP en fonction de p € N.
000a
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