Fiche méthodologique n° 14

Manipuler des équations de
géométrie

Le plan affine et ’espace affine sont munis de repéres orthonormés.

1 Reconnaitre I’équation cartésienne d’un cercle

Le cercle du plan de centre C(z¢,yc) et de rayon R > 0 admet pour représentation
cartésienne :

(z—2c)’+ (y—yc)? = R?* <= 22 +y* — 2207 — 2ycy + (2% + y& — R?) = 0.
Ainsi, pour étudier une équation cartésienne du plan de la forme :
C:2+y*+ar+by+c=0

ol (a,b,c) € R3, il suffit de I’écrire sous la forme suivante :

a\? b\? @ b2
C.(x+§) +(y+2> -2 .

On distingue alors trois cas selon le signe de d = ‘1—2 + % —c.
— si d < 0 alors C est ’ensemble vide;
— si d = 0 alors C est le singleton contenant le point C'(—a/2, —b/2);
— sid > 0 alors C est le cercle de centre C(—a/2,—b/2) et de rayon v/d.

Exercice d’application 1
Soient A(xa,ya) et B(xp,yp) deux points du plan. Déterminer en fonction du para-

oy
métre A € R I'ensemble des points M (z,y) du plan tels que MADMB = X

2 Passer d’équations cartésiennes
a une représentation paramétrique
Pour passer d’une représentation cartésienne d’une droite D ou d’un plan P a une

représentation paramétrique, il suffit de déterminer un point de D ou P ainsi qu’'un
vecteur directeur non nul de D ou deux vecteurs directeurs non colinéaires de P.

2.1 Représentation paramétrique d’une droite du plan

Soit D une droite du plan de représentation cartésienne :
. _ N 3 a 0
D:ax+by+c=0 ot (a,bc)eR avec () # ()

Pour déterminer un point A(x4,ya) de D, il suffit de fixer arbitrairement une des deux
coordonnées x4 ou y4 puis de calculer la deuxieme coordonnée comme solution de
I’équation cartésienne de D. Et pour déterminer un vecteur directeur non nul E de D,
il suffit de déterminer un deuxiéme point B(zp,yp) de D distinct de A(za,ya). Une
représentation paramétrique de D est alors donnée par :

D:{x“HxBxA)t tER.

y=ya+ (ys—yat ’

Remarque : pour déterminer un vecteur directeur non nul o de D, on peut aussi choisir

U = ( _ba) qui est orthogonal au vecteur normal = (g) de D car 4.7 = ba—ab =

0. Une représentation paramétrique de D est alors donnée par :

p. T =watl o op
y=ya—at

Exercice d’application 2
Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’équation 2z — 3y + 4 = 0.

Une autre méthode consiste tout simplement a choisir comme parametre une des deux
coordonnées apparaissant avec un coefficient non nul dans ’équation cartésienne de D
(ce qui est possible car (a,b) # (0,0)) puis d’exprimer chaque coordonnée en fonction
de ce parametre. On obtient ainsi :

o c bt r =t
D:({x__a_a Sia;éO)ou({ __¢c_a sib#O),tER.
y=t TR T

Exercice d’application 3
Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’équation —2z 4+ 5y + 1 = 0.

2.2 Représentation paramétrique d’une droite de ’espace

Soit D une droite de I'espace de représentation cartésienne :

ot (a,b,c,d) € R* et (a’,¥',c/,d") € R

a a/

avec (b> et (b’ ) non colinéaires.
c /
c

Pour déterminer un point et un vecteur directeur non nul de D, il suffit de déterminer
deux points distincts A(x4,y4,24) et B(xp,yp,25) de D en fixant arbitrairement une

) ar+by+cz+d=20
dr+bVy+dz+d =0
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des coordonnées puis de calculer les deux autres coordonnées comme solution du systeme
d’équations cartésiennes de D. Une représentation paramétrique de D est alors donnée
par :
x=xs+ (xzp—xA)t
D:{y=ya+(yp—ya)t , teR.
z=2za+(zp—2za)t

Remarque : pour déterminer un vecteur directeur non nul @ de D, on peut aussi choisir

(0% a a/
U = <g> orthogonal aux vecteurs normaux 7 = <2) et 7 = (b’) de D, c’est-
/
c
a-dire tel que car W.7 = aa + Bb+ve = 0 et .7 = ad’ + BV +~¢ = 0. Une
représentation paramétrique de D est alors donnée par :

r =1x5+at
D: S y=ya+pt ,teR.
z = za+t

Exercice d’application 4
Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’équations :

0
0

r—y+z—1
20 +3y—2z+5

Ou tout simplement, il suffit de choisir comme parametre une des trois coordonnées
puis d’exprimer chaque coordonnée en fonction de ce parametre a 1'aide des équations
cartésiennes de D.

Exercice d’application 5
Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’équations :

0
0

2r —3z+1
y+z

2.3 Représentation paramétrique d’un plan de I’espace

Soit P un plan de I'espace de représentation cartésienne :

a 0
Prax+by+cz+d=0 ot (a,b,c d) €R* avec (lg) # (8)

Pour déterminer un point et deux vecteurs vecteurs directeurs non colinéaires de P, il
suffit de déterminer trois points distincts A(za,ya,24), B(xps,ys,28) et C(xc,yo, zc)
de P en fixant arbitrairement deux des coordonnées puis de calculer la troisieme co-
ordonnée comme solution de I’équation cartésienne de P. On vérifie ensuite que les
vecteurs directeurs ﬁ et AC ne sont pas colinéaires. Si ce n’est pas le cas, il suffit de

déterminer un autre point C(z¢, yo, z¢) tel que 1@ et A—é' ne sont pas colinéaires. Une
représentation paramétrique de P est alors donnée par :

x=xa+ (xp—xa)s+ (xc —zA)t
P y=ya+t(ys—ya)s+ (yc—yalt , (s,t) R
z=2za+(zB—24)s+ (2c — za)t

Exercice d’application 6
Déterminer une représentation paramétrique du plan d’équation 2z — 3y + 4z — 5 = 0.

Ou tout simplement, il suffit de choisir comme parametres deux des trois coordonnées
puis d’exprimer chaque coordonnée en fonction de ces parametres a ’aide de ’équation
cartésienne de P.

Exercice d’application 7
Déterminer une représentation paramétrique du plan d’équation z 4+ 2 = 0.

3 Passer d’une représentation paramétrique
a des équations cartésiennes

Pour passer d'une représentation paramétrique d’une droite D ou d’un plan P a une
représentation cartésienne, il suffit de déterminer un point de D ou P ainsi qu'un vecteur
normal non nul de D (dans le plan) ou P ou deux vecteurs normaux non colinéaires de
D (dans Pespace).

3.1 Représentation cartésienne d’une droite du plan

Soit D une droite du plan de représentation paramétrique :

D: {Z - ;cs_tgf ,tE€R  ou (zg,y0) € R? et (a, B) € R? avec (%) + (8)
A)

qui est orthogonal au vecteur directeur U = (%) de D car 7.0 = Ba—af =0. Une
représentation cartésienne de D est alors donnée par :

Pour déterminer un vecteur normal non nul 77 de D, il suffit de choisir =

/N

D:fr—ay+c=0
ou la constante ¢ € R est calculée en reportant dans 1’équation cartésienne de D les
coordonnées d’un point arbitraire de D, par exemple le point My(zg,yp) obtenu en

fixant le parametre t = 0 dans la représentation paramétriques de D, c’est-a-dire :

¢ = —(Bxo — ayp).
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Remarque : on retrouve facilement ce résultat a ’aide du déterminant, plus précisément
tout point M (z,y) du plan appartient & la droite D si et seulement si les vecteurs Mo M
et U sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si

det<z:§§ g) = (z—20)B— (y — yo)a = Bz — ay — (Bxo — ayo) = 0.

Exercice d’application 8

, . . . ‘s . =1-2t
Déterminer une représentation cartésienne de la droite { z — 143t teR.

Une autre méthode consiste tout simplement a exprimer le parametre ¢ en fonction
d’une des deux coordonnées a l'aide d’une des deux équations paramétriques de D dans
laquelle ¢ apparait avec un coefficient non nul (ce qui est possible car («, ) # (0,0))
puis de reporter cette expression dans la deuxiéme équation paramétrique. On obtient

ainsi :
) sia;éO)ou(x:aco—l—a(y_ﬁyO) SiB#O).

r — X
D:(y=yo+ﬁ( 0
«Q

=3—-2t

Exercice d’application 9
Déterminer une représentation cartésienne de la droite { g o teR.

—2+5t°

3.2 Représentation cartésienne d’une droite de ’espace
Soit D une droite de I'espace de représentation paramétrique :

r = x9+ at o 0
D:{ y=yo+ Bt ,teR ol (z0,%0,2) € R® et (o, 3,7) € R® avec <g>7$(8>

z =20+t
— a — @
Pour déterminer deux vecteurs normaux non colinéaires @ = [ b | et W' = | ¥/
C c
de D, il suffit de choisir arbitrairement deux solutions non colinéaires de 1’équation

- @
n.d =ao+ b+ cy=0o0u U= <é> est un vecteur directeur de D (par exemple les

0
solutions <—§a), < 8 > ou ( Y >) Une représentation cartésienne de D est alors

—
donnée par :

] ar +by+cz+d=20

{a’ac—i—b’y—i—c’z—l—d’ =0
ot les constantes (d,d’) € R? sont calculées en reportant dans les équations cartésiennes
de D les coordonnées d’un point arbitraire de D, par exemple le point My(xo, Yo, 20)
obtenu en fixant le parametre ¢ = 0 dans la représentation paramétrique de D, c’est-a-
dire :
d=—(awg +byo +cz) et d =—(a'zg+Vyo+c2).

Exercice d’application 10

r=1-t
Déterminer une représentation cartésienne de la droite { y = 3+ 2t , t € R.
z = =5t

Ou tout simplement, il suffit d’exprimer le parameétre ¢ en fonction d’une des trois
coordonnées a l’aide d’une des trois équations paramétriques de D puis de reporter cette
expression dans les deux autres équations paramétriques.

Exercice d’application 11

r=1
Déterminer une représentation cartésienne de la droite ¢ y = —1+2t , t € R.
z =5+4t

3.3 Représentation cartésienne d’un plan de ’espace
Soit P un plan de I'espace de représentation paramétrique :

ot (z9,%0, 20) € R3,

P:iy=y+pPs+pt, (S,t)GRQ. a o
z=2zy+7s+'t avec (B) et B; non colinéaires.
v
N a
Pour déterminer un vecteur normal non nul W = (2 > de P, il suffit de choisir

arbitrairement une solution du systeme linéaire formé par les équations /77 = ax +

W3+cy=0et WU =ad +b8 + ¢ =000 U = (%) et U = <%:> sont deux

vecteurs directeurs de P. Une représentation cartésienne de P est alors gonnée par :
Piax+by+cz+d=0

ou la constante d € R est calculée en reportant dans ’équation cartésienne de P les
coordonnées d’un point arbitraire de P, par exemple le point My (2o, yo, 20) obtenu en
fixant les parametres s = t = 0 dans la représentation paramétrique de P, c’est-a-dire :

d = —(axg + by + c20).

Exercice d’application 12

r=14+s+1
Déterminer une représentation cartésienne du plan { y = 2—3s , (s,t) € R?.
z=25—1t

Ou tout simplement, il suffit d’exprimer les parametres s et t en fonction de deux
des trois coordonnées a l'aide de deux des trois équations paramétriques de P (en ré-
solvant un systéme linéaire) puis de reporter ces expressions dans la troisiéme équation
paramétrique.
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Exercice d’application 13

T =5+t
Déterminer une représentation cartésienne du plan ¢ y = 2 — s+t
z2=3—-25—-2¢

, (s,t) € R2,

4 Déterminer des intersections de droites et de plans

Pour déterminer une intersection de droites ou de plans, il suffit de résoudre le systéme
linéaire formé par toutes les équations cartésiennes représentant ces droites ou ces plans.
Dans le cas de représentations paramétriques, on commence par éliminer les parametres
en les exprimant en fonction des coordonnées.

4.1 Intersection de deux droites du plan

On obtient un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues qui admet :

— zéro solutions si les deux droites sont paralleles,

— une seule solution si les deux droites sont sécantes (dans ce cas les coordonnées
du point d’intersection forment I'unique solution du systéme linéaire),

— ou bien une infinité de solutions si les deux droites sont confondues.

Exercice d’application 14
Déterminer l'intersection de D: 2x —y+1=0et D' : =3z + 2y = 0.

4.2 Intersection de deux droites de ’espace

On obtient un systéme linéaire de quatre équations a trois inconnues qui admet :

— zéro solutions si les deux droites sont paralleéles ou non coplanaires,

— une seule solution si les deux droites sont sécantes (dans ce cas les coordonnées
du point d’intersection forment I'unique solution du systéme linéaire),

— ou bien une infinité de solutions si les deux droites sont confondues.

Exercice d’application 15
r—2z+2=0

3r+y—2+2=0 '
et D '{x+2y+32—6:0'

Déterminer l'intersection de D : { vyt z—2=0

4.3 Intersection d’une droite et d’un plan de I’espace

On obtient un systéme linéaire de trois équations a trois inconnues qui admet :

— zéro solutions si la droite est parallele au plan,

— une seule solution si la droite et le plan sont sécants (dans ce cas les coordonnées
du point d’intersection forment I'unique solution du systéme linéaire),

— ou bien une infinité de solutions si la droite est contenue dans le plan.

Exercice d’application 16
20 +3y —52+2 =0

Ty —22 =0 et P:x—y+42—-8=0.

Déterminer 'intersection de D : {

4.4 Intersection de deux plans de ’espace

On obtient un systéme linéaire de deux équations a trois inconnues qui admet :

— zéro solutions si les deux plans sont paralléles,

— une infinité de solutions qui dépend d’un parameétre ('inconnue auxiliaire) si les
deux plans sont sécants (dans ce cas une représentation paramétrique de la droite
d’intersection est donnée par ’ensemble des solutions du systéme),

— ou bien une infinité de solutions qui dépend de deux parameétres (deux inconnues
auxiliaires) si les deux plans sont confondus.

Remarque : le cas d’une seule solution est impossible ici car il y a au moins une inconnue
auxiliaire.

Exercice d’application 17
Déterminer I'intersection de P:ox+y—2—2=0et P’ : 3z +2y — 52+ 3 =0.
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