Fiche méthodologique n° 21

Utiliser la structure d’espace
vectoriel

Soient K = R ou C et n € N*. On rappelle que K™ est muni d’une structure de K-
espace vectoriel, ¢’est-a-dire de deux opérations, la multiplication des vecteurs de K™ par
des scalaires de K et I’addition de vecteurs de K", qui vérifient les propriétés usuelles.

1 Montrer qu’une partie de K" est un sous-espace
vec.

On dit qu'une partie F' C K™ est un sous-espace vectoriel de K™ lorsque :
TeF et VACK V(Z,¥)eF \T+7 ek

Dans ce cas, toute combinaison linéaire de vecteurs de F appartient aussi a F :

r
Vp N, V(A1 de,... Ap) €KP, (T, 33, ...,37) € FP, Y Mk € F.
k=1

Exercice d’application 1
Montrer que F = {(a,b,c,d,e) ER®|a+2b+3c+2d+e=0eta+c+e=>b+d} est
un sous-espace vectoriel de R? puis déterminer une représentation paramétrique de F.

Exercice d’application 2
Montrer que F = {(w + iz, iw, 2) | (w, 2) € C?} est un sous-espace vectoriel de C3.

Exercice d’application 3
Pour quelles valeurs du parametre ¢ € R, ’ensemble suivant est-il un sous-espace vecto-
riel de R*? Pour ces valeurs, déterminer une représentation cartésienne de Fy.

F={(r—s,s—t,t—r,r+s+t)|(r,s) ERQ}.

2 Manipuler des combinaisons linéaires

Une combinaison linéaire de p € N vecteurs 37{, ac_g, .
forme :

,x_; de K™ est un vecteur de la

p
STNEL = ME A+ NaTh A+ M\
k=1

olt (A1, A2,...,A,) € KP sont des scalaires. On dit que les vecteurs 9?{@_2), .. .,;v_; sont
liés ou linéairement dépendants lorsqu’il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs
égale au vecteur nul 0 avec des coefficients A1, A2, ..., A, non tous nuls :

p
A1, Az, Ap) €KPA{(0,0,...,0)}, > Tk =

k=1

Remarque. Si au moins un des vecteurs 7 , 375, . ,JT;, peut s’écrire comme une combi-
naison linéaire des autres, alors ces vecteurs sont liés. En effet, si on a par exemple :

Tr =M+ N1 Ticd + AT + o AT
alors Y 7 _, \eTh = ﬁ en posant \; = —1 # 0.

Exercice d’apphcatlon 4
Les vecteurs z{ = (1 i,1,4), 73 = (i,1,i,1) et 25 = (1,1,4,7) sont-ils liés ? Les vecteurs
wi = (1,4,4,1) et wh = (4,4,1,1) sont-ils des combinaisons linéaires de 21, 7% et 237

3 Etudier un sous-espace vectoriel engendré
Le sous-espace vectoriel engendré par p € N vecteurs z ,:?2), . ,x_;, de K" est 'en-
semble des combinaisons linéaires de ces vecteurs :

p
Vect(z1, 73, ..., 7p) = {Zw | (A, Ag, .o Ap) € KP}.
k=1

Vect(ﬁ,a?%, . ,x_p}) est un sous-espace vectoriel de K", c’est méme le plus petit qui
contient les vecteurs 77 , 5 yee x_>p (autrement dit : tout sous-espace vectoriel de K™ qui
contient ces vecteurs contient aussi tout I'ensemble Vect(z7, 73, . . L T))

Pour prouver qu’une partie F' C K" est engendrée par p € N vecteurs 1,75, .. 797;,
de K", il suffit donc de démontrer que F' = Vect(fl> ,372) . a:_;) par double inclusion.
Pour montrer que F C Vect(xl,fg), .. _>) il suffit de montrer que tout vecteur de
F peut s’écrire comme une Comblnalson linéaire de :rl,:v—%, .. asp Pour montrer que
Vect(ml, T3 yoe xp) C F, il suffit de montrer que F' est un sous-espace vectoriel de K"
qui contient les vecteurs CE_1>, 3?5, - 737;,.

Exercice d’application 5
Soient @ = (1,1,1,1), ¥ = (1,2,3,4) et @ = (0,1,0,

—1) trois vecteurs de R*. Déter-
miner une représentation cartésienne de Veet(w, v, ).

Exercice d’application 6
Montrer que F = {(a,b,c,d,e) € R5|a+2b+3 d+5e etba—b—c=d—e} est
engendré par les vecteurs uj = (1,4, —3,0,0), w3 = (2,1,0,1,0) et @3 = (1,2,0,0,1).

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023

1surl

Sébastien Godillon



