Fiche méthodologique n° 5

Etudier des suites réelles

1 Calculer le terme général d’une suite usuelle

Si une suite réelle (u,,) est définie par récurrence, on peut calculer tous ses termes les
uns apres les autres a partir d’un terme initial u,, donné. Mais cette méthode peut étre
trés longue pour calculer un terme de rang beaucoup plus grand que le rang initial ng.

Calculer le terme général de (u,,) consiste a exprimer directement u,, en fonction du
rang n afin de surmonter ce probléme.

Conseil. La relation de récurrence définissant une suite permet surtout de raisonner par
récurrence. Dés qu’on connait une propriété de la suite & démontrer (par exemple une
majoration, une minoration ou sa monotonie), on peut la prouver par récurrence.

1.1 Suite arithmétique

Une suite (u,,) est arithmétique lorsqu’elle vérifie une relation de récurrence du type :

ou r € R est appelée la raison arithmétique de la suite. Son terme général est égal a :

Vn > ng, ’un = Up, + (nfno)r‘.

Exercice d’application 1
Soit n € N*. Déterminer le n-iéme entier impair positif.

Exercice d’application 2
Soit (un)nen une suite arithmétique telle que uq3 = 132 et ug9 = 292. Calculer le terme
général de (up)nen-

1.2 Suite géométrique

Une suite (u,) est géométrique lorsqu’elle vérifie une relation de récurrence du type :

o > o
ou g € R est appelée la raison géométrique de la suite. Son terme général est égal a :

n—no

Vn = ng, |Un = Uneq

Exercice d’application 3

Soit (un)nen la suite définie par ug = 3 et ¥n > 0, u, 41 = u2. Justifier que les termes
de (un)nen sont strictement positifs puis calculer son terme général en considérant la
suite auxiliaire (v, = In(uy))nen-

Exercice d’application 4

Soit (un)nen une suite telle que ug = 3 et up11 — uy = u, pour tout n € N. Montrer
que les termes de (uy,)nen sont supérieurs a ceux d’une suite géométrique (v, )nen dont
on calculera le terme général.

1.3 Suite arithmético-géométrique

Une suite (u,) est arithmético-géométrique lorsqu’elle vérifie une relation de récur-
rence du type :

Vn = ng, |Upt1 =quy,+7

ot ¢ € R\ {1} et r € R sont appelées les raisons de la suite. Pour calculer son terme
général, on commence par chercher une suite constante vérifiant la méme relation de
récurrence, c’est-a-dire par résoudre I’équation o = g + r d’inconnue o € R. Puis on
remarque que la suite auxiliaire (v,, = u, — «) est géométrique (de raison ¢) et on peut
donc calculer son terme général. Enfin, on en déduit le terme général de (u, = v, + ).

Exercice d’application 5
Soit (un)nen+ une suite arithmético-géométrique telle que u; = 1, ug = 4 et ug = 9.
Calculer le terme général de (uy, )nen--

Exercice d’application 6
Soient A € R et (uy,)nen la suite définie par ugp = 1 et Vn 2 0, upi1 — up = Auy, + 1
Calculer le terme général de (uy,)nen en fonction des valeurs de .

1.4 Suite récurrente linéaire d’ordre 2

Une suite (uy) est récurrente linéaire d’ordre 2 lorsqu’elle vérifie une relation de
récurrence double du type :

Vn = ng, ’un+2 = QUpy1 + buy

ot (a,b) € R%

Attention. Pour qu’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 soit bien définie (c’est-a-dire

pour pouvoir calculer tous ses termes), il est nécessaire de connaitre deux termes initiaux.
Pour calculer son terme général, on commence par résoudre I’équation caractéristique

associée d’inconnue q € C :
¢ =aqg+b|

On reconnait une équation du second degré a coeflicients réels. Il y a alors trois cas selon
le signe du discriminant A.
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— Si A > 0:’équation caractéristique admet deux solutions réelles (distinctes) qu’on
note q; et go. Alors il existe deux constantes (A1, Ag) € R? telles que :

Vn > ng, |un=Aqy "0+ Xegqy O

— Si A = 0: léquation caractéristique admet une seule solution réelle (double) qu’on
note qg. Alors il existe deux constantes (A, 1) € R? telles que :

Y =ng, |up= ()\ + p(n — no))qg_"“ :

— Si A <0 : I’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées
(distinctes) qu’on note pe’® et pe~. Alors il existe deux constantes (4, B) € R?
telles que :

Vn =g, |, = ptm (A cos ((n — n0)9) + Bsin ((n — nO)H)) .

Conseil. Pour déterminer le couple de constantes (A1, A2), (A, 1) ou (A, B) selon le cas
considéré, il suffit d’utiliser deux termes initiaux de la suite puis de résoudre un systéme
de deux équations a deux inconnues.

Exercice d’application 7
Soit (up)nen la suite définie par ug = u; = 1 et Vn > 0, upio = 6(upt1 — 2uy,). Calculer
le terme général de (uy,)nen-

Exercice d’application 8

Soit (un)nen+ une suite telle que u; = 4, uz = 2 et chacun de ses autres termes est la
moyenne du terme suivant et du terme précédent (ainsi, us = (us+wuy)/2 = 3). Calculer
le terme général de (up,)nens-

Exercice d’application 9
Soient (an)nen €t (by)nen deux suites définies par ag =1, bg = 0 et :

Up41 = 4a, — by

Vn 2= 0, {bn+1 — 2a, +b,

Montrer que (ap)nen €t (by)nen sont récurrentes linéaires d’ordre 2 puis calculer leur
terme général.

Exercice d’application 10
Soit (4 )nen+ une suite récurrente linéaire d’ordre 2 telle que u1 = —4, ug =5, uz = 10
et ug = 7. Calculer le terme général de (uy,)nen+.

2 Etudier une suite définie par récurrence

Pour étudier une suite réelle (u,) non usuelle vérifiant une relation de récurrence du
type :
Vn zno, tUnt1 = f(un)

ou f est une fonction réelle, le principe général est de conjecturer des propriétés de la
suite (par exemple une majoration, une minoration et sa monotonie) puis de démontrer
ces propriétés par récurrence.

Pour établir ces conjectures, il suffit de calculer un nombre suffisant de premiers
termes. Mais les calculs peuvent étre longs et la moindre erreur va se répercuter dans
les termes suivants.

Une autre méthode plus efficace consiste a représenter graphiquement les premiers
termes de (uy,). Pour cela, on procede ainsi :

— on commence par étudier les variations de f (donc le signe de sa dérivée f');

— puis on étudie le signe de la fonction = — f(z) — « afin de connaitre la position

relative de la courbe représentative de f par rapport a la droite d’équation y = z;

— on trace sur un méme graphique la courbe représentative de la fonction f et la

droite d’équation y = x a l'aide des éléments précédents ;

— on place le point de coordonnées (uy,,0) sur le graphique;

— en se déplacant verticalement, on obtient a I'intersection de la courbe représenta-

tive de f le point de coordonnées (un,, f(Uny)) = (Ungs Ung+1) ;

— en se déplagant horizontalement, on obtient a 'intersection de la droite d’équation

y = x le point de coordonnées (Ung+1, Ung+1) ;

— en se déplacant verticalement, on obtient a I'intersection de la courbe représenta-

tive de f le point de coordonnées (tny+1, f(Ung+1)) = (Ung+1; Ung+2) ;

— en se déplacant horizontalement, on obtient a I’intersection de la droite d’équation

y = x le point de coordonnées (Unq+2, Ung+2) ;

— en se déplacgant verticalement, on obtient a I'intersection de la courbe représenta-

tive de f le point de coordonnées (tny+2, f(Ung+2)) = (Ung+2s Ung+3)

— etc.

Ainsi, les abscisses des points obtenus sont égaux aux premiers terrmes de la suite : uy,,
Ung+1, Ung+2; Ung+3; Ung+4, €tc. Une observation graphique de ces abscisses permet de
formuler des conjectures sur (u,) qu’on démontre ensuite par récurrence.

Attention. La monotonie de la suite (uy,) n’est en général pas la méme que la monotonie
de la fonction f!

Conseil. Si f n’est pas définie sur R, il faut démontrer (par récurrence) que chaque
terme de (u,) appartient & ’ensemble de définition de f pour justifier que la suite (uy,)
est bien définie (c’est-a-dire qu’on peut calculer tous ses termes & laide de la relation
de récurrence).
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Exemple 1
Etudier la suite (uy,)nen définie par ug =1 et Vn = 0, upt1 = v2u, + 3.

Solution. On pose la fonction f : x — /22 + 3 qui est définie sur [—3, +oo] et dérivable
sur | — 3, 400[. On a:

3 2 1
Ve >—=, fl(z)= = >
’ @) =3~ Vi3

0.
9’

Donc f est strictement croissante sur [—%, +ool. De plus :

fl@)—2 >0 < V2x+3>x.

On raisonne par disjonction de cas.

1" cas : x € [—3,0[, alors < 0 < v/2z + 3 donc f(z) —x > 0.

2¢ cas : x € [0,+00[, alors on peut appliquer la fonction carrée qui est strictement
croissante sur [0, +oof :

fx)—220 <= 22+3>2° <= 22 -2r-3<0 < x€[-1,3]N[0,4+o0].
—— —_—
=(z+1)(z—3) =[0,3]
Conclusion. La courbe représentative de f est au-dessus de la droite d’équation y = x sur

[—32,0[U[0,3] = [-2, 3], et donc en-dessous sur [3, +oco[. On peut maintenant représenter
graphiquement les premiers termes de (uy,)nen (voir ci-dessous).

J(x) =V2x +3 ]

[N ' w1 U ’LL§

On conjecture que la suite (uy,)nen est majorée par 3, minorée par ug = 1 et strictement
croissante. Pour tout n € N, on pose l'assertion P(n) : «1 < uy < upt1 < 3» et on
raisonne par récurrence.

Initialisation. On a ug = 1 et u; = f(ug) = vV2x1+3 = /5. Or 2 < /5 < 3 (car
4 <5 <9 et la fonction racine carrée est strictement croissante) donc 1 < ug < up < 3.
On a bien montré que P(0) est vraie.

Hérédité. On fixe n € N et on suppose que P(n) est vraie, donc que 1 < uy, < upt1 < 3.
Puisque f est strictement croissante, on a :

(1) < flun) < fluns1) < f(3) donc 1< tpg1 <Unga <3.
N = —— ~~
=v5>1  =Untl =Un2 =2x3+3=3 P(n+1)

On a bien montré que P(n) = P(n+ 1) pour tout n € N.

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que P(n) est vraie pour
tout n € N. Par conséquent, on a démontré que la suite (u,)n,en est majorée par 3,
minorée par 1 et strictement croissante. En particulier, la suite (uy,)nen bien définie car

2uy, + 3 > 0 (autrement dit u,, € [—3,+o0[ puisque u, > 1) pour tout n € N. O
Exercice d’application 11
o . . up +3
Etudier la suite (uy,)nen+ définie par u; =2 et Vn > 1, uppq1 = 1
Exercice d’application 12
P 1
Etudier la suite (uy,)nen définie par ug =1 et Vn > 0, upt1 = o
Un
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