Formulaire de
développements limités

1 Propriétés des développements limités

Soient n € N et f une fonction réelle définie au voisinage de a € R.

— ’ Si f admet un DL, (a) alors ce DL,,(a) est unique. ‘

— ’Si f admet un DL,,(a) alors f admet un DL,,(a) pour tout m < n. ‘

Si f est paire (resp. impaire) et f admet un DL, (0)
alors tous les termes de degré impair (resp. pair) de son DL,,(0) sont nuls.

Si f admet un DL, (a) non nul alors f est équivalente au voisinage de a au
terme non nul de plus petit degré de son DL,,(a).

f admet un DLg(a) si et seulement si f est continue en a ou admet un
prolongement par continuité en a, et dans ce cas f(a+h) = f(a) + hoo(l).
—

en a) est dérivable en a, et dans ce cas f(a+ h) = f(a) + f'(a)h + hoo(h).
—

f admet un DLj(a) si et seulement si f (ou son prolongement par continuité

2 Formule de Taylor-Young

Soit n € N. Si f est une fonction de classe €™ sur un intervalle I C R,
alors pour tout a € I la fonction f admet un DL, (a) et

f(l:!(a) w0 (1)

= fla)+ 5/ ah+ T3

fla+h)= z”:
k=0

"
6 n!

3 Contre-exemples utiles

fixes e 1/

admet un prolongement par continuité (avec f(0) = 0) de classe
%> sur R et pour tout n € N son DL,,(0) est f(x) = 0+ 0z—0(x™) mais f # 0.
Ainsi, deux fonctions différentes peuvent avoir le méme DL, (a) pour tout n € N.

4

frx— 23sin(1/2) ‘ admet un DLy (0) car f(z) = 0,_0(2?) et admet un prolon-

gement par continuité (avec f(0) = 0) de classe € sur R mais qui n’est pas deux
fois dérivable en 0. Ainsi, I'existence du DLsy(a) n’implique pas l'existence de la
dérivée deuxiéme en a (contrairement & existence du DL;(a) qui est équivalent
a lexistence de la dérivée premiere en a), 'hypothése de la formule de Taylor-
Young est suffisante mais pas nécessaire pour justifier 'existence du DL, (a), et
lexistence du DL, (a) n’implique pas l'existence du DL,,_1(a) pour la dérivée.

Manipulation des petits o

Soit n € N.

Attention :

5

Vp>n, [P = o (R")] et o (R")y= o (h"™)]

h—0 h—0 h—0

o(hn) - hgo (R™)

o (h)+ o
h—0 h—

VA € R,

Ax o (W)= o

h—0 50

Bl

VEeN, |hfFx o (h") =

k+
00 o (h ”) et

00 0 (hk) x o (h") =

k+n
h—0 h—0 ° (h ) '

h—0

VAER, | o (Ah”—s— o (h”)): o (h")|
h—0 h—0 h—0

ny _ ny _— n\ ||
hgo(h ) hgo(h ) hgo(h gk

Opérations sur les développements limités

Soient n € N et f, g deux fonctions réelles définies au voisinage de a € R.

Si f et g admettent un DL, (a)
alors f + g admet un DL, (a) obtenu en additionnant les DL,,(a) de f et g.

Si f et g admettent un DL,,(a)
alors f x g admet un DL, (a) obtenu en multipliant les DL,,(a) de f et g.

Si f admet un DLy, (a) et g admet un DL, (f(a))
alors go f admet un DL, (a) obtenu en composant les DL,, de f et g.

Si f admet un DL, (a) et g admet un DL, (a) avec g(a) # 0
alors f/g admet un DL, (a) obtenu a l'aide de

flath) _ flath) 1
gla+h) gla) 14 (W)

Si f admet un DL,,(a) et F est une primitive de f
alors F' admet un DL, 11 (a) obtenu en primitivant le DL,,(a) de f.

Si f admet un DL, (a) et f’ admet un DL,,_;(a)
alors le DL,,_1(a) de f’ s’obtient en dérivant le DL, (a) de f.
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6 Liste de développements limités usuels — Fonction exponentielle naturelle :

Soit n € N. 1, 1., 1
=1 Z Z i —gn ( n)
— Sommes des termes de suites géométriques : exp(x) ra 2 + 6m Tt n!x + 2S0\”
1 s 3 . . On obtient ce DL,,(0) & I’aide de la formule de Taylor-Young avec f : 2 — exp(z)
1—z L+a+a”+a7+ -+ + xgo(x ) et donc £ : z+— exp(z) (par récurrence).
— Fonctions trigonométriques :
1 n
- =1- 2 3 (1) (“) (o) — Lo 1, 15 (=" , 2n+1
T2 T4zt -2+ (-1)" +.9,\ cos(x)—l—ix +I$ — 5" +m+(2n)!xn+mgoxn
On obtient le DL, (0) de # — 11— en reconnaissant la somme des termes d’une
n
suite géométrique de raison x : sin(z) =z — }333 4 lms _ lx7 - (-1 22t g (x2n+2>
6" TET T 2n+ 1) 230
L 1—gnt! 1 r 1 n .
Zx = =1 1 " = . + oo(ac ) On obtient le DLy, 41(0) de cos et le DLa,12(0) de sin & l'aide de la formule de
k=0 -t -t -t v Taylor-Young car cos™ : z +— cos(z + nZ) et sin®™ : z — sin(z + nZ) (par
récurrence).
De méme pour le DL,,(0) de = — H% en reconnaissant la somme des termes d’une s 2 . s
suite géométrique de raison —z, ou a ’aide du changement de variable x — —z tan(z) =z + gx + Bx + xgo(x )
dans le DL, (0) de # — .
— Fonctions binomiales avec o € R : On obtient le DL(0) de tan par quotient des DL(0) de sin et cos car cos(0) # 0 ou
(méthode plus efficace) par primitivation successive de tan’ : x + 1 + tan?(z) en
— 2 . .
(142)® = 1+ant ala—1) ,  ala—1)(a—2) I partant de tan(z) = x 4 0,—0(2*) (car tan(x) ~,_,¢ = et tan est impaire).
—1%(a — - 1, 1 —1)"
Jr04(04 1$(a 2)...(« n+1);p”+ o (:c”) arctan(z) = = — ~2% + % + -+ + (-1) 220 4 (x2n+2)
n! z—0 3 ) 2n+1 z—0

1
1+a2
obtenu a 'aide du changement de variable z — z? dans le DL, (0) de x — IJ%,D

. . ,
On obtient ce DL, (1) a l'aide de la formule de Taylor-Young avec f : z — 2 et On obtient ce DLay+2(0) par primitivation du DLy, 11(0) de arctan” : z —

donc f(" : 2 ( Z;S (a — k)) x®~" (par récurrence). En particulier, on retrouve

leDLn(O)dexﬁﬁsia:—letonasia:%:

1 1 1
Vidr=1+-2— 2>+ —2*+ o <x3>
2 8 16 z—0

— Fonction logarithme népérien :

1 1, 1 -1
In(l+z)=x— 5x2 + gx‘s — Z:LA + %x"“ +$go(z"+1>

On obtient ce DL,,;1(1) & I'aide de la formule de Taylor-Young avec f : z — In(z)
et donc f("*tV . gz s (=1)"n!/z"*! (par récurrence), ou par primitivation du

DL, (0) de x 1_%36
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